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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1805.

(1898, p. 388.)

Etant donnée Uéquation

()= azrt*— nbrn-!

n ) i
(A) ! il—(;lTl)cx"*L—...—n/xx—&—l:o,

dont le degré n =2v est pair, st l'on désigne par ¢, ¢,
o3, ... les dérivées successives de ¢(x), divisées respective~
ment par n, n(n—1), n(n—1)(n—2), ..., ’équation en s
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est indépendante de x.
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Trouver les relations qui lient les racines de U’équa-
tion en x a celles de U’équation en s.
(P. Soxpar.)

SOLUTION

Par I'AUTEUR.
En posant

Y(x)=bart—(n—1)cx" ' +.. .+ (n—0hkx—1,

on aura la relation
Y(@)=zo1—¢

qui, appliquée aux dérivées successives, conduit aux égalités

[ b=acx — @n-1,

C=ax?— 229, 1+ @n—2,

br —c = TIp—1 — Pn—2,

T 2

cr —d = Z2Qp—1 — 2XOp—g+ Pp—3,

Si R est une fonction homogéne guelconque des coeffi-
cients de (A), nous désignerons par R’ cette méme fonction
oll nous remplacerons @, b, ¢, ..., k,lpava, oy, 953, ...,
¢ 9.

Dans le déterminant f(z), remplacons chaque horizontale
de rang p +1 en remontant, par celle obtenue en ajoutant
termes a termes les horizontales inférieures respectivement
multipliées par les termes de (z —1)? développé, c'est-a-dire
la premiére Hy par Hy, la deuxiéme H, par 2 H; — H,, la troi-
sicme Hy par #2H; — 22 Hy + I3, et ainsi de suite. ‘

Dans le nouveau déterminant. égal & == f(3), opérons de
méme sur les verticales, en allant de la gauche vers la
droite, ou remplacons la premiére V; par V,, la deuxiéme V,
par £V;—V,, ..., ¢t nous aurons un nouveau déterminant
¢gal a + f(z), car, si la premiére substitution a changé le
signe de f(3), la seconde le rétablit, en le changeant de nou-
\eau.

Pour avoir le terme connu, soit R’ de f(2), on fera z = o,
ce qui donne, d’aprés les égalités (1), aprés les deux substitu-



tions successives,

Rr

[
o
I
i

b ¢ ... . g

Rétablissons les termes en z en faisant abstraction des
autres ct considérons I'élément A,y 4+ appartenant a la
(p =+ 1) horizontale et a la (g —+1)¥™ verticale. En rem-
plagant Hpy par

zPHy— pzr-tHy+...pxrH, = H,u,
on améne dans A, si p -+ ¢ > v, un terme en z, recueilli dans

la diagonale principale, sur I'horizontale H .y, si p'+ g = .
Ce terme recueilli, soit B, a pour valeur

’

_ *+r1.2...p N
Tv(v—1...(v—p +1)"

ou

*1.2...(v—gq)
v(v—1)...(g+1)

et, amené dans A, il devient

C= p(p—1)...p—v+qg—+1)
I.2...(v—q)

xP+9-v < B
ou

(2) C:ip(p—l)...(p—v—i—q—s—))_zwﬂkv
v(v—r1)...(g+1) - )

En faisant p =v, v—1,v—2, ... et donnant a ¢ les va-
leurs o, 1, 2, ..., v, que g peut prendre, on aura dans Hy,, :

(=[5, 52,322, ..., 32"];

dans Hy :
I
—i1)V-[o,5, 222, ...,vz2V"1];
v ) k) ’
dans Hy_, :
1y =2 o 0,2, ..., 2 =0 vl
vo—n | Ty 7 ’

et ainsi de suite.
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/

Si maintenant nous remplacons V .y par
IV, —qri-t1Vy+...cqaxV, £V,
le total des termes amenés dans Hyyy sera
(—1)sx7(1—1)=o0 (si g # o).
Dans Hy, ce total serait

(— 1) 2zt (1—1)1-t =0 (sig =1).
Y

Il en sera de méme dans toutes les horizontales.

in résumé, les s amenés par les substitutions des lignes
sont détruits par les substitutions des colonues, sauf dans la
diagonale principale ot ils changent de signes avec v impair.
ce qui importe peu, puisque alors f(35) = f(— 3).

On aura donc finalement

g+ 3 . /
;,*—i k
v
{B) Slz)= . = o.
b ¢
a b .. g5

L’équation (B) jouit des propriétés suivantes :

1° Elle reste la méme quand on y change les signes des
coefficients b, d, f, ...: quand on y permute les coeffi-
cients @, b, ¢, ..., h, k, I équidistants des extrémes et
quand on y remplace a, b, ¢, ..., I par a, o,_{(m).
Pu—a(Mm), ..., 91(m), o(m), quel que soit m, ou clle con-
vient aux équations

1 \

o(xr) =o, o(—x)=o, f<;) = o, w(m—x)=o.

2° Avec v impair, elle ne contient que les puissances paires
de z, puisque f(3) = f(— z), ou elle est de la forme

Y+ pAav-l4 gAzV=3+...+sR =o,

PG, ..., s étant numériques.
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3¢ Si v est pair, elle ne contient pas le second terme, car,

si on développe f(z), aprés avoir multiplié les lignes par
v(v—1 .
1, v, —(~—-—), .«+, le coefficient de zY sera

V(v —1)
ig(l——v A —_ ~...$v:‘:l) =Fg(t—1)V=o0

\ 2
ou elle est de la forme
Sl phsvl gy =2 §'RL

4° La fonction A <’obticnt facilement en remplacant dans
¢(x) les puissances croissantes de x pav a, b, ¢, ..., 4, l
comme on peut ~'en assurer en développant.

5° On a

A= I nw = w, A=, ceey R’ = R.

6° SiPequation (\) a v -1 1acines egales annulant 2. oy,
9y, .... &y, on ama le- conditions de multiplicité

n = o, w =0, A —=o. ceey R=o.

avec v pair,

Quant aux relations qui lient les racines de (B) a celles
de (A), on les trouvera en <aidanm de celles qui, dans cha-
cune d'elles, lient <es racines a ses coefficients.

Applications. — 1. n =2 ou
o(x) =axr® —20r—c=o.

= 02— ac.

1. n =4 ou

Plr)=ax*— jhxrd+ Gca2— jdr — ¢ =o.

Si
¢ d e
A= 3c2— 4bd - ae, w=I|b6 ¢ dI,
a b ¢
on a

33— 3A5—2w =o.
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Avec une racine double annulant o et gy, on a

’

e3=N,

-6

t= o

et, par suite,

MM—wi=o0 (résultante de Cayley).
D’ailleurs & = o, w = o avec une racine triple.
HI. n =6 ou

o(r)=ax®—6bxrs+15cr*—rodx?

+1hexr?—6fr + g =o.

Si ’
d e [ g
R 5 c d e f
10k =10d2—15ce +6bf — ag, A=
b ¢ d e
a b ¢ d

on a
s*—10A32+9A =o.

Avec une racine triple annulant o, ¢, @,. on a

92 =X, o) =A' et, par suite, M2 =A.

T

D’ailleurs,

avec une racine quadruple.

1932.

(1902, p 336 )

Etant donné un quadrilatére convexe ABCD, on con-
sidére des plans reliés aux tiges AB, BG, CD, DA. On
demande de trouver, respectivement dans ces plans, quatre
points m, n, p. q tels que la droite mp soit égale ¢t per-
pendiculaire & la droite nq pour toutes les déformations
du quadrilatére. Démontrer que les milieur des droites
mp, ng et des diagonales du quadrilatére sont les sommets

d’un carré. (J. REVEILLE.)
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SOLUTION
Par M. Canon.

Extérieurement au losange ABCD de centre O ( fig. 1) pre-

c

nons sur les bissectrices des angles formés par les diagonales
\C, BD les points m, n, p, ¢ a égales distances de O. Les
droites mp, ng sont alors égales et a angle droit. Le losange
étant supposé articulé, si on le déforme, les droites mp, ng
passeront toujours par le point O. Si la droite m O doit tou-
jours ¢tre la bissectrice de 'angle BOA, il faut que le point m
soit le sommet de T'angle droit du triangle rectangle iso-
scéle AmB; car les points A, m, B, O sont toujours sur un
cercle puisque alors les angles Am B, BOA sont droits et par
suite angle mOA est égal 8 mBA, cest-a-dire a {5°.
Alnsi :

Si les triangles rectangles isoscéles AmB, BnC, C pD.
DqA sont liés incariablement aux cotés AB, BC, CD, DA,
les droites mp, nq sont égales et @ angle droit quelle que
soit la déformation du losange articulé ABCD.

Nous allons voir que cette propriété est vraie pour un qua-
drilatére Convexe quelconque.

Prenons ( fig. 2) le quadrilatéere ABCD et les triangles rec-
tangles isoscéles AmB, BnC, CpD, DgA. Appelons m/, »/,
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Py ¢, 1, J les milieux des cotés et des diagonales du quadrila-
tére. Menons les droites Im/, In', mm/', nn'. Le segment mm’
est égal & m’B et alors aussi &4 In'; de plus mm' est per-
pendiculaire & In'. De méme nn' est égal et perpendiculaire
a I'm’. Et comme les angles nn'l, Im'm sont égaux, nous
voyons que les triangles nr'I, Im'm sont égaux et ont
leurs cOtés respectivement perpendiculaires; par suite les seg-
ments I m, In sont égaux et a angle droit. Il en est de méme
delp,Iq. Les angles nlq, mIp étant égaux.les triangle< nlgqg,

Fig. 2.

mIp sont égaux et ont leurs cotés respectivement perpendicu-
laires, donc les segments mp, nq sont bien égaux et & angle
droit, quel que soit le quadrilatére convexe ABCD.

On peut dire que le point I est le centre de rotation autour
duquel on peut faire tourner le segment mp pour I'amener en
coincidence avec ng. Le milieu K de ce segment mp vient
coincider avec le milieu L de ng, les segments ¢K, (L sont
donc égaux et a angle droit.

On peut dire de méme, en appelant J le milieu de BD, que
les segments JL, JK sont égaux et a angle droit.

Les points I, K, J, L sont alors sur un cercle. Mais le point I,
étant a égales distances des droites mp, nq, est sur la bissec-
trice HI de 'angle pHr. De méme le point J est sur la bis-
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sectrice de I'angle droit pHg. L’angle JHI est alors droit etle
cercle JLIK passe par le point H.

Le segment IJ est un diamétre de ce cercle et 'angle JLI
est droit. donc le quadrilatére TKJL est un carré.

Itemuarques. - I. Cette derniére propriété estindépendante
du quadrilatére. Lorsque lon a deux segments égaux a
angle droit. les centres de rotation qui permettent
d’amener Uun des segsments en coincidence avec l'autre
et les milieur des deuxr segments sont les sommets d’un
carré.

I, Dans le courant de la démonstration precédente se
trouve ¢tabli ce théoréme :

Ona untriangle quelconque ABU( fig.») et les triangles
rectangles isoscéles AmB, BnG; les droites qui vont du
milieu 1 de AC auxr sommets m et n sont égales et a angle
droit.

111, En sappuyant sur cette propri¢té, on voit tout de
suite que. si ABCD est un parallélogramme, le quadri-
latére mnpg est un carré.

IV. Réunissons en A les sommets A et B du quadrilatére.
On n’a plus alors que le triangle ADC. Soit r le sommet de
Pangle droit du triangle rectangle isoscéle extérieur 8 ADC et
dont I'hypoténuce est AC : le seement Ap est égal et per-
pendiculaire a gr.

V. On a une droite telle que Ap pour les sommets B, C.
Ces droites coincidant avec les hauteurs du triangle pgr pas-
sent par un méme point, on retrouve ainsi que : les droites
partant de \. C, D et aboutissant respecticement aux som-
mets p, . r passent par un méme point.

NotE. — L'élégante réponse de M. Canon ne fait connaitre
qu'une solution particuliére de la question 1932. Le probléme
est assez [acilement abordable par I'emploi des imaginaires (1)

(1) Pour I'application des imaginaires & la théorie des systémes
articulés, on consultera utilement un Mémoire de M. Darboux ( Bul-
letin des Sciences mathematiques. 18759, p. 151).
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(méthode des équipollences). On parvient ainsi aux résul-
tats suivants, que je laisse au lecteur le soin d’établir :

PREMIERE nypoTHESE. — Le quadrilatére ABCD n’est pas
un parallélogramme.

Construisons un carré aBvé, de centre w, et un triangle lwh,
isoscéle et rectangle en w, tel que le sens dans lequel il faut
parcourir le périmétre du carré pour rencontrer les sommets
dans l'ordre =, B, v, ¢ soit le sens de la rotation d'un angle
droit qui ameéne wl sur wK

le triangle AmB directement semblable au triangle 12K,

» BnC » 13K,
» CpD » IvyK,
» DgA » 18K.

Le segment mp est égal et perpendiculaire au seg-
ment nq, el cette propriété subsiste quand le quadrila-
tére ABCD se déforme, les cités AB, BG, CD, DA entrai-
nant respectivement les points m, n, p, q.

Cette construction fait connaitre la solution, aussi générale
que possible, de la question 1932.

On obtient la solution de M. ('anon en supposant que le
carré afyd se réduit au point w.

Il est a noter que la propriété énoncée a la fin de la ques-
tion 1932 : les milieux des droites mp, nq et des diagonules
du quadrilatére sont les sommets d’un carré, ne se vérific
pas en général.

Sgconp: HYPOTHESE. — Le quadrilatére ABCD est un pa-
rallélogramme.

Il suffit alors que le quadrilatére a3ys soit un parallélo-
gramme, et non plus nécessairement un carré. Sa construc-
tion se poursuit exactement comme dans la premiére hypo-
thése. R. B.

2001.
(190%, p. 128.)
L’hyperboloide déterminé par l’axe d’une quadrique
de révolution et par deux droites conjuguées par rapport
a cette quadrique est équilatére. (R. Bricarp.)
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SOLUTION
Par M. PARROD.

Soient
A(wt—yp2)—C32—1=0

I'équation de la quadrique donnée,

£ —a y—b s5—c
P - 2 ==
I f
r—a oy —=0 I—<
7 = U - 7
% e !

celles des droites conjuguées, on a

(1) Alad" - bb") — Lec' =1,
(2) Alar' — pE) — Cyy' = o,
(3) \(aa' --0F)y-~Cey = o, g
(4) A(a's+— b))+ Cc'y=o;

A ¢tant la cote d'un point P de I'axe des 3z, les équations
de la paralléle mence, par Porigine. a la droite menée par P
et rencontrant les deux droites sont
by —cl) - ycu—ay) —s(al—Dba)
-hbxr —ay) =o.
£y — Yy —ay ) s =0

~hbar—a'y)=o.

Aprés avoir ¢liminé . il faut vérifier que la somme des coef-
ficients des carrés de oy et 5 est nulle ou

caa by — ) —dlad + 0 ) —c(d'a+0'B)=o.

Nous poutrons prendre ¥y =+'=1, en tenant compte des
relations (3) ct (4). la condition est vérifiée.

Si v ou y =o. la droite correspondante est paralléle au
plan 20y, lautre rencontre I'axe de révolution; 'hyperbo-
loide se réduit & deux plans perpendiculaires.
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AUTRE SOLUTION
Par M. R. B.

Soient (Q) la quadrique de révolution, X son axe, D et A
les deux droites. Appelons G et T les deux droites qui ren-
contrent X, D, A et la droite de l'infini du plan équatorial
de (Q). La conjuguée de G doit rencontrer les conjuguées
de ces quatre droites, c’est-a-dire les quatre droites elles-
mémes, prises dans un autre ordre : cette conjuguée est
donc T. On voit ainsi que les droites G et I, qui reu-
contrent X a angle droit, sont aussi recltangulaires entre
elles.

De la résulte que I'hyperboloide (H) défini dans Iénoncé
renferme trois droites rectangulaires deux a deux : cela
établit la proposition énoncée.

Remarque. — Soit ABA'B’ un quadrilatére gauche tracé
sur (Q), AB, A'B’ étant deux génératrices d'un systéme,
BA’, B'A deux génératrices de l'autre systéme. L’une des
bissectrices de l'angle B’A B rencontre X; lautre, a, est
parall¢le au plan équatorial (II) de (Q). Soient f, o', &' les
trois bisscctrices analogues des autres angles du quadrila-
tere ABB'A'.

Les quatre droites x, &, &', & sont sur un parabo-
loide (V), dont (11) est un plan directeur. En effet, elles
sont toutes paralléles & (11) et elles rencontrent toutes les
deux diagonales AA’, BB’ du quadrilatére. Je supposerai,
pour simplifier le langage. que (IT) est un plan horizontal.

Les plans tangents menés a (P) par X sont rectangu-
laires. En effct, ils sont déterminés par X et par les deux
génératrices horizontales de P qui rencontrent cette droite :
il est visible que ces deux génératrices ne sont autres que les
droites G et T dont il a été question plus haut; elles sont
donc rectangulaires, ce qui établit bien la proposition.

Considérons alors le contour apparent du paraboloide (P),
projeté horizontalement sur (II). Ge contour apparent est
une parabole qui touche les projections des quatre droites 2.
G, «', &, et dont la directrice passe par le pied de I'axe X
sur (I1). On obtient ainsi le théoréme qui a fait l’objet de
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la question 2002, et dont M. Retali a donné une élégante
démonstration directe (méme Tome, p. 93).

Autres solutions par MM. G. PaixviN et Troiv.



