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[P1le]

SUR LES ELEMENTS DOUBLES DE DEUX FIGURES SEMBLABLES
DANS L'ESPACE;

Par M. G. FONTENE.

1. Soient OX, OY deux axes rectangulaires; consi-
dérons la droite isotrope Y = X1, et faisons-la tourner
de P'angle 6 : elle ne cesse pas de coincider avee elle-
‘méme, mais un point M de cette droite vient occuper
unc autre position M que nous déterminerons comme
il suit. Soient OX'; OY' deux axes rectangulaires
obtenus en faisant tourner les premiers de I'angle 03

(') On a du reste
i!
a,,=2 ;TJ’ “yPyv..
Les facteurs y«yB... étant au nombre de j, et a + B +...=1;
cette formule se déduit de la formule symbolique

da»

T (oW, = (0w )

en posant y = ¢ =w =...= ¥.
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les coordonnées du peint M dans le systéme primitif
élant X, Y, les coordonnées de ce point dans le systéme
transformé sont

X'=  Xeost+)sin6 = \(cos + sin0),
Y =— \sinh + Ycos® = Y(cosh 4 ¢sinh);

comme X et Y sont aussi les coordonnées du point M/
dans le nouveau systéme, on arrive 4 ce résultat : les
coordonnées du point M sont égales a celles du
point M multiplices par le facteur cosf—+ isinf.

2. Soient, dans 'espace, 1 et I deux figures égales
formées de droites issues d’un point O. Ce systéme a
trois droites doubles; 'une est ’axe OK de la rotation
qui fait coincider les deux tigures, et nous appellerons §
Pangle de eette rotation; les deux auntres sont les
isotropes Ol, OJ du plan 1I perpendiculaire 4 OK au
point O, ¢t Pon se rappellera que. si Ol est une droite
double en tant que dioite indéfinie, un point M de Ol
n’'est pas un point double.

Etant donnés deux tiédres trirectangles de méme
orientation O, Oy, 0z et O2', 0y, Oz', qui sont
homologues pour I et 17 proposons-nous de déter-
miner les trois droites doubles. Si M est un point de la
droite double OK, ce point (qui est un point double) a
les mémes coordonnées par rapport aux deux triédres,
et ona, avee S =1,

,

ou ar +by +c3s =Sax.

'

Aoon dx —b0'y +~c'3=8y,

E]

[

(1)

3]

( "ou ar-—-0"y+c"3=Sxs.

Si M est un point de la dioite double OI, considéré
comme point de la figme I, M/ étant le point corres-
pondant de la figure F'| point distinct de M, situé tou-
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tefois sur OM, les coordonnées du point M par rapport
au second triédre sont proportionuelles aux coordon-
nées du point M’ par rapport a ce second triédre, c’est-
a-dire aux coordonnées du point M par rapport au pre-
mier triédre, de sorte que les coordonnées du point M
sont proportionnelles dans les deux systémes de réfé-
rence; on a donc encore les relations (1), la valeur
de S étant cosb + isinf. Il suit de la que équation

en S
a—S b c

a pour racines 1 et cosf == sinf.
Pour vérifier que 1 est racine, on peut écrire,
avec S =1,

a—1 b c a b ¢
A= a' b —1 I i=|a U ¢ |,
a// br/ C”—l ] a” [)" "
et la multiplication donne
i—a —b —c
A=| —a 1—b' —¢ =—A=o,
_all —_ bl/ ] —_— CII

le déterminant étant d’ordre impair. L'équation dé-

veloppée devient
S3—(a+b'4+c")S2+(a+b+c")S—1=0,

le coefficient de S résultant, si ’on veut, de I'existence

de la racine 1; la suppression de cette racine donne

I'équation
S2—(a+b'+c"—1)S+i1=o,

dont les racines doivent étre cosf =isinf. On doit
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donc avoir
a—+ &'+ c"—1=2cos9,

et I'on peut vérifier cette égalité par les formules
d’Olinde Rodrigues.

Pour vérifier que les deux droites doubles fournies
par les deux derniéres valeurs de S sont des isotropes,
il suffit d’ajouter les équations (1) aprés les avoir éle-
vées au carré; on oblient

(10— 82) (x*+ y?+ 32) =o.

[Jai écarté le cas singulier § ==. Si M est alors un
point du plan II, il est aisé de voir que les coordonnées
de ce point relativement aux deux triédres ont méme
valeur absolue et des signes contraires : les coordon-
nées de M rapporté au premier triédre sont, en effet,
les coordonnées de M' rapporté au second triedre, ou
les coordonnées changées de signes de M rapporté au
second tricdre, puisque M et M’ sont symétrigues par
rapport a O. Daus cc cas,on alaracine double S = —1,
ct loutes les droites menées par le point O dans le
plan IT sont des droites doubles. ]

II.

3. Soient, dans l'espace, deux figures F ey F dont
I'une est semblable &4 'autre ou a la symétrique de
Pautre. 1l existe un point double O; une certaine
droite réclle OK passant en O est une droite double en
tant que droite indélinie; le plan IT perpendiculaire
en O a OK est un plandouble en tant que planindéfini.
La transformation par laquelle on passe de F a I’ est
une homographie dont le tétraedre double a pour som-
mets les points O, K, I, J, en appelant K le point &
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Iinfini sur OK, en appelant I'et J les points cycliques
du plan 11

Une homographie dépend de 15 paramétres; une
similitude dépendant de 7 paramétres sculement, il
faut 8 conditions pour qu’une homographie soit ure
similitude; les conditions relatives a la nature du
tétraédre double sont au nombre de 7 seulement. On
a 8 conlitions en disant que le cercle de I'infini doit
ére une conique double.

4. Soit k le rapport d’homothétie des deux figures
rendues homothétiques. Si M et M’ sont deux points
correspondants des deux figures, la trace Op du
plan OMM’ sur le plan II est bissectrice extérieure on
intéricure pour le triangle OMM' selon que & est
positif ou négatif; done, en appelant w le point oa la

droite MM’ perce le plan II, on a

wM
uM'

= k.

Si la transformation est définie par deux tiiangles
semblables ABC, A'B'C/, ct par le signe de &, dont’la
valeur absoluc est %, cette relation permet de con-
struire le plan double 11 en construisant sur les
droites AA', BB, CC' les trois points a, 3, v d’apres
les relations

S, om

= =k,
B

A’

1]

T

En appelant oy, 34, v, les conjugués des pointsa, 3,y
par rapport aux segments AA', BB, CC/, le point
double O est 'un des deux points communs aux trois
sphéres qui ont pour diameétres oy, B2, yYi,  savoir
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celui qui est dans le plan 1. 8i Pon projette ay, B4y v,
sur ce plan en ay, by, c,. les trois circonférences de ce
plan qui ont pour diamétres aa,, 364, yc, ont un point
commun qui est le point O. Ayant O, on a la droite
dbuble OK.

Si I'une des figures I et I est égale a la symétrique
de lautre, les deux uiangles sont égaux, et I'on
a k=—1. Les points a, 2, v sont alors les milicux
des segments AA’) BB, CC'. Les plans perpendicu-
laires aux droites AA', BB/, CC' en a, 8, y se coupent,
dans le plan oy, en un point O tel que 'un des
tétracdres OABC, OA'B'C! est égal au symétrique
de Uautre.

Si les deux figures sont dégales, les deux triangles
sont ¢gaux, et 'on a A =—+1. Le plan N disparait &
Uinfini, et il en est de méme du point O. La droite
double continue d’exister.

5. Sil’on définit un pointm dela droite variable MM’
par la relation
mM

pr— =SX/€,
. mM’

S étant une constante, le calcul montre qu’il y a un
) quily

lieu du point m, et que ce lieu est un plan, si S a I'une

des valeurs 1, cosf == sin8; les trois plans ainsi obtenus

sont les plans doubles O1J, OKI, OKJ.

111,

6. Dans ’espace, les figures que donne la symétrie
par rapport & un plan sont fournies au point de la
grandeur par la symétrie par rapport a un point; le
fait analogue n’a pas licu en géométric plane, sil'on
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s'interdit de sortir du plan. Il faut alors étudier sépa-
rément la similitude (homographie dont les points
doubles sont les points cycliques), et la transformation
par laquelle on passe d'une figure a une figure inverse-
ment semblable (homographie dans laquelle chacun
des points cycliques se transforme en 1'autre).

Il existe dans chaque cas un point double O, et la
recherche des droites doubles conduit aux équations

cosf — S sinf)

=0, =0

cosh — S sinf l

—sin  cosh — S sinf —cosfh — S

ou
S2—9Scosh4+1=o0, S2—1=o0;

dans le premier cas, on a comme droites doubles les
isotropes du point O; dans le second cas, on a deux
droites doubles rectangulaires, avec des faits analogues
a ceux du n° 4.

7. Si Pon veut rattacher ce qui se passe a propos du
plan aux faits relatifs & Pespace, il faut supposer que
les deux wiedres Oa, Oy, Oz et Oa’, ..., considérés
plus haut, ont leurs axes Oz et Oz cowndidents ou
opposés. Dans le premier cas, I'équation du troisiéme
degré en S devient

cosh —S  —sinf )
sinb cosf — S o =0,
o o 1—S

cete. Dans le second cas, cette équation devient

cos® —§ sinf o
sin b —costh —S o =0

0 o —1—3S
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ou
(S—1)(S+1)=o0;

la racine double — 1 s’explique par le fait que 'on est
ici dans le cas singulier signalé a la fin du n* 2.



