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SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSEES.

1953.

(1803, p. 46.)

Soient, pour un point M d’une courbe (M) quelconque,
m et p les centres des deux premiéres courbures. MT étant
la tangente en M a cette courbe, A une direction fize
quelconque, on porte des longueurs égales au rayan de
courbure mM en mM, et MM, sur les paralléles a A menées
par m et M, en MM; sur la tangente MT.

Les tangentes en My, My, M3 aux courbes décrites res-
pectivement par ces trois points résultent des théorémes
suivants :

I. La tangente en My passe par M.

II. La tangente en M, passe par le point de rencontre
de lu tangente MT et de la perpendiculaire abaissée de m
sur Mp.

HI. La tangente en M; est symétrique de Mypu par rap-
port a la tangente MM;. (M. p’OcAGNE.)

SOLUTION
Par L’AUTEUR.

I. Appelons Ty le point inconnu ou la tangente en My a la
courbe que décrit ce point rencontre mM.

Puisque la direction de mM, est fixe, si d{m) est la diffé-
rentielle de 'arc décrit par le point m, on a

_d.li - mM,
d(m)  mT,

Mais, par hypothése,
d.mMy=d.mM,
ct, d’aprés un théoréme bien connu,

d.mM=d(m).
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Donc
MMI = mTl,

ou, en tenant compte de I’hypothése mM; = mM,
mM = mT,,

ce qui montre que le point T, coincide avec le point M.
On peut donc dire que le point My poursuit le point M.

II. De méme, si la tangente en M, coupe la tangente en M
au point T, on a, puisque MM; est de direction fixe,

d.MM, MM,
d(M) — MT’
ou, en vertu de I'hypothése MMy = Mm,
dMm Mm
d(M) — MT

Mais, si d8 est angle de contingence en M, on a

d.Mm=mp.dd,
d{M) =Mm.d8.



Donc
dMm mp
dM)  Mm
et
my. Mm
Mm MT

Cela montre que les triangles rectangles mMp et TMum
<ont semblables et, puisque leurs cdtés de I'angle droit sont

deux a deux perpendiculaires, il en est de méme de leurs
hypoténuses Mu et mT.

IJ. Sila normale en M; a la courbe (M;) coupe en N; la

normale en M a la courbe (M) dont l'angle de contingence
est db, on a

d.MM; = mN;.do.
Mais

d.Mm=mu.db.
Donc

mN; = mu.

Or 'égalité de MM; et de Mm entraine 1'égalité des angles
que My m fait avec MM; et Mm, donc avec mu et mN;. Il en

résulte que les triangles Mym N; et Mym i sont égaux, et, par
suite, que

N P
MgNam = Ms}lm.
Or
N N
M3N3m = MM T,
TN
Mspm = MM,

(cotés perpendiculaires),

(alternes internes).

Donc
/\ /\
MM;T; = MM; . C. Q. F. D.
1962.
(1903, p. 95.)
Soient

Az?+ By?1+ Cz?*+2Fyzs +aGszsz +2Hay =1,

ax? +byt+c*+ofys +agsx+ahry =1

les équations de deux quadriques rapportées a un systéme
quelconque d’axes rectangulaires passant par leur centre
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commun; on demande de démontrer les propositions sui-
vantes :

1° Les conditions qui expriment que ces deuxr qua-
driques ont les mémes axes de figure sont
‘ U=(Hg)+(Bf)+ (Fec)=o,
(1) IV =(Ga)+(Fh)+(Cg)=o,
W=(Ah)+ (Hb)+(Gf)=o,
o l’on a posé

Hg—Gh=(Hg), Bf—Fb=(Bf)

2° La condition qui exprime que le plan ayant pour
équation
lx+-my+nz=o

coupe les deux quadriques données suivant deux coniques
ayant les mémes axes de figure est

(P+m2+n2)(IU +~mV + nW)
l m n
— | IA+-mH+nG IH4+mB+nF (G+mF+nC|=o.
la+~mh+ng lh+mb+nf Ilg—+ mf+nc

S¢ les azes sont obliques et font entre eux des angles i,
et v, les conditions (1) prennent la forme

(Hg)sin2A + (Bf)sin2p + (Fe)sin?v
-+ (Be)(cospcosy — cosh)
+ [(Fg)+ (He)] (cosv cosk — cos p)
+ [(Hf)+ (Bg)] (cosA cosp— cosv) =o,
(Ga)sin2A + (Fh)sin2p + (Cg) sin?v
+[(Fg)+(Ch)](cospcosv — cos))
-+ (Ca) (cosvcosh —cosp)
+[(Gh) +~(Fa)](cosk cosp — cosv) = o,
(Ah)sin?A + (Hb) sin2p + (G f) sin2y
“+ [(Hf)+ (Gb)](cospcosvy —cos )
+[(Gh)+ (AS) (cosv cosh — cosp)
+(Ab) (cosA cospu— cosv) = o.
(GENTY.)
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SOLUTION
Par M. LETIERCE.

1. Etant données deux quadriques de méme centre, on sait
qu'il existe un triédre de diamétres conjugués, commun a ces
deux quadriques.

Soit (&, B, y) un point d’un de ces diamétres, les plans dia-
métraux conjugués de cette direction par rapport aux deux
quadriques sont confondus; ces plans sont

zfy+yfa+sfy=o,
T+ ¥ op+ 29y = o,

f=o0 et 9 =o0 étant les équations des quadriques. On doit
avoir

S _ T8 _ Sy

T [
Pu s ¥y
Le tri¢dre conjugué commun est donc défini par les trois
droites communes aux trois cdnes

L_S L B B_E,
P ; /

oy 9k %% oy %

equations qui s’écrivent, en les développant,

(AR)o*+ (Hb)y?+ (Cf)z2+[(Gb) + (Hf)] y=
+ [(Gh)+ (Af)]sz + (Ab)zy = o,
(Ga)z2+ (Fh) y*+- (Cg)z>+ [(Fg)+ (Ch)] yz
+(Ca)zx + [(Gh)+ (Fa)jzy = o,
(Hg)z*+ (Bf) y?+ (Fc) s+ (Be)ya
+[(Fg)—~ (He)lsz +[(Bg) + (Hf)]ay =o.

Pour que les quadriques aient mémes axes de figure, il faut
et il suffit que ces trois cones soient capables d’un tri¢dre
trirectangle.

En coordonnées rectangulaires, les conditions sont que les
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sommes des coefficients de 2, y?, z? soient nulles; donc

U =(Hg)+(Bf) +(Fc) =o.
V =(Ga)+(Fh)+ (Cg) = o,
W= (Ah) + (Hb)+ (Gf)=o.

et, en coordonnées obliques, elles sont exprimées par les con-
ditions de I'énoncé.

I. Soit (I, m'. n') une direction du plan
lx+my—+nz=o, W+ mm'+ nn' = o.

Les plans diamétraux conjugués de (', m’, n') par rappott
aux deux surfaces sont

(1) Ufe+m'f,+n'fl=o,
(2) U+ m' o+ n'gl = o.

Quand (', m’, n) varic en restant dans le plan
lr +my +nz=o,

lintersection de (1) et de (2) décrit le cone

l m n
03) fi fy fil=o.
9y 9=

D’aprés la définition méme de ce cone, le plan
lr +my+nz=o

le coupe suivant deux droites qui forment le systéme de dia-
métres coujugués commun aux deux coniques dmtersecuon
du plan et deux surfaces.

Pour que ces deux coniques aient mémes axes, il faut et il
suffit que le plan coupe le cone (3) suivant deux droites rec-
tangulaires.

Or on sait que pour que

Ux + vy + w3z =0
coupe le cone

F(z,y,2)=Az?+ Ayt+ A"z2+...=0
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suivant deux droites rectangulaires, il faut que
(A+A+A")Y (ut+ o2+ w?) — F(u, v, w)=o.

Appliquant cette formule au cas présent, on obtientla con-
dition
o= (2+m2+n2) (IU+mV +nW)

) m n
—|lA+mH+nG H+mB+nF IG+mF+nC|,
la +~mh+ng lh+mb-+nf lg+mf+nc

car les coefficients de z2, ¥2, 32 sont respectivement
I(Hg)+m(Ga)—n(Ah),
U(Bf) +m(Fh) +n(Hb),
I(Fe) +m(Cg) + n(Gf). C. Q. F. D.



