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[H6Db]
GENERALISATION DU PROBLEME DE PFAFF;

Par M. Mauvrice FRECHET.

Notation de M. Méray. — Indiquons d’abord la
notation que nous allons employer et dont I'idée est due
a M. Méray.

Etant données n fonctions xy, .. , &, de r para-
meétres Wy, . ... W, NOUS poserons

D(‘T“ ..-’1‘,‘) dwldu)g...dwr

A&y, @y, oy @) = o0

en désignant par dw; la différenticlle de w; et par

D(zy, ..., 2,)
D(wy, ..., w,)
le déterminant fonctionnel de xy, ..., x, par rapport
AWy, e, W
On voit alors que la différentielle multiple

d(xy, ..., @)

D(x,, ...,z‘,),
D(wy, «..,wp)
méme lien que la différenticlle dy avee la dérivée y).

a, avee le déterminant fonctionne) le

On démontre facilement que, si yy, ..., ¥, sont
r fonctions de n quantités, x,, ..., x, dépendant
de wy, ..., 0, On a

D(yay ey 0r)

D(z,, ..., x,) d(zi...%i),

d(}’h . '7)'1') =
Igyooiyly

sin2r, et

sin<r.

d(¥1, -y ¥r)=o0



(1)
Position du probléme. — Ceci étani, nous voulons
résoudre le probléme suivant :

Trouver les relations entre les quantités p, . (ou
ity - . Ir farment une combinaison quelconque de r
des nombres v, ..., n)et x,, ..., x, qui entrainent

la relation

-
(1) Z Pivyoin @21y oo, x5) =0 avec n2r.
PR

On obtient le probléme communément appelé pro-
bléme de Pfaf pour r=1.

Le probléme ne se pose que si xy, ..., x, ne sont
pas indépendants, mais au contraire sont fonctions
de r parameétres w,, ..., w,. Montrons d’abord que
I'égalité (1) ne peut avoir lieu quel que soit le sys-
téeme de fonctions de w,, ..., w, qui représentent
Tyy .o, Zny que si tous les p sont nuls.

En cffet, I’équation (1) est équivalente a la suivante

Nl D(r,, ..., 7,) 01‘,‘( -
Pivoi Do —ao | ot =0
- ) ) _ (wgy .o ., W) ) |
iy Igy . uuyip
Or on peut, en laissant aux crochets des valeurs
., Oz . .
fixes, donner aux quantités v des valeurs arbitraires
1

puisque les & sont, par hypothése, des fonctions abso-
lument arbitraires des w. Il faut done que les crochets
soicnt nuls, c’est-a-dire que I'on ait

Piyy.oyiy @(Ziyy .y Zi) =0 (L=1,..., 1),

1y eenslp

en considérant &y, ..., Xy 1y Ti4qy +«oy Ty COMME
des fonctions arbitraires de w,, ..., w,. Nous sommes
ramenés au méme probléme ou l'on a remplacé n, r



(r12)
par n —1, r —1. En opérant successivement de la
méme maniére, nous arriverons a |’égalité

qui doit avoir licu quelles que soient les fonctions de w,

Par

qui représentent les x autres que x;, ..., x;

Ire-qg®

suite les p sont nécessairement nuls.

Solution du probleme de Pfaff généralisé. — Ainsi
I’équation (1) n’admet que la solution banale

p=o

lorsque les x sont fonctions arbitraires de wy, ..., v,
c’est-a-dire fonctions arbitraires de r d’entre elles.

Ce cas est cclai ou loutes les n — r relations indé-
pendantes qui doivent exister entre les & pour que le
probléme ait nn sens sont arbitraires. Voyons ce qui
arrive lorsqu’on se donne un nombre déterminé n — ¢
de ces relations; soicnt

(2) filxy, ...,xrp) =0, e Sfe(xy, ..., xp)=0

avec, nécessairement, ¢ <n — r.
Ces relations indépendantes sont résolubles par rap-
port a g des x; on peut donc les mettre sous la forme

3) ri=9(Xgsty -+, Zn)y, vy Zg=Qqg(Tgrty ...y Tn)-

Par suite, ’équation obtenue en remplagant x(, ..., x,
par leurs expressions (3) dans (1) est une équation de
méme forme ou n’entrent que les différentielles mul-
tiples de x4y, ..., Xn, r 2 r. Et cette équation devant
avoir lieu quelles que soient les n — ¢ —r relations
arbitraires qui doivent exister entre Xoyy, ..., Zn, les



(

)
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coefticients des différentielles multiples qui y figurent
doivent étre nuls d’aprés ce qui précéde. On a donc
des équations qui déterminent d’une fagon unique
les pj,. ... ;. dans lesquels les j sont supérieurs a ¢

D(?ilf -"’(?i,y*z'j/xvn'a'z‘f}\- )
Piveeeorir™ Xy Pivs i, : =
FOREESY i FERERPLIIY J P REET) .- .
’ o kr—s D(xj, ..., 7,)

ol Iy, ..., I; sont inférieurs & g et ou jy, ...y Ji._,
sont r— s des nombres j,, ..., j,.

Les équations (3) et (4) forment donc la solution la
plus générale de I’équation de Pfaff généralisée (1).

On voil que cette solution dépend de ¢ fonctions ar-
bitraires, ¢ pouvant prendre les valeurs 1, ..., n—r.
Et elle détermine ¢ + C;_, des quantités x, p en fonc-
tions des n — g + G, — Cz_q autres.

On pourrait obtenir la solution générale en partant
des équations non résolues (2) et en appliquant la mé-
thode des multiplicateurs a I’équation (1) et aux équa-

tions
dfj((l}kl, xka’ MRS ) xkr—a) =0,

qui son! conséquences de (2).

Remarque. — Dans le méme ordre d’idées, on pour-
rail étre amené a généraliser la théorie des transfor-
mations de contact en cherchant 3 déterminer des fonc-
tions Xy, ..., X, Py ... ry ..., P i,y ...des variables
iy eeayLny Pryoyre oo oy Piy iy - -+ qui salisfassent a
Pégalité

Epiu s dr d(XH! ctt Xir) :Zpihnuir d(‘z.iﬂ ctt .Ti,).

On aura une solution évidente (qui correspond aux
transformations prolongées de lie) en prenant pour
Xyy..., X, des fonctions de zy, . .., &, qui définissent
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=0,
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une transformation réversible quelconque. Car alors
les P seront des fonctions bien déterminées des x et
des p, linéaires et homogénes par rapport aux p :

. Jp— . . D(‘Th’x]r)
P“,..‘,:,-—-ZP/,,.”./, D(X,-“ ., Xi’,).

Mais il semble que l'on doive chercher dans une
autre voie une véritable généralisation de la théorie
compléte de Lie (en faisant intervenir des considéra-
tions de calcul fonctionnel).



