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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[A4d«]
APERCU SUR LA THEORIE DE L'EQUATION
DU CINQUIEME DEGRE:

PAr M. G. VIVANTI.

Archiv der Mathematik und Physik, 3¢ série, Tome VIII, p. 53.

Traduit de ’allemand, avec I'autlorisation de ’auteur,
par M. A. BOULANGER.

1. Introduction. — Un des traits distinctifs de la
Mathématique moderne est la connexion, la pénétration
de ses diverses branches, et 'on peut citer comme
exemple remarquable de ce fait la théorie de 'équation
du cinquiéme degré, telle qu’elle se présente dans 'Ou-
vrage classique de F. Klein (*). .

Dés que les recherches de Ruffini et d’Abel eurent
démontré I'impossibilité d’exprimer les racines d’'une

(1) Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Theorie der Glei-
chungen von fiinften Grade. Leipzig, Teubner, 1884. Voir aussi
les Lezioni sulla teoria della risoluzione delle equaszioni di
5° grado, de M. Vivanti (Messine, 19o2, lithogr.).
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équation générale du cinquiéme degré sous forme de
fonctions algébriques explicites des coefficients, le désir
naquit de représenter ces racines par des fonctions trans-
cendantes, aussi simples que possible, des coefficients.
La théorie des fonctions elliptiques, qui sc développait
a cette époque, en fournit le moyen : on trouva que les
racines d’une équation générale du cinquiéme degré
sont représentables par des fonctions modulaires ellip-
tiques. Mais, comme les fonctions clliptiques dépendent
d’un seul argument, tandis que I’équation générale du
cinquiéme degré renferme cing coefficients arbitraires,
il est évidemment nécessaire de transformer cette équa-
tion en une autre qui ne contienne plus qu’un coefli-
cient indéterminé, et 'on y parvient en deux étapes.
Tout d’abord, on transforme I'équation générale[éq. (A)]
en une équation principale [éq. (B)], débarrassée des
termes du quatriéme et du troisiéme degré : ceci s’ob-
tient simplement par une extraction de racine carrée.
Eu second lieu, on fait en sorte que les racines de cetie
équation (B), qui contient trois coeflicients indétermi-
nés, dépendent d’'une maniére connue de deux para-
metres et des racines d’une équation a un seul coefficient
arbitraire [éq. (C)]; ceci se réalise par des opérations
purement algébriques, et 'on peut, si I’équation (A)
ou 'équation (B) est donnée, déterminer algébrique-
.ment les valeurs correspondantes des deux paramétres
_ ¢t du coefficient de I'équation (C).

1l va de soi que I’équation (C) n’est pas résoluble
-algébriquement; c’est une équation du soixantiéme
degré qui, pour des motifs qu'on indiquera plus loin,
est dite équation icosaédrigue. Sa résolution se fera au
‘moyen des fonctions modulaires elliptiques.

Nous nous proposons de mettre en relief les points
principaux de la théorie de 1'équation du cinquiéme
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degré, telle qu’elle vient d’étre esquissée, en précisant
toutes les notions utilisées, mais sans entrer dans le
détail des calculs.

2. Notions sur les groupes d’opérations. — Etant
donnée une classe d’éléments, d’espéce quelconque, on
nomme opération tout mode de passage d’un élément
a un autre. Le produit de plusieurs opérations est lc
résultat de la succession des passages correspondants.
Si les opérations sont identiques, le produit s’appelle
une puissance. Le produit des deux opérations S et T
se désigne par ST, en observant bien que ST et TS ne
coincident pas nécessairement.

Soit un ensemble d’opérations tel que le produit de
deux opérations quelconques de 'ensemble appartienne
aussi & I’ensemble : on dit que cet ensemble forme un
groupe. Tout groupe fini, c’est-a-dire corhposé d’un
nombre fini d’opérations (nombre qu’on appelle 'ordre
du groupe), posséde les trois propriétés fondamentales
suivantes :

1° 11 contient P'opération identique, c'esi-a-dire
Popération par laquelle on passe d’un élément quel-
conque a cel élément méme (cette opération se désigne
par Sy ou par 1).

2° 1l contient I'opération inverse de chacune de ses
opérations, c’est-a-dire qu’a toute opération il en cor-
respond une autre qui, exécutée a la suite de la pre-
miére, détruit 'eflet de celle-ci, leur produit se rédui-
sant a 'opération identique.

3° Chacunede ses opérations est d'ordre fini, I'ordre
d’une opération S étant le plus petit entier n pour

lequel on ait .
S = §,.
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Si S est une opération d’ordre 7, les opérations

1, S, Sz, ..., S»-1

forment un groupe dit groupe cyclique.

Si I'on représente par T~! 'opération inverse de T,
Popération T~'ST se nomme la transformée de S
par T si, en particulier, TS = ST, auquel cas on dit
que S et T sont permutables, on a

T-1ST = S.

L’ensemble des transformées des opérations d’un
groupe par une méme opération forme aussi un groupe.
Un groupe G étant douné, si I’on transforme I’ensemble
des opérations d’un de ses sous-groupes 1 (c’est-a-dire
d’un groupe I contenu dans G) par une méme opéra-
tion de G, on obtient un autre sous-groupe I’ de G, qui
est dit équivalent a1 et qui peut, en particulier, coin-
cider avec 1. Si ce dernier cas se présente quand on
procede a la transformation par chacune des opérations
de G, on dit que I est un sous-groupe distingué ou
invariant de G. Lorsqu’un groupe ne contient aucun
sous-groupe distingué (a part lui-méme et le groupe
formé de la scule opération identique), on dit que ce
groupe est simple; dans le cas contraire, on dit qu’il est
composé.

Quand on peut associer i toute opération d’un
groupe G une opération d’un autre groupe G’ de telle
sorte que, S et §', T et T’ étant des opérations corres-
pondantes quelconques, ST et S'T' se correspondent,
on dit que G’ est isomorphe a G cet isomorphisme est
holoédrigue ou mériédrique selon que les éléments
de G/ correspondant a des éléments distincts de G sont
entiérement distincts ou non.

Dans le second cas, le systéme des éléments de G,
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auxquels correspond dans G’ l'opération identique,
forme un sous-groupe invariant de G, dont l'ordre est
le quotient des ordres des deux groupes. L’isomorphisme
mériédrique ne peut dés lors se présenter que si G est
composé.

3. Groupes finis de substitutions linéaires. — Les
notions qu'on vient de présenter et dont la portée est
considérable trouvent une application particuliérement
importante pour nous dans la théorie des substitutions
linéaires d’une variable complexe.

Une substitution linéaire est I'opération par laquelle
on passe d'une valeur arbitraire z 4 une autre valeur 2’
liée a z par 'équation
(1) 3= %__:—__—%,

ou a, 8, v, & sont des constantes réelles ou complexes
inégalité a8 — By 5% 0. La substitution (1)

’

satisfaisant al

~

. T, 0
a8 — By s’appelle le déterminant de la substitution.

se désigne quelquefois par le symbole (a, B)

L’opération inverse de la substitution linéaire (1), c’est-
t )
a-dire 'opération qui déduit z de z', est aussi une sub-
stitution linéaire; en effet

0z’ —p

T —y3+a

L’opération identique peut étre regardée comme une
substitution linéaire (1) on a=8=1, B=vy=o0. Le
produit de deux substitutions linéaires est une substi-
tution linéaire.

D’aprés ce qu'on a vu, il est clair que les substitu-
tions linéaires forment un groupe (infini) qui posséde
les propriétés 1° et 2°.
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Une substitution linéaire laisse inaltérées deux va-
leurs de z, distinctes ou confondues, qui- sont les
racines de I'équation du second degré

Yzt + (8 —a)z—B=o,

ct qui sont dites les péles de la substitution ().
Une substitution a deux pdles distincts p, g peut étre
mise sous la forme

(2) ETP _gE2TP,
' —g " z-gq

f étant une constante. Si le module de la constante §
est unité, la substitution est dite elliptique; si § est
véelle, elle est dite hyperboligue; dans tous les autres
cas, elle est dite loxodromique. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'une substitution (2) soit d’ordre
fini est que cetle substitution soit elliptique et que f
soit une racine de 'unité.

Une substitution a pole unique r est dite parabolique ;
elle peut étre misc sous la forme

7 étant une constante. Une substitution parabolique ne
saurait étre d’ordre fini.

Il suit de la qu’un groupe fini ne peut étre formé
que de substitutions elliptiques a constantes § racines
de I'unité.

Il peut arriver que plusieurs substitutions d’un groupe
fini aient un pole commun; elles ont alors aussi le se-
cond pole commun et forment un sous-groupe cyclique.
Le sous-groupe transformé de celui-ci par une substitu-

(') Exception faite de la substitution identique, pour laquelle
toute valeur de z peut étre regardée comme pole.
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tion T du groupe est aussi cyclique et admet pour pdles
les valeurs en lesquelles les poles précédents sont chan-
gés par la substitution T. Les péles des deux sous-
groupes équivalents sont dits équivalents.

 Sin est 'ordre d’un groupe, et si p est un podle com-
mun a (v — 1) substitutions du groupe (P'identité excep-
tée), v est un diviseur de n et p appartient a un systéme

n , . .
de - poles équivalents. Entre n et les diverses valeurs

Yiy Vau ..., vrdev, il existe la relation importante

i=1

En s’appuyant sur cette relation, on peut déterminer
de la maniére la plus aisée tous les groupes finis pos-
sibles de substitutions linéaires. Tout d’abord on recon-
nait que r ne peut prendre que les valeurs 2 ou 3.
Ensuite on obtient comme seules solutions possibles de
I'équation précédente les solutions indiquées dans le
T'ableau ci-aprés, ou m et n désignent des entiers posi-
tifs arbitraives :

/ v, Vye vy n
I..... 2, n n n

(3) 11 3 2 2 m 2
I . 3 2 3 3 12
1v.. 3 2 3 4 24
V.. 3 2 3 5 60

4. Représentation géométrique des substitutions
linéaires sur le plan et sur la sphére. Groupes de
rotations. — Si I'on associe a tout nombre complexe
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z =x + iy le point de coordonnées cartésiennes x, y,
la substitution

(4) 3= f(%)

représente une fransformation du plan en lui-méme,
¢’est-a-dire une transformation qui fait correspondre a
tout point du plan un autre point généralement distinct
du premier. Quelle particularité cette transformation
présente-t-elle quand la substitution (4) a la forme (1)?

Tout d’abord, en laissant de coté le cas de la substi-
tution identique, il n’y a qu’un ou deux points qui se
transforment ¢n eux-mémes : ce sont les poles de la
substitution. Bornons-nous au cas d’'une substitution
elliptique dont les poles soient p et g. Etant alors donné
un point arbitraire z, on peut déterminer un cercle
unique passant par z, ayant son centre sur la droite pg,
et par rapportauquel les points p et g soient conjugués;
le point transformé 2z’ se trouve sur ce cercle, et les seg-
ments de cercles pzg, pz’'q se rencontrent en p et g
sous un angle constant (qui est 'argument de 6). Si, en
particulier, un des poles, par exemple ¢, est a U'infini,
on obtient le cercle passant par z et ayant p pour
centre, tandis que les segments de cercles susmention-
nés deviennent les droites ps et pz'.

Mais on obtient la représentation la plus claire de
cette transformation en passant du plan a la surface de
la sphére. Si P'on choisit, en effet, d’une maniére con-
venable, la spheére et le centre de projection, le systéme
des cercles du plan, dont les centres sont sur pg et par
rapport auxquels p et g sont t:onjugués, se transforme,
par projection stéréographique ('), en un systéme de

(') Une projection stéréographique est la perspective d’un plan
sur une surface sphérique, le point de vue étant une extrémité du
diamétre de la sphére perpendiculaire au plan. Elle posséde les
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cercles paralléles dont les pdles sont les projections p'
el ¢' des points p et ¢; une substitution linéaire sera alors
représentée par une rotation de la sphére, ayant pour
axe le diamétre p'g' et pour amplitude I'argument de 0.

D’aprés cela, a chaque groupe de substitutions li-
néaires correspond un groupe de rotations d’une sphére
sur elle-méme. Mais, ce qu’il importe de remarquer,
c’est que, a tous les groupes finis de substitutions re-
connus possibles, correspondent des groupes de rota-
tions existant réellement.

Considérons un polyédre régulier et la sphére qui
lui est circonscrite. Soient ab, cd deux arétes quel-
conques du polyédre : ab peut éire amené, par une
rotation de la sphére sur elle-méme, en coincidence
avec c¢d ou avec dc. Toutes ces rotations, dont le
nombre (en comprenaut la rotation d’amplitude nulle
qui laisse la figure immobile) est double du nombre
des arétes du polyédre, superposent le polyédre a lui-
méme; el aucune autre rolation ne posséde la méme
propriété; elles forment évidemment un groupe. A
chaque polyédre régulier c6rrespond ainsi un groupe
de rotations. Mais les groupes obtenus ne sont pas tous
distincts; car Loute rotation qui superpose un polyédre
a lui-méme superpose aussi a lui-méme le polyédre
polaire, c’est-a-dire le polyédre dont les sommets sont
les centres sphériques des faces du premier. Par suite,
aux polyédres réguliers ne correspondent que trois
groupes distincts, a savoir le groupe tétraédrique, le
groupe octaédrique ou hexaédrigue et le groupe ico-
saédrigue ou dodécaédrigue.

deux propriétés fondamentales suivantes :
1° La grandeur des angles est conservée par la projection;
2° Les cercles et les droites sont transformés en cercles.
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Des groupes finis plus généraux de rotations s’ob-
ticnnent de la maniére suivante.

On peut regarder un polygone régulier inscrit dans
un grand cercle de la sphére comme un polyédre régu-
lier limité par deux plans superposés (diédre); les rota-
tions qui superposent cette figure a elle-méme forment
un groupe, le groupe du diédre, dont l'ordre est
double du nombre des c6tés du polygone. Si, en parti-
culier, le polygone se réduit a4 un diametre, compté
deux fois, du grand cercle, le groupe du diédre corres-
pondant est d’ordre 4 et s’appelle Vierergruppe.

Enfin, il y a encore des groupes de rotations tout
simples, a savoir les groupes cycliques, engendrés par
une rotation d’amplitude égale a un sous-multiple
de 2 et par les puissances de cette rotation.

On peut établir que les groupes cycliques, les groupes
du diédre et les groupes téiraédrique, octaédrique et
icésaédrique sont la représentation sphérique des
groupes de substitutions I, II, III, 1V et V du Ta-
bleau (3).

Tout d’abord, en effet, un groupe cyclique de rota-
tions est formé de n rotations ayant les deux mémes
poles, et chacun de ces poles n’est équivalent qu’a
lui-méme; dés lors, on a

d’ot
Vi=vy=n
[¢f. Tableau (3), I7].

Considérons dorénavant, en méme temps que chaque
polyedre régulier, la division déterminée sur la sphére
circonscrite par les perspectives de ses arétes vues du
centre de la sphére, et appelons cette configuration un
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polyédre sphérique. Ainsi, par exemple, le diédre sphe-
rique a pour faces deux hémisphéres, pour sommets
m points équidistants répartis sur leur grand cercle
commun; poiu- arétes les m arcs en lesquels ce cercle
sera partagé par les points choisis. Chaque rotation
d’un groupe polyédrique superpose a lui-méme le
polyédre sphérique correspondant.

Commencons par le diédre; le groupe qui lui est
relatif est formé des rotations suivantes : une rotation

2T . \ - .
de — autour du diamétre perpendiculaire au plan du

polygoune et les puissances de cette rotation; m rota-
tions de = autour des axes de symétrie du polygone.
L'ordre du groupe est ainsi n —=2m, et I'on a trois

A ’ . n
sortes de poles équivalents : les m sommets <;— = m) s
1

. e N
les points milieux des cotés (;— = m), les centres des
2

n .
deux faces <v— = 2). On a, par suite,
3

v = 2, V) = 2, Vg=m

[¢f. Tableau (3), II].

Considérons maintenant a la fois le tétraédre, I'oc-
taédre et l'icosaédre qui possédent la propriété com-
mune d’avoir pour faces des triangles égaux. Divisons
chaque face du polyédre sphérique correspondant par
ses médianes en 6 triangles rectangles alternativement
égaux et symétriques; comme 4 de ces triangles sont
contigus a chaque aréte, le nombre total de ces triangles
est quadruple du nombre des arétes, soit an. Le

. n . ’
nombre des faces est, par suite, 35 il en résulte que I’on

a respectivement, dans les trois cas, n =12, 24, 6o.
D¢ plus, d’aprés le théoréme d’Euler relatif aux po-



(16)
lyédres ('), le nombre des sommets est '—l——?, soit 4,

6, 12, comme on le sait.

Chacun des triangles considérés a pour sommets le
milieu d’une aréie, le centre d’une face et un sommet
du polyédre sphérique; les angles correspondants sont
T T L3 \ 6n . -

S, =el=, olg=——>s0it 3 5 (2).
2”3 q’ 7= w5’ » 455 (%)

Les rotations qui superposent le polyédre a lui-
méme sont les mémes que celles qui aménent un
triangle quelconque en superposition avec tous les

triangles égaux, soil :
b

1° La rotation nulle;
2° Les rotations d’amplitude = autour des diamétres

(') Si A, F, S sont les nombres des arétes, des faces et des som-
mets d'un polyédre, le théoréme d’Ealer dit que

F+S=A+2;
dans notre cas,

-+ 2 =

n n n-+12
2 3 6

n
A:—.;, F—f{’ donc S =

(?) Autour du milieu d’une aréte sont répartis 4 triangles et,
autour du centre d’une face, 6 triangles; en sorte que les angles
27 2T T T , . .

correspondants sont T et — ou — et 3 Pour déterminer le troi-
siéme angle, nous appliquerons le théoréme de Lhuillier d’aprés
lequel la surface d’un triangle sphérique est égale 4 'excés sur =
de la somme de ses angles. La surface de la sphére étant décom-

posée en 2n triangles équivalents, si 'on désigne par 7 Pangle a

déterminer, on a

Tt T = 5 d’ott =_5n
2 3 “an’ 9= a5 -

D’aprés cela, le nombre des sommets du polyédre peut étre repré-

n
senté par —-
P q
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passant par les milieux des aréles vpposées deux a deux

. n , . ]

(médianes) : leur nombre est 7 et les extrémités des
. noa

axes de rotation forment 5 poles équivalents;

. . . 27 4
3* Les rotations d’amplitudes 5 et ? autour des

diamctres passant par les centres des faces opposées

R n n ,
deux a deux; leur nombre est 2= ou =, el les extré-

6 3
o . n , .
mités des axes de rotation forment T poles équivalents;

4° Les rotations d’amplitudes 2q—7r, 4—15, cee 2—(2—;—')—‘“

autour des diagonales du polyédre; leur nombre cst

(q_[)_n_ _ 511,——12’

2q 12
et les extrémités des axes de rotation forment qu poles
équivalents.

Le groupe ne contient pas d’autres rotations, car la
somme des nombres des rotations 1°, 2°, 3°, 4° est pré-
cisément égale a n.

Ainsi, il y a trois et seulcment trois systémes de
poles équivalents (# = 3), etl'on a

n n n n n
—_— = - —_——= = —_—= -
vy 2 Vo 3’ vy ’
q
d’ou il suit que
vi=12, v=3, v=¢g=3, 45

[¢f. Tableau (3), 1L, 1V, V].

Si nous voulons pénétrer un peu plus profondément
dans la nature des groupes de rotations trouvés, nous
pouvons nous demander s’ils sont simples ou com-
posés.

Ann. de Matheémat., §* série, t. V. (Janvier 1905.) 2
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- Un groupe cyclique est simple si son ordre est un
nombre premier et alors seulement.

Un groupe du diédre dont l'ordre est 2= 2m con-
tient un groupe cyclique comme sous-groupe invariant,
a savoir le groupe des rotations autour du diamétre
perpendiculaire au plan du polygone.

Le groupe tétraédrique contient, comme sous-groupe
invariant, le Vierergruppe constitué par la rotation
nulle et les trois rotations 2°.

Le groupe octaédrique contient, comme sous-groupe
invariant, le groupe tétraédrique qui superpose a lui-
méme le tétraédre formé par les centres de quatre faces
non contigués de 'octaédre.

Le groupe icosaédrique est, au contraire, simple.

On peut, toutefois, mentionner ici des sous-groupes,
bien entendu non distingués, du groupe icosaédrique.
Les 15 médianes de 'icosaédre forment 5 triédres ortho-
gonaux, qui se superposent 'un a 'autre par rotations
autour de diagonales; parmi les 6o rotations icosaé-
driques, il y en a 12 qui superposent & lui-méme un
triédre orthogonal déterminé de médianes; ces rotations
forment un groupe tétraédrique. On obtient ainsi
5 sous-groupes tétraédriques équivalents qui sont
transformés 'un dans 'autre par des rotations autour
de diagonales.

5. Représentation plane des groupes finis de rota-
tions. — Tout en présentant une égale facilité, I’étude
des groupes de rotations que nous venons de trouver
est pourtant plus avantageuse a faire avec des figures
planes qu’avec des figures sphériques. Pour ce passage,
il nous suffira de projeter stéréographiquement les
figures sphériques sur le plan.

La remarque suivaute peut faciliter la projection
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pour les trois polyédres considérés (tétraédre, octaédre,
icosaédre) : les arétes et les médianes relatives a un
méme polyédre sphérique forment par leur réunion des
grands cercles complets, au nombre de 6, g et 15 res-
pectivement pour les trois cas.

Comme par projection les cercles se changent en
cercles ou droites, la figure plane sera constituée dans
les trois cas par 6,9 ou 15 cercles ou droites. Nous

7

////// u ,
< ///////// /

/ //%//é%*g |

W N
B

donnons ici comme exemple I'image de 'octaédre (*).
Les triangles du réseau obtenu sont. alternativement
hachurés ct non hachurés, de telle sorte que les

triangles hachurés sont égaux entré eux et symétriques
des triangles blancs, en convenant de qualifier d’égales
ou de symétrigues les images planes de triangles sphé-
riques égaux ou symétriques. Le réseau entier est ainsi
engendrable par reproduction directe et par reproduc-

1) Les symboles marqués sur la figure seront expliqués plus loin.
} Y 8
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tion symétrique d’'un seul de ses triangles. Les réseaux
obtenus sont reguliers, c’est-a-dire qu’en chaque
neeud il n’y a que des angles égaux. A chaque rotation
de la sphére sur elle-méme appartenant au groupe
considéré, correspond une transformation du plan en
lui-méme qui permute entre eux les triangles laissés
blancs; ’ensemble des transformations ainsi obtenues
fait passer d’un triangle blanc déterminé a tous les
autres triangles blancs.

6. Représentation analytique des groupes finis de
rotations et de substitutions linéaires. — La corres-
pondance établie entre les groupes de rotations et les
groupes de substitutions linéaires permet de passer
aisément des premiers aux seconds. Prenons en effet
pour centre de la sphére Yorigine du plan de la va-
riable z, pour plan équatorial ce méme plan, pour
origine des longitudes le plan méridien passant par
Paxe des z réels; désignons par u la longitude, par A la
latitude d’un pole, par 2¢ amplitude de la rotation; la
substitution linéaire correspondant a cette rotation est

d—+ic, —(b—ia)
<b+ia, d—ic >’

a =—coshsiny cos yu, b = — cosAsin{ sin
c

ou
= sinA siny, d = cosy.

Au moyen de ces formules, on obtient sans peine
nos groupes de substitutions. Nous donnerons, a titre
d’exeniple, les substitutions de I'octaédre :

* o sk
=11z, ,c—z) .:.:L‘m’
h et k prenant, indépendamient I'un de lautre, les
valeurs o, 1, 2, 3.
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Une étude plus approfondie de la constitution de nos
groupes conduit a observer que I'ensemble des substi-
tutions d'un groupe polyédrique est représentable a
I'aide de trois d’entre elles seulement. La forme géné-
rale des substitutions est en effet : '

1° Pour le tétraédre,

SxTBUY,
ou

a=o0,1I, 2; B =0, 1; Yy =o0,1;
I, L I, o0\ [0, 1
S= .), T:: ) = ;
1, — 1) 0, — 1 1,0/

2 Pour I'octaédre,
S2UBVY,

v

o =0,1, 2: = 1; Y =o0.1, 2, 3;

I o,
I, & o, 1 i, o
e v =)
T, —1, 1,0, o, 1

3 Pour licosaédre

i

-

SzUB et SaTSYUS,

ou
v a, y=o0, 1,2, 3, 4 B=o, 1
27T *
s — V55— 2 i 0,1
T N R I )}
0, I 2, V5 +1 Lo

Reprenons la figure du paragraphe précédent; elle
vous fournit une représentation claire du groupe de
substitutions correspondant. Considérons, en effet, un
triangle blanc arbitraire comme triangle initial, et
désignons-le par 1; a chaque triangle blanc nous attri-
buerons le symbole de la substitution qui correspond a
la rotation transformant le triangle initial en le wriangle
considéré. '
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Le triangle blanc désigné par 1 sur la figure et le
triangle hachuré contigu 4 celui-la, le long d’un coté
de I’angle droit, forment, par leur réunion, un domaine
fondamental, c’est-a-dire un domaine contenant un et
un seul point homologue de chaque point du plan
{en supposant, il est vrai, que la moitié du périmétre
du domaine soit regardée comme appartenant au do-
maine); on entend la par points homologues les points
qui se transforment 'un en I'autre par les substitutions
du groupe. Chaque point du plan appartient & un sys-
téme de n points homologues; exceplion est faite
seulement pour les nceuds du réseau de triangles qui

, . . . n n n .
se I‘eparllssent en Lrois syslemes de —» = et = pomts
Vi Ve v3
homologues.
1. Groupes linéaires et formes invariantes. — 11

convient maintenant, pour la commodité, d’introduire
des variables homogénes. Si I'on pose

I

I

&

I
ReAASH

la substitution linéaire fractionnaire a une variable (1)
se change en une substitution linéaire entiére a deux
variables :

(5) sy =az+ P2, 2y =7Y3,+ 83,.

Mais il est a observer qu’a une méme substitution (1)
correspondent une infinité de substitutions (5), a sa-
voir toutes les substitutions de la forme

3y = k(az + B3zs), sy =k(ys+ 83y),

ou k est arbitraire; si I'on s'impose maintenant que le
déterminant de la substitution soit égal a Pumnité, a
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toute substitution (1), ou il est loisible de supposer
ad — {3"{ =1,
correspondent sculement deux substitutions (1), soit

sy =1k (az1+ 83,), zy == (Y31+02s).

D’aprés cela, 2 un groupe de substitutions non homo-
génes d’ordre n correspond un groupe de substitutions
homogénes d’ordre 2n.

Soit maintenant une forme, c’est-a-dire une fonction
entiére homogéne des deux variables z,, z;, qui s’annule
en n points homologues. Si on la soumet & une substi-
tution quelconque du groupe considéré, ses zéros sont
simplement permutés entre eux; par suite la forme se -
reproduit 4 un facteur constant prés. Une telle forme
s'appelle une forme fondamentale invariante; toute
Sforme invariante, c’est-a-dire toute forme ui se repro-
duit par toutes les substitutions du groupe, est expri-
mable par un produit de formes fondamentales inva-
riantes. Des considérations particuliéres font connaitre
les formes fondamentales @, ®,, ®; qui ont pour zéros
respectifs les trois systémes de noeuds homologues.
Comme ces points équivalent a des zéros v§P'e, viP'*:,

. i n
wibles @; estla puissance vi¥™ d’unc forme F;d’ordre =-
1

Entre les trois formes FYiil existe dans chaque cas une
relation linéaire homogéne

(6) m FY - o Fp 4 3 FYp = o

et toute forme fondamentale est exprimable par une
fonction linéaire homogéne de ces trois formes.

. On va donner, pour chacun des trois groupes polyé-
driques, les formes F; ainsi que 'identité (6) qui les
lie; dans ce Tableau, les formes F, s’annulent aux
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milicux des-arétes, les formes F, aux centres des faces

et les formes I’y aux sommets du polyédre correspon-
dant.

Groupe tétraédrique :

Fi=315:(3}— 3%) =1,

o

Fe= 3+ 20y32}3)+ 3} =&,
Fy=3z—20y/35332+ 2z} =V,

120302 — P34+ W3 =0,

Groupe octaédrique :

00
3]
—_—
|
o
w
™
—
13}
12
1)
g
N
ll
~

Groupe icosaédrigue :

Fy= 3}% + 52223533 — 10005339 3}% — 10005 5} 0 53°

2
2
Fy=— 31"+ 2282155§ — 4915]°210 — 22835} 35— 2
Fy=z12:(5]" +113§3}—3}%) = f, .
T?+ H3— 1728 f5=o.

Si 'on pose

o B3
(7 Z=—
7) s 32 ’
on a, cn vertu de (6),
Z—i1= —Pi}:l;
Ma Fye
ce qui peut s’écrire :
Z—1 VA o
l‘)’fFY‘ - — H,_,F‘;‘a - u3 F‘;x’ .

Z cstune fonction de 5 qui a la méme valeur aux points
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homologues et en eux seulement; elle prend au milieu
des arétes, aux centres des faces et aux sommets res-
pectivement les valeurs 1, o, 0. De plus, toute fonc-
tion rationnelle de z qui a toujours la méme valeur en
des points homologues est une fonction rationnelle
de Z.
L’équation (7) sera dans les trois cas :
P3 7 W3 H3

:—lﬁ’ =

Z = — = —.
1082+’ 1728 >

8. Groupe d’une équation algébrique. Résol-
vantes. — Il nous faut intercaler ici quelques consi-
dérations algébriques.

Soit une équation algébrique du mi*™e degré

(8) S(z)=o,

dont nous désignerons les racines paray, a,, ..., an. Les
coefficients de I'équation sont des fonctions symétriques
counues des racines, ¢l toute fonction rationnelle
symétrique des racines est une fonction rationnelle
des coefficients, ou, comme on dit, est rationnel-
lement connue. Mais il peut arriver dans des cas par-
ticuliers que d’autres fonctions rationnelles non symé-
triques des racines soient aussi rationnellement connues,
ou que nous voulions regarder de telles fonctions comme
rationnellement counues. L'ensemble des permutations
des racines qui laissent ces fonctions invariantes forme
évidemment un groupe G, qu’on nomme le groupe de
Uéquation (8). Comme G c¢st un sous-groupe du groupe
formé par la totalité des permutations possibles des
racines o, oy, ..., %y, dont Pordre est m!, 'ordre n
de G est un diviseur de m!

Considérons maintenant une fonction non ration-
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nellement connue des racines oy, %9y « ..y Ay ¢
y=4Y(ay, as oou, %),

et désignons par B3, P., ..., By les diverses valeurs
qu’elle prend quand on soumet «, o, ..., an a toutes
les permutations du groupe G. Soit

(9) g(y)=o0

Iéquation dont les racines sont 3, B, ..., By; les
coeflicients de o(y) sont rationnellement connus, et
par suite la formation de I'équation (9) peut étre
effectuée par des opérations purement rationnelles.
D’autre part, la résolution de (9) nous ferait faire un
pas en avaut dans le probléme de la résolution de (8),
en ce sens qu'il nous serait permis de regarder comme
connue une fonction des racines de (8) qui, auparavant,
n’était pas rationnellement connue, et de prendre pour
groupe de I’équation non plus G, mais le sous-groupe G’
de G qui laisse invariante la fonction y. Pour cette rai-
son, ’équation (9) est dite une résolvante de (8). Le
groupe H de (g) est isomorphe au groupe G, et Vordre
de G’ est le quotient des ordres de G et de H. Si 'iso-
morphisme est holoédrique, G’ se réduit a I’identité,
et nous pouvons, si (9) est regardée comme résolue,
considérer comme rationnellement connue toute fonc-
tion de a,, &y, ..., %, qui n'admet aucune permutation,
I'identité exceptée, et en particulier les quantités a,,
dyy « oy dp elles-mémes. La résolution de (8) et celle
de (g) sont alors des problémes équivalents : (g) sera
dite une résolvante équivalente de (8), et (8) peut
aussi inversement étre regardée comme une résolvante
de (g9). Si, au contraire, 'isomorphisme est mérié-
drique, la résolution de (g) n’est qu’une premiére élape
pour la résolution de (8). Mais ce second cas ne peut
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se présenter (voir n® 1) quesi le groupe G est composé.:
si G est simple, on ne saurait espérer obtenir une résol-
vante non équivalente de I’équation donnée.

Un intérér particulier s’attache a la résolvante de
Galois, c’est-a-dire a la résolvante équivalente qui a
pour racine une fonction linéaire des a; a coefficients
absolument distincts :

Y =cCi%+ Ca2zs+...+ Cm%y-

Si l'on effectue sur les racines «; toutes les permu-
tations du groupe G, les fonctions symétriques des
valeurs obtenues pour y sont évidemment rationnel-
lement connues; par suite 'ordre de la résolvante de
Galois est n. La résolvante de Galois est irréductible,
c’est-a-dire qu’elle ne saurait aucunement se décom-
poser en facteurs a coefficients rationnellement connus.
Ses racines sont des fonctions rationnelles de 'une
d’clles; en d’autres termes 1'équation se transforme en
elle-méme par n substitutions :

Y=y, ¥Y=0(y) y=6y) .. V=buly),

By, 95, ..., 0,_, désignant des fonctions rationnelles
de y. Ces substitutions forment un groupe qui est
holoédriquement isomorphe au groupe de la résol-
vante, et qui peut donc éire considéré tout aussi bien
comme son groupe.

Réciproquement, si une équation irréductible de
degré n se transforme en elle-méme par n subslitutions
rationnelles, elle est sa propre résolvante et le groupe
formé par ces substitutions ne peut éire pris comme
groupe de I'équation.

9. Application aux équations polyédriques. Résol-
vante équivalente de l'équation icosaédrique. — Apres
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cette digression, revenons a notre question pnnupale
Ecrivons I’ équation (7) ainsi

(10) ' F(z)=1Z.

Si I'on soumet z a une substitution quelconque du
groupe correspondant

on obtient 2 nouvean, z et z' étant homologues 'un de

N 2z + 5 _

Pautre :

Ainsi, les racines de I'équation (10) sont des fonctions
rationnelles, voire linéaires, de 'une d’elles, et I'équa~
tion se transforme en elle-méme par n substitutions
linéaires. Il suit de la que Péquation (10) peut é&tre
considérée comme sa propre résolvante de Galois, et
que le groupe de substitutions correspondant peut étre
pris comme groupe de I'éuation.

‘Comme les groupes tétraédrique et octaédrique sont
composés, le probléme de la résolution des équations
correspondantes se simplifie par la formation des résol-
vantes. Mais il n'en va plus de méme pour I'équation
icosaédrique, parce que le groupe associé est simple.
Néanmoins la recherche des résolvantes, nécessaire-

“ment équivalentes, de I’équation icosaédrique est du
plus haut intérér. Une importance particuliére s’attache
~a une résolvante du cinquiéme ordre qui provient de la
‘ considération des cing sous-groupes tétraédriques équi-
valents, déja signalés, du groupe icosaédrique. Si I'on
forme, en effet, une fonction Y de z qui admette toutes
les substitutions d’un de ces sous-groupes, cette fonc-
tion ne prendra, par les soixante substitutions du groupe
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icosaédrique, ue cing valeurs distinctes; les fonctions
symétriques ‘de ces valeurs sont des fonctions ration-
nelles de Z, et par snite Y est racine d’'une équation
du cinquiéme degré dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de Z. Le triédre orthogonal de mé-
dianes qui est transformé en lui-méme pav les subsii-
tutions du sous-groupe considéré peut éire regardé
comme le systéme des diagonales d’un octaédre; dési-
gnons par t et W, suivant les notations précédemment
employées, les formes relatives a cet octaédre, par-m
et n deux constantes arbitraires; posons

12 f2t 12 W
=TT ’ M T
en sorte que « et ¢ sont des fonctions homogénes de
degré zéro de z, et z,, soit des fonctions de z3 la fonc-

Lion )
Y = mv 4+ nuy

satisfait a I’équation du cinquiéme ordre

Y5 - é <8m3+ 12m? n—i—L mn? — n )Y2
7 1— 72
()« +—]—5<—-4m‘+ 6 m?2n? - 4 mns Y
] Z —Z 1—Z AT *Z)Q )
-+ i (48 ms— fo m3n? -+ ' mn* —+ § nd )
7\ 1— 7 (1—1Z)2 (1—17)

ou il faut remarquer I'absence des termes en Y* et
en Y3. Clest une équation principale, qui est dite la
réesolvante principale de Péquation icosaédrique. La
racine carrée du discriminant de (11) s’exprime ration-
nellement au moyen de m, n, Z.

10. Proprieté des équations principales du cin-
quiéme degré. — Comme I’équation (11) est une résol-
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vante équivalente de 'équation icosaédrique, on peut
aussi inversement regarder I'équation icosaédrique
comme une résolvante de (11). Ce fait peul recevoir
une forme géométrique élégante.

Soient x, x,, 3, x; les coordonnées homogénes
d’un point de I'espace; si I'on pose

x5 =— (21 + &+ T3+ 2),

Xy, Xy, Ty, Tyy X5 s'appellent les coordonnées pentaé-
drigues du point considéré. Entre les coordonunées pen-
taédriques d’un point quelconque, on a I'identité

5
Wl
&= 0.

i=1

Soit maintenant
(12) 5+ 5ax2+58x +y=o0

une équation principale du cinquiéme ordre, et dési-
gnons par £, &, &y, By, &5 ses racines; a cause de
I'absence des termes en x* et en x3, on a

5 5

EEL’ZIA 2&?:0.

i=1 i=1

Il suit de la d’abord que les cing racines de (12)
prises dans un ordre quelconque peavent étre regardées
comme les coordonnées pentasphériques d'un point;
ensuite que les 120 points

‘ _ .t
(13) ~Z'1—E/1,, 'y = Ghyy T3 = E/l;n 1‘b=211“ Ly = 5/,5,

ou hyhahyhyh; désigne une permutation quclconque
des nombres 1, 2, 3, 4, 3, sont situés sur la surface
du second ordre

("l) 2@‘,2:0
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Chacune des 120 transformations linéaires de 'espace
en lui-méme (collinéations)

/ J 7
Ty =T, X2 = 2, T3 =Xy,

(15)

/ ’
Ty = .’l‘h‘, .’l‘s:(l’hs

permute les uns dans les autres ces 120 points, et
transforme la surface (14) en elle-méme; et il arrive
qu’une collinéation (15) laisse invariants les deux sys-
témes de génératrices rectilignes de la surface (14) ou
permute 'un dans 'autre ces deux sysiémes selon que
la permutation corrvespondante %, hyhiyhihy est paire
ou impaire.

Désignons par A le paramétre de la génératrice recti-
ligne d’un systéme passant parle point (x,, X2, X3, s, X5)
de la quadrique (14); A est une fonction linéaire frac-
tionnaire des coordonnées x;. Aux 6o collinéations qui
transforment en lui-méme chaque systéme de généra-
trices correspondent 6o substitutions linéaires fraction-
naires; ces substitutions font passer de A aux para-
mélres des génératrices du méme systéme qui passent
par 60 des 120 points (13), le point initial compris;
et I'on peut, par le choix convenable du paramétre X,
faire en sorte que ces 60 substitutions linéaires forment
un groupe icosaédrique; d’ou il suit que I’équation dont
les racines sont les 6o valeurs de X est une équation
icosaédrique.

11. Résolution des équations du cinquiéme degre.
— D’aprés cela, si une équation principale du cin-
quiéme degré (12) est donnée, on est assuré de la pos-
sibilité de la regarder comme la résolvante principale
d’une équation icosaédrique et par suite de ramener sa
résolution a celle de cette derniére. Pour obtenir effec-
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tivementl'équation icosaédrique, identifions (12) et (11);
nous aurons

1 6 I

— 3 am2n - 2 3 —
Z(Sm “+12m nJ,—l Zmn—*—l Zn) a.
S e - epr A s 3 a>_
Z( fmb o g mi e e =38,
3( s 4o 3,2 15 4 i r,>_.
7 \48171 - Zm n —+—(l AL mnt + a Z)’n =v.

Par un traitement approprié de ces équations, on
arrive a exprimer m, n et Z par des fonctions ration-
nelles de o, 8, v, V, V2 désignant le discriminant de
Péquation (12).

En résumé, pour résoudre I'équation proposée (12),
vous procéderons donc de la maniére suivante :

1° Nous déterminerons m, n, Z comme fonctions
rationnelles de «, 8,7, V;
2° Nous résoudrons I’équation icosaédrique

. H3(z

e) T =

ou Z représente la valeur que nous venons de trouver;
3% Si enflin z est une racine de I'équation (16), la

valeur

x=mu(z)+nu(s)v(s),

ou m el n désignent les valeurs trouvées plus haut, est
une racine de (12). ’

La résolution d’une équation principale du cinquiéme
ordre est dés Jors ramende a une extraction de racine
carrée (pour le calcul de V) et a la résolution d’une
équation icosaédrique.
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Mais si ’on a affaire 4 une équation génerale du cin-
quiéme ordre, il est encore besoin d’une extraction de
racine pour ramener cette équation a la forme prin-
cipale.

D’apres cela, la transition des équations de degrés 2,
3 et 4 aux équations de degré 5 est trés nettement
caractérisée. Tandis que la résolution des premiéres
est réductible a de simples radicaux, c’est-a-dire est
réductible a la résolution d’équations binomes, la
résolution des derniéres est sculement réductible a la
résolution d'une équation d’un type spécial, de I'équa-
tion icosaédrique.

Maintenant se pose d’elle-méme la question de savoir
silya aussi des équations de degré plus élevé, dont la
résolution est réductible a celle d’équations binomes
et icosaédriques. '

Nous nous bornerons a la signaler.

12. Résolution de ’équation icosaédrique au moyen
de la fonction hypergéométrigue. — Il nous faut main-
tenant consacrer quelques mots a la résolution de I’équa-
tion icosaédrique, en abandonnant le point de vue algé-
brique.

Désignons par z une fonction de la variable Z, par 2/,
3", z" ses dérivées premiére, deuxiéme, troisiéme;
considérons l'expression

(7)) =1

comme fonction de Z; elle conserve sa forme si 'on
remplace z par une fonction linéaire fractionnaire
de z. Si, en particulier, 3 est lié a Z par I'équation -

Ann. de Mathémat., /*série, 1. V. (Janvier «995.) ' 3
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»olyédrique o
poly: q F(z) =1,

Z conserve sa valeur si 'on eflectue sur z une substi-
tution linéaire appartenant au groupe correspondant;
par suite, la valeur de [ z] reste aussi inaltérée par une
telle substitution. Si 'on observe en outre qu’entre [ z]
et Z il existe une relation algébrique, on peut en con-
clure que [z] est une fonction rationnelle de Z. La
forme de cette fonction se détermine par des considé-
rations analytiques; on obtient

1! LI O LY (PN DL
[z1=35 {1 Vi) (Z—1p2 " o v/ L2

+1 I +1 I [‘ T
2\v} v} v} )Z(Z—I)’

(17)

. ——

ou vy, vy, v3 ont la méme signification que plus haut.

Cette équation différentielle du troisiéme ordre est
en relation éiroite avec 'équation difiérentielle linéaire
homogéne du deuxiéme ordre :

" L 1 l
VAR R Ay Ty Ayt

B | I 1 T G
X|— =+ -'—,"*—'—;——l—i—l Z——_,Z‘2 Y =03
Vs V3 V3 v A2

(
(18) «

( .
unc intégralede (17) est en effet le quotient de deux
intégrales indépendantes de (18).

Or I'équation (18) rentre dans le type connu des
équations différentielles de Riemann dont les inté-
grales s’expriment au moyen des series hypergéomé-
trigues. z est donc exprimable en fonction de Z a 'aide
de fonctions hypergéométriques de Z.

13. Apercu de la résolution de 1’équation icosaé-
driqgue au moyen des fonctions elliptiques. — Pour
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développer une seconde méthode de résolution, il nous
faut présenter quelques préliminaires. Comme nous
I’avons vu, 4 chaque équation polyédrique correspond
un réseau plan régulier, constitué par un nombre fini
de triangles formés d’arcs de cercle. Si 'on fait abstrac-
tion de la condition que le nombre des triangles soit
fini, on peut, de tout tel triangle curviligne i angles
sous-multiples de 2= (I'angle nul compris), déduire
par reproduction et par symétrie alternées (wvoir n° 5,
in fine) un certain réseau.
A chaque réseau correspond une équation

F(z)=1Z

(transcendante dans le cas d'un réseau infini) qui associe
atoute valeur de Z un systéme de valeurs de z, qui sont
toutes des fonctions linéaires fractionnaires de I'une
d’elles ; les substitutions linéaires correspondantes
forment un groupe qui transforme I’équation en elle-

‘1.2 . 2T
méme. Considérons donc deux tels réseaux a angles -

?’—;(l: 1,2,3), et soient
F(z) =1Z,
G(z’):Z

les équations correspondantes; si en outre v, est un
multiple de v, v, de v,, v; de v;, 2’ est une fonction
uniforme de 3. o

Cela posé, désignons par J I'invariant absolu, par ©
le rapport des périodes d’une intégrale elliptique. de
premiére espécc; on sait que J est une fouction ani-
forme de o :

(19) J =J(w).
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L’équation (19) (équation modulaire) se transforme en
elle-méme par toute substitution linéaire a coefficients
entiers; ces substitutions forment un groupe dit groupe
modulaire, et I'on a pour le réseau correspondant

v = 2, Vo == 3, V3 = 0.

Observons d’autre part que pour les équations polyé-

driques
V=2, V3= 37 Vg = 3) 4’ 57

et nous pourrons en conclure que si 'on désigne
par Z = F(z) une équation polyédrique, par Z =J (w)
I’équation modulaire, z sera une fonction uniforme
de w.

Quant a la formation effective de cette fonction
uniforme, c’est une question que nous n’aborderons
pas ici. '

[D6Db]
SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMERIQUE
DES LOGARITHMES:

Par M. F. GOMES TEIXEIRA.

Je me propose de donner ici une formule pour le
calcul des valeurs des logarithmes des nombres, laquelle
me parait pouvoir étre utile en quelques circonstances.

Je considére, pour cela, la fonction rationnelle

I
(L —am
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et je la décompose en fractions simples; c¢ qui donne

A A A A
t"(t—a)'t_ t 12 3 ctt T qn
B B B B
+ — 2 2 .+ n

—a  t=ay T(i=ap T G—ay

Pour déterminer A,, A,, ..., A,, je développe le
binome (A — a)~" en série ordonnée suivant les puis-
sances de %, ce qui donne

(h—a)n= (=" [] o <n> h

anr 1/ a

(n —+ 1\ 2 n+._> h3
- — + — +...
2 )a? 3 a3

On a donc

An—»: (-—_”” <n+l>7

= anh+? 2
(—)" [n
An—i = 1 ’
ah+1 1
(—1)n
Ay =—L.
al

Pour déterminer By, B,, B3, ..., B,, on doit poser

! = a + h dans la fraction ;—n, et développer le résultat
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suivant les puissances de %, ce qui donne

1 (n h n—+1\ h? n—=2 {1__3+
T ar l_\l E+ 2 at 3 a3
an — 2\ hr-t .
""(—-l)"_l<n_l >a1_1—7+"']"
par conséquent

— 1)1 J—
B = S (),

a2n—1 n—u

B, = (_:‘l’i‘_’<2"—3>,

a?n—2 n—a

B, :(:L)";sc”—/'),

a2n—3 n—3

all+2 2
B (—1)(n i
n—1t al+1 1
B~ —_— _l. .
an

Nous avons donce
1 (=" f2n—2 L I
t"(t—a)r  an—l \ n—1 t t—a
(=) /fan—3\ /1 | 1
+a'-’"—2<n—2) e (t—a)
+(—|)” fon — 4 1 I
m(n—3 B (t—a)y
(— )% /n—+1 1 . 1 '
G (") (o =)
(—om /n 1 ) _ 1
+W<,><rm = (t_.—a)‘—x)
(—I)"

(e

‘En intégrant maintenant les deux membres de cette
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identité el en prenant I'intégrale entre les limites z
¢l %0, on trouve, en supposant £ > a > o,

“ dt

e bt — a)n
_ (=1 fon—2 r—.a . ,
T an—1 n—1 g———

(—r fan—3\ /1 | I
+a’"—2 n—'z)(;_'_:r——a

(—1)" 9n—; /o 1

+ @ n—3 x’ (x—a)’)

<;.z"<" O

(v —a)r—3
. (—1)» 1 1
au—+—l (xuf«‘ +(— l)" ! (x J— a)m)

(—1)r I 1
— —_— _1_- L ——
a” n—1i \rht l)

a)lt i

/\
\/§+
3

ct, par conséquent,

log i
r—a
_n—1 [t
_atzn—-z(;' i x——a>
+a2 (n—1)(n—2) <| 1
2 (2n—2)(2n—3) (w—a)’)
at (n—i1)(n—2)(n—3) <1 1
+T(2n—a)(2n-—3)(zn—4) 3 (.T——a)3>
R T T T T Y
an—? (n—1)(n—2)...3.2 I e I
+n—2(2n——9.)(2n-—-3)...(n+|)<x"— (=1 l(:zr—a)"~’)

an—1 (n——tz)(n——3)...2.|( 1

n—i1(2n—1)(2n—2)...n +(

1
\xn——l - l) (.2‘ —_ a)u—-l)
(n—1)(n—2)...2.1 © dt
._(__, l)naln—l f

(2n—2)(2n—3)...n tn(t—a)y -
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Mais, d’un autre c6té, on a

[“ dt <! ° dt
—_— — —_—

. n ( t — a)n rn - l”(t — a)n

et, par suite, en représentant par R, le dernier terme

LY

de I'égalité précédente,

e ang (=D (n—2)...2.1 < dt
R, = a%-1 ‘[ t(t—a)"

(2n —2)(2n—3)...n

< @1 (n—1)(n—12)...2.1 I . .
(‘2”—?‘)(2n—3)..‘n n—1 xt(xr—a)-t

Oun voit, au moyen de cette inégalité, que R, tend
vers zéro quand n tend vers U'infini, si xS 24a; et, dans

ce cas, on peut donc écrire
logz — log(a —a)

. n—.I 1 |
= lim | a — -+
n=w 2n — 2\ T r —a

a> (n—1)(n—2) (I I >

+ 9 (an—2)(2n —3)\x2  (x—a)?
a3 (n—0)(n—2)(n-—-73) 1 1 .
+ 2 (2n—2)(2n—3)(2n—4) <:T3 - (:c——a)3>
T S PP
L a? (n—nH(n—12)...32 [/ 1 (—uyn—t
n—--z(2n——2)(2n——3),..(n—5—()(\x”—z (.z'—a)"—2>

amt (n—1)(n—2)...2.1 < L Gk D )}

n—1 (2n—2)(2n—3)...n \z"*"! (z—a)r—1

Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en
&ire certain, est celle que nous nous proposions de
démontrer. Elle donne la valeur de la difiérence entre
les logarithmes des mombres x ¢t &' — a avec une
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erreur inférieure a

(n—1(n—2)...2.0 1 1

atn-1 . - N
(2n—2)(2n—3)...n n—1 " (x — a)»!

et peut étre principalement utile quand le nombre
représenté par a est petit et le nombre représenté par x
est grand.

Eu posant @ =1, on trouve la formule

logx —log(z —1)
= lim |'__*_n—x <l+ ! \) y
n=w 200 —2\Z T —1
1 (n—10)(n—2) L I \
;(2n—2)(2n—3)<w2 (1‘——1)2)
B PP
f (n—1)(n—2)...3.2 <_1__ . (=t
T h=2 (2n —2)(2n—3)..(n+1) :z'"-*’—r_(:r——l)"—*)

1 (n—1)(n—2)...2.1 < o (— 1) >]

n—1 (2n—2)(2n—3)...n \ "1 (¢ —r1)n1

qui donne la valeur de la différence des logarithmes
des deux mombres consécutifs x ¢t x — 1 avec une
crreur inférieure a
(n—1)(n—2)...2.1 1 I
(2n—2)(2n—3)...n n—1 z (% — 1)1’

ct qui a lieu quand xS 2.
On déduit, comme corollaire de cette formule, que
la diflérence des logarithmes des nombres x et x — 1
¢ peul étre représentée approximativement par l’cxppes—

sion
1 /1 | S
-(=+ )
a\x  x—1

1
2.108

avee une erreur inféricure a

> quand z > 10,

I i
- - )
et quand 2 > 100, & TR quand z > 1000, elc.



(42)

On voit, de la méme maniére, que la différence des
logarithmes des nombres x et x — 1 peut étre repré-
sentée approximativement par 'expression

1 I

x

1 I

12

1
x2

R

(3=

avee une erreur inférieure a

(

x—1 \

1
A ———5» quand x> 100, etc.

2.10%

1
(x—r1y

)

» quand x > 10,

Parmi les formules qui résultent de la formule géné-

rale précédemment écrite, nous ind
suivante

r +1
xr — 1

= lim |2
n—awo

log

’

(

22 (n—1)(n—2)

n-—i 1

xr —+1

1

2n — 2 L —1

1

iquerons encore Ja

1

(

\

2 (2n—2)(2n—3)

(& 1) -

)

(x —1)%

28 (n—1)(n—2)(n—3) 1 1 Y
T3 (2n—2)(2n —3)(2n—4) ((w+1)3 - (L—-l)"‘)
e
2?2 (n—1)(n—2)...3.2 < 1 o (=)

nw—22 (an—2)(2n—3)...(n+1) \(£—+ 1) 2 —'—(1:——1)“"“2

a2l (p—1)(n—=2)...2.1 ( 1 (—1)»

n—i (2n—2)(2n—3)...n \(Z+1)! (x —a)n—t

qu'on obticut c¢n y remplagant z
posant a = . .
Cette formule a lien quand a > 3

avec une erreur inféricure a

(=1 (n—2)...2.1 1

22"—

par a1 et en

: -+
et donne log
‘z‘__

I

(2n—2)(2n—3)...n n—1(x+ )t (x—1)t—1

),
)l
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[X4c]
SUR L'EVALUATION GRAPHIQUE DES LONGUEURS D'ARCS;

Par M. Mauric D’OCAGNE.

Les procédés de intégration graphique, appliqués
soit la régle a la main, soit au moyen d’un intégraphe,
permettent d'obtenir les aires limitées a des contours
fermés quelconques. Pour évaluer approximativement
une intégrale quelconque par ce moyen, il faut donc la
ramener a une détermination d’aire. En ce qui con-
cerne les longueurs d’arcs, M. Collignon a fait con-
naitre la solution suivante (1) :

On a, entre les poiuts My et M, o désignant i’angle
de la tangente avec Ox, N la normale limitée a O.r,
a une longueur quelconque,

My M, M,
§= / dr = 11]- dr = — f _a_N dzr.
M, CUsQ v, aly, ¥

Or, si I'on porte sur la normale la longueur MN = a,

et si 'on éléve en N a cette normale la perpendicu-
laire NP, on a précisément

aN _ mp.
, Y
Done
Y /'“’MPd aire My M, PPy
a “ a

Si donc on évalue graphiquement cette aire par la
méthode de M. Massau, en prenant pour base de I'inté-

(') Complément du Cours d’Analyse, p. 17.
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gration la longueur a, on voit que I'ordonnée finale-
ment obtenue sera précisément égale a la longueur de
Parc M, M,.

‘Pour effectuer ce tracé avec plus de précision, il est
utile d’obtenir, en méme temps que chaque point P de
la courbe auxiliaire P,P,, la tangente en ce point.
Voici comment on peut établir la construction de cette
tangente : .

Le segment MN de la normale étant constant, le
point N décrit une courbe paralléle a la courbe M, M,,

T

P, »

dont la tangente en N est justement NP, et qui a méme
centre de courbure m que M, M,.

Dés lors, si la tangente et la normale en P a la
courbe P, P, coupent respectivement en T et en p la
tangente et la normale en M 4 la courbe M;M,, on a,
entre les différentielles des ares décrits simultanément

par les points M, N, P,
dM) _Mm ° d(N) _Nm  d(P) PT

d(N)  Nm’ dP)” Pp’ d(M) MT’
d’ou, par multiplication membre & membre,

_ Mm.PT
~ Pp.MT
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ou

Pp Mm

PT — MT’
ce qui moutre que

AN PN

MT m = PTp.

Mais le quadrilatére pPMT étant inscrit dans le
cercle de diamétre pT, on a
AN PR
PTp = PMp.

Menons par le centre de courbure m la paralléle mS
A Ox. Nous avons

N N
PM#ne = MSm.

Done, finalement,
AN A
MTm = MSm,
et les points S et T sont symétriques par rapport au
point M. Ainsi :

La tangente PT cherchée et la paralléle @ Ox
menée par le centre de courbure m coupent la tan-
gente en M en deux points symétriques par rapport

a M.

Si les points S et T sont en dehors des limites de
I'épure, il suffit de mener par m une droite dont la
direction soit symétrique par rapport 4 mM de celle
de Oz et de joindre, par un des procédés bien connus,
le point P au point de rencontre inaccessible de cette
droite et de la tangente en M.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE APPLIQUEE.

Lille.

EpREUVE EcriTk. — Transmission par courroies. On étu-
diera seulement les questions suivantes :

1° Calcul des tensions;

2° Place a donner au volant dans les différents cas;

3° Graphique des tensions dans le cas d’une machine
a vapeur (dont le couple présente les variations ordi-
naires), actionnant une dynamo (dont le couple résistant
est constant).

On négligera le glissement élastique de la courroie et
le frottement des tourillons.

LEpREUVES PRATIQUES. — 1. Déterminer les efforts inté-
rieurs dans les barres d’une poutre Warren horizontale
chargée sur les deux semelles et appuyée a ses extrémités.

1l. Déterminer, a l’aide de l’intégrateur d’Amsler :

1° Le poids par métre courant d’un rail de profil
donné;

2° Le centre de gravité du profil;

3° Le module d’inertie. (Juillet 1903.)

EPREUVE ECRITE. — Théorie du régulateur. On supposera
que l’on a établiles équations d’équilibre, et I’on traitera
SEULEMENT les questions suivantes : Interprétation gra-
Pphique des équations d’équilibre. Sensibilité. Puissance.
Notion d’isochronisme.

EprEUVES PRATIQUES. — 1. Epure des efforts intérieurs
dans les barres d’une poutre Pratt a N inférieur.

1. Déterminer,-a l’aide de l’intégrateur d’Amsler,
Uellipse d’inertie principale de la section droite d’un
fer corniére donné. (Novembre 1903.)

EpreuvE EcmiTE. — Etudier, dans le cas d’une automo-
bile a chaines, le mode d’action des ressorts comme organes
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de transmission, de maniére a montrer les diverses dispo-
sitions a donner aux mains et aux jumelles suivant que
les roues sont porteuses ou motrices.

On rappellera au début la disposition des diverses réac-
tions sur une roue motrice et sur une roue porteuse; on
ne traitera pas le cas d’une roue frénée.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére une voiture automo-
bile devant peser en ordre de marche 1500*8. Le moteur
Sfait 8oo tours a la minute en marche normale, et l’on
admet que le couple moteur moyen conserve sa valeur
entre 600 et 1000 tours. Le rendement p du mécanisme de
transmission est o,70. Les mécanismes de changement de
vitesse sont disposés de facon que, le moteur marchant
a 8oo tours, la voiture fasse :

. . . km
in premiére vitesse ...... eee. 12
» deuxiéme vitesse........ .. 24
» troisiéme vitesse .......... 36
R quatriéme vitesse......... 50

I. Déterminer quelle puissance doit avoir le moteur pour
que l'on puisse atteindre cette vitesse de 50*™ a U’heure
en palier et calculer les pentes iy et iy que l’on peut
monter dans ces conditions & vitesse constante en deuxiéme
et en troisiéme vitesse.

II. Déterminer deux angles x et y tels que l’on puisse
monter en troisiéme vitesse une pente comprise entre i3—x
et iy+ y sans que la vitesse du moteur s’éléve au-dessus
de 1000 tours ou s’abaisse au-dessous de 600 tours.

N. B. — On rappelle la formule

F = P (0,025 + 0,0003 V) -+ 0,005SV*

que lon supposera toujours applicable dans les condi-
tions de vitesse réalisées, avec S = o™*, .
(Juillet 1904.)

Besangon.

EvREUVE ECRITE. — 1. Les théorémes de Faraday et la
JSonction de Green; influence exercée par un point élec-
trisé sur un conducteur limité par deux sphéres.



(48)

11. Poutre mi-appuyée, mi-encastrée sur deux appuis
de niveau.

Y

EPREUVE PRATIQUE. — Un pendule soumis a une résis-
tance proportionnelle a la vitesse bat la seconde; I'am-
plitude de l’oscillation est réduite de moitié en une heure,
calculer l’amortissement. (Novembre 1903.)

QUESTIONS.

2003. On considére en un point M d’une ellipse les deux
normales obliques sous 'angle a.
1° Les produits des distances des foyers a chacune de ces
normales sont les mémes.
2° La somme de ces produits en deux points conjugués M
et M’ de l'ellipse est constante. (E.-N. BARISIEN.)
.

2006. Soit m un nombre impair positif quelconque. For-
mons la suite

[Vml, [Vam) ... [Vim—=1m],

en désignant, suivant 'usage, par [z ] le nombre entier défini
par
r—1<[z].
1° Dans la suite ainsi obtenue, il ne peut y avoir plus de

deux termes égaux.
2° La méme suite, au contraire, contient des couples dc

. m
termes égaux, et le nombre de ces couples est [7]

Exzemple. — Pour m = g, la suite est la suivante

3, 4, 5, 6, 6, = = 8,

et elle contient 2 = [ ] couples de termes égaux.

9
A
(R. Bricarn.)
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CHARLES HERMITE (*);

PArR M. PavL PAINLEVE,
Membre de I'Institut.

Avec M. Hermite disparait une des gloires les plus
pures qui aient jamais illusiré la Science francaise.
M. Hermite ne fut pas seulement un des plus grands
mathématiciens du dernier siécle : sa vie fut un exemple;
personne n’a poussé plus loin I'amour désintéressé
de la Science, le dédain de la notoriété. Les séveéres
régions de la pensée dont il avait fait son domaine,
leurs harmonieuses et rigides beautés, les lois rigou-
reuses et éternelles qui les régissent, lui avaient donné
des joies trop hautes pour qu'il pit condescendre
encore aux soucis dont s’agitent la plupart des homes.
A ce puissant génie visionnaire, le mystérieux univers
du nombre n’apparaissaii point comme dépourvu
d’existence objective, mais bien comme une sorte
d’armature immatévielle et inflexible de 'univers réel
dont elle contient les déréglements. Ceux qui ont eu
I'heureuse fortune d’étre les éléves du grand géomeétre
ne sauraient oublier Paccent presque religieux de son
enseignement, le frisson de beauté ou de mystére qu’il
faisait passer a travers son auditoire devant quelque
admirable découverte ou devant l'inconnu. Hermite
fut un professeur incomparable : sa parole saisissante
ouvrait brusquement de larges horizons sur les régions
de la Science, elle suggérait a la curiosité et a I'invention

(') Extrait de La Nature, numéro du 2 février rgor.

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Février 1905.) 4
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les problémes nouveaux et essentiels; mais surtout elle
communiquait ’amour et le respect des idéales vérités.
Dans Yinoubliable journée de son jubilé, en accueillant
I'hommage d’admiration de tous les pays civilisés,
I'illustre analyste parla, en termes pleins de noblesse,
de la corrélation étroite et secréte qui existe entre le
sentiment absolu de la justice et du devoir et l'intel-
ligence des vérités absolues de la Géométrie. Cette
corrélation semblait évidente quand on écoutait ses
lecons.

Dés ses premiers travaux, se manifeste la qualité
maitresse d'Hermite : la profondeur. Il ne s’est jamais
dispersé en recherches superficielles ou vagues. Une
question lui apparaissait toujours sous une forme extré-
mement précise il en pénéiraitles secrets les plus cachés,
il y portait une telle lumiére que toutes les questions
du méme type se trouvaient du coup résolues. Eleve de
premiére année a IEcole Polvtechnique, agé de 20 ans
a peine, il ne craint pas d’écrire a Jacobi sur la division
des transcendantes abéliennes : pour comprendre 'au-
dace d'une telle tentative, il faut se rappeler qu’en 1843
Pexistence des nouvelles transcendantes était a peine
démontrée et qu’elles étaient ignorées de la plupart des
analystes; leur acte de naissance, pour ainsi dire,
n’était pas encore enregistré par la Science. Jacobi
accueillit avec admiration et sympathic ce premier
effort ou se révélait un jeune et vigourenx géuie.
Quelques années plus tard, un Mémoire sur la transfor-
mation des mémes transcendantes classait définitive-
ment Hermite parmi les grands mathématiciens. Le
Mémoire, ou la théorie des fonctions se méle a I’Arith-
métique et a I’Algébre, est en quelque sorte represen-
tatif de I’ceuvre d’Hermite. Nul n’a montré, d'une facon
plus éclatante, par ses méthodes et ses découvertes,
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les relations intimes qui unissent ces trois branches
de la Science, l'appui mutuel qu’elles peuvent et
doivent se préter. C'est ainsi que la théorie des formes
algébrigques, dont il est un des créateurs avec Cayley
et Sylvester, lui sert a la résolution de 'équation du
cinguiéme degré et a 'étude des formes arithmétiques.
De méme, c’est par 'introduction des variables conti-
nues en arithmétique qu’il parvient aux admirables
propriétés des formes quadratiques dont la découverte
égale les plus belles découvertes de Gauss ; c’est notam-
ment la transformation des fonctions algébriques qui
lui donne le nombre de classes. Ce sont enfin les équa-
tions modulaires qui le conduisent a la résolution de
I'équation du cinquiéme degré. Pendant des années, il
rivalise avec Kronecker pour déduire de la théorie des
fonctions elliptiques les plus riches conséquences
arithmétiques.

Inversement, par I'arithmétique, il pénéire profon-
dément dans la théorie des fouctions ; I'étude des groupes
discontinus lui livre les propriétés de la fonction modu-
laire. C’cst cette méme érude qui devait engendrer plus
tard les fonctions automorphes a une ou plusieurs
variables (fonctions fuchsiennes, hyperfuchsiennes,
hyperabéliennes, etc.), dont la découverte est une des
plus précicuses conquétes des Mathématiques contem-
poraines.

Dans le domaine de I’Analyse proprement dite, il a
renouvelé la théorie des intégrales eulériennes, créé la
théorie de I’équation de Lamé, dont les applications a
la Mécanique, a I'Astronomie, a la Physique mathé-
matique sont si nombreuses.

Est-il besoin de rappeler enfin la belle formule de
décomposition en éléments simples (d’apres leurs
infinis) des fonctions trigonométriques et elliptiques,
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formule qui livre la fonction toute préte pour I'intégra-
tion comme une fraction rationnelle décomposée en
éléments simples?

Mais la découverte d’Hermite qui surpasse toutes les
autres, c’'est la démonstration de la transcendance du
nombre e, démonstration qui, a peine modifiée,
entraine la transcendance du nowmbre m, c’est-a-dire
Pimpossibilité du fameux probléme de la gquadrature
du cercle. Les nombres algébriques (nombres délinis
par une relation algébrique a coefficients rationnels)
forment une classe si dense (u’il semblait presque
impossible de trouver un critérium assez subtil pour
permetire de discerner si un nombre tel que e ou =« est
algébrique ou transcendant. Ce critérium, c’est dans
la théorie généralisée des fractions continues qu’Her-
mite a su le découvrir, et sa méthode sera admirée
tant que des hommes existeront capables de comprendre
la notion du nombre.

La carriére d’Hermite est connue de tous les hommes
de science. Né en Lorraine, a Dieuze, le 24 dé-
cembre 1822, membre de I’Académie des Sciences
en 1856, maitre de conférences a I’Ecole Normale
de 1862 a 1869, professeur a I'Ecole Polytechnique
en 1867, professeur d’Algébre supérieure ala Sorbonne
en 1869, il a occupé cette derniére chaire jusqu’en 1897.
Son cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, dont le
premier Volume sculementi a été publié, est un chet-
d’ceuvre de profondeur ct de concision. Les quinze der-
niéres années de son enseignement a la Sorboune ont
été consacrées a la Théorie des fonctions analytiques
d’aprés Weierstrass : mais au lieu de s’attacher éiroite-
ment, comme l'illustre analyste allemand, a4 'unique
méthode des séries entiéres, Hermite a fait appel a
toutes les ressources des méthodes de Cauchy, donnant
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ainsi a la doctrine une briéveté et une élégance incompa-
rables. C'est dans le Cours autographié d’Hermite,
remanié a fond chaque année, que toute la jeune école
des mathématiciens francais a appris I’analyse. On peut
dire que, dans le propre domaine de Weierstrass,
Penseignement d’Hermite a suscité peut-étre plus de
travaux que l'enseignement de Weierstrass lui-méme.

Parmi les mathématiciens de tous les temps, il en
est peu qui aient exercé une influence directe compa-
rable & celle d’Hermite; il n'en est pas dont I'ceuvre
soit plus sirement impérissable.

[M21b]
POINTS MULTIPLES DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. LANCELOT.

Nous ne nous sommes, jusqu’ici, occupés que des
points simples, c¢'est-a-dire des points de la surface

Sz, y,3)=0

pour lesquels les trois dérivées partielles £, f,, f, ne
sont pas toutes trois nulles.

Points doubles. — Supposons que, pour un point M
de la surface, les trois dérivées partielles s’annulent.
L’équation aux A des points d'intersection de la surface
¢t d’une droite passant par M est alors

A2
E(ufﬁr“‘ "f;-'*' w 1)

A3
- 1-2.3(uf';"+vf5‘+wff:)(a)+...‘.: !
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et elle a toujours au moins une racine double nulle.
Toute droite passant par M y coupe la surface en deux
points confondus.
Supposons que le coefficient de A2 ne soit pas iden-
tiquement nul, ¢’est-a-dire queles six dérivées partielles

"

du second ordre fia, fisy [, frys frzs fax ne soient pas
toutes nulles. En général deux points sculement de Pin-
Lersection serout confondus en M : le point M est dit
point double.

Un troisiéme point viendra se confondre avee les deux
premiers, si 'on prend une droite dont les paramétres
directeurs satisfont a P’équation

(uflet+vfy=+wfl)z=o.

Unetelle droite estdite tangente a la surface du point
double M, et y coupe la surface en trois points con-
fondus. En un point double, il y a donc une infinité
de tangentes formant un cone du second degré, ayant
pour équation
(X =@ fast (Y— )2 fyat (L—3)2fz

+2X—2)Y—y) fry
+2(Y =L — 3) fip+2(L —3)(X —2) frr=0.

Divers cas sont a considérer suivant la nature de ce

cone. Soit, en général, un cone du second degrs
A2+ A'y2+ A"z2+2Byzs +oB sz +2B"zy = o.

Décomposons cette forme quadratique en une somme

de carrés. Il vient

%(A’xz—o- 2AB 2y +~2AB' 2z + B2y2+ B232+ 2B 'B"y3)

B'2 BIB// BI2
L 2 ‘ —_—— r_
+<A A>y +).<B 1 >yz+<A A>z

ou
1

1 [(Az +B"y +B'z)t+a"y2+ a' 22+ 3b yz|,
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les petites lettres désignant les mineurs des éléments
correspondants du éterminant

A B B
A=|B" A" B |.
B B A

Achevons la décomposition en carrés, il vient

—l_ ” ’ 2 L ” 2 ,—g_,_-z 2-.
A[(Az+B_y+Bz)+a,,(a,}’+bz)‘r‘<a au)z H

/

.. . a'a — b2 R .
le coeflicient de z2 est ———— ou, d’aprés un théoréme

, . .. AA
connu sur les déterminants adjoints, - On a donc

1/ B 1 AA

3 (\(Ax + By + B'z)2+ o (a"y +bz)2+ —(—l-:-z2>.

Pour que le e¢odne soit imaginaire, il faut et il suffit
q 8

que les trois carrés soient de méme signe, ou que
a’"> o, AA >o.

En opérantla décomposition dans un autre ordre (en

commencant par d’autres variables), on aurait trouvé :

1° En commencant par x, et continuant par y d’a-
bord, puis par 3,
a”> o, AA >o,
a' > o, AA > o;

2° En commencant par y, et continuant par z, puis
par x,
a > o, AA"> o,
a"> o, AA">o0;

3° En commengant par z, et continuant par x, puis
pary,
a > o, AA"> o,
a > o, AA"> o.
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Donc, si le cone est imaginaire, a, a’, a” sont posi-
tifs; et A, A, A’; A” sont de mée signe.
Je dis que les conditions @>>o0, @'> o entrainent
toutes les autres, car elles s’écrivent
A'A"—B2> o, A’A — B> o,

et, B2 et B2 étant positifs, entrainent

A'A"> o, A"A > o.
Mais
A'A" > B2, AA" > B2,

Multiplions
AA’A’2> B2B".

Donc A A’ est positif; et A, A/, A” sout de méme
signe.

Je dis que a” est positif. En eflet
q p )

a”:AA'—'- Br/g;

or
,_ BB
AN >~
d’ou
2B'2— B"2A"2
AA/— B~ D2BZ—BTAT

A"
et il faut montrer que

B2B”—B"A"”> o;

or,
a2 A B
d’ou
2B’2
s BB
Il suffit donc de montrer que
S 5 L

AAY
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or ceci équivaut, AA’ étant positif, a I'inégalité sup-
posée :
AA'— B"2>o0.
Donc a” est positif.
Enfin, on sait que

AA = a'a" — b2, AA' =a"a—b"? AA"= aa'— b"%;
d’ou
A*AA = (a'a’— b?) (a’a — b'2)
et ainsi de suite. Les produits AA’ éiant positifs, les

quantités (a'a” — b2), ... sont toutes de méme signe.
Comme (déterminants adjoints)

A?a = (a'a" — b?)

et que a est posilif, elles sont toutes trois positives,
et A A est positif.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
cone du second degré soit imaginaire sont que deux des
trois mineurs a, a', a” soient positifs : le troisieme 'est
alors aussi.

Le cone des tangentes en un point double sera donc:

1° Imaginaire si les trois mineurs de fr., £, f;. dans
le déterminant des dérivies secondes sont positifs ; ce
déterminant est

f:" f’*i] ;‘:
D=\|fo fro Sy:|
s ;: f-"",’

et le cone sera imaginaire si

Sofa—fp>0,  fafi—fii>o0,  fufp—fi>o0;

on a alors un point double a tangentes imaginaires.
2° Le cone des tangentes sera réel, si deux au moins
des trois quantités précédentes sont négatives. On
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verrait facilement que la troisiéme est alors forcément
positive. On a alors un point double a tangentes réelles.
Si Je déterminant D est différent de o, le cone des
tangentes est un cone propre du second degré. SiD= o,
c’est-a-dire si

f”" " "
2 xy xs
" " i
xy .f:v’ yz | = 0y
" " "
x3z fyz 52

ce cone s¢ décompose en deux plans tangents a la sur-
face en M, plans qui peuvent éwre confondus.

Donc cing sortes de points coniques :

. , un cone tangent réel
1* Un point double réel & T
deux plans tangents réels;

. . un cOne tangent imaginaire,
2° Point double a tan- . L.
. L. deux plans tangents imaginaires,
gentes imaginaires

— e —

un plan tangent double.

Exemples :

I. 28 =22+ y*—z2. — La surface a un cdne tan-
gent réel a 'origine. Comme
’

Sr= 2, fy=2y, fi=—3z2—23,

ces équations sont satisfaites pour

sz:O,
Zx = 0, Yy =0,

o

Le point (z =0, ¥y =0, z=0) est sur la surface,

3
qu’un seul point double a tangentes réelles.

le point (x =0,y =o0,5=— 2 ) n'y est pas : elle n’a
P Y yestp

II. z22=x*+ y2+ z2. — Cette surface a un seul
point double, T'origine, qui est un point double a tan-
gentes imaginaires.



(59 )
Il z23=x2— y2:

Je=22z, fi=—2y, fr=—33% .

Donc, la surface a pour point double lorigine,
avec deux plans tangents réels; c’est son seul point

double.

IV. z3=x?+ y2. — La surface a pour point double
I'origine, avec deax plans tangents imaginaires; c’est
son seul point double.

Remarque. — Soit une surface f(x, ¥, z2) = o0. Ses
points doubles satisfont a quatre équations, celle de Ia
surface, et les équations

f.é:()y .f}ﬁ:()v :f=0,

En général, ces quatre équations sont incompatibles,
et, en général, une surface n’a pas de point double.

Il peut arriver que les quatre équations aient un
nombre fini de solutions communes, et qu’il y ait un
certain nombre de points doubles; ou méme une infi-
nité de solutions communes, et que la surface ait une
ligne de points doubles.

Je dis que, en tout point double appartenant a une
ligne double, le cone des tangentes est décomposé en
deux plans. En effet, si la surface a une ligne double,
les trois surfaces f, =o0, fy=o0, f/=o passent par
cette ligne double. Cherchons la tangente a cette ligne
double : elle est située dans les plans tangents a ces
trois surfaces auxiliaires, plans qui ont pour équations

(X —a) fis + (Y — ) [+ (L—3) faz=o,
(X_z')f.;‘y"*— (Y_)’)f.)"” +(Z—z)f”:. =0,
(X =) fiy+ (Y —y) fyz+(L—3)far =o0.
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Ces plans doivent passer par une méme droite; il
faut que le déterminant de leurs coefficients soit nul ou
que

" i "
s zy Jzxz

g:y fJ’Z’ f;lylfz =0,

" 1" "
x3z ¥z f 22

ce qui exprime précisément que le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. La droite commune a ces
deux plans est la tangente a la ligne double.

En résumé, en un point double d’une surface, toute
droite passant par ce point coupe la surface en deux
points confondus. Il y a une infinité de tangentes cou-
pant la surface en trois points confondus, ce sont celles
dont les paramétres directeurs satisfont a I’équation

(1) (ufip~+ofy+ wfi)e = o.

L’équation aux A des points d’intersection d’une tan-
gente en un point double avec la surface se réduit a

— g(uf;—% ofy+wfi)s +...=o.
Considérons, en particulier, les tangentes dont les
parameétres directeurs satisfont a I'équation

(2) : (ufz—+of y+ wf)a)-

On a, pour déterminer une telle tangente, les deux
équations (1) et (2), ou les inconnues sounl les trois
quantités homogenes u, ¢, w; I'une est du deuxiéme,
l'autre du troisiéme degré; et, par suite, il y a six tan-
gentes, en général, satisfaisant a ces conditions.

Pour une quelconque de ces six tangentes, le premier
coefficient non nul de I'équation en A étant celui de A4
(en général), un quatriéme point de I'intersection vient
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se réunir aux trois premiers. Donc il existe, en général,
en un point double d'une surface, siz tangentes oscu-
latrices ayant en commun avec la surface quatre points
confondus avec le point double.

Si la surface est du troisi¢me degré et posséde un
point double, ces six tangentes particuliéres, ayant
quatre poims communs avec la surface, sont situées
tout entiéres sur la surface. Donc, si une surface du
troisiéme degré a un point double, elle contient six
droites passant par le point double.

[l pourrait arriver que I'équation (2) fit une consé-
quence de I’équation (1). Dans ce cas, pour toute tan-
gente a la surface au point double, le coefficient de A3
s’annulerait et toute tangénte serait osculatrice. On
pourrait alors choisir les paramétres directeurs de la
tangente de facon a annuler le coefficient de A

I
Z(ufﬁv—*— ofy+ ®f)w)-

On aurait alors deux équations en u, v, w du deuxiéme
et du troisiéme degré qui détermineraient quatre tan-
gentes surosculatrices, coupant la surface en quaire
points confondus.

Nous n’insisterons pas sur cette singularité.

Intersection de la surface et d’un plan passant par
un point double. — Soit

a(X—2)+6(Y—y)+c(L—3z)=0

I’équation du plan passant par le pointdouble M (x, y, z).
Une droite quelconque de ce plan a pour équation

X—2r Y—y Z—z

=,
u (4 w
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avec la condition

au —+ by + cw = o,

ct coupe la surface (et par suite sa section par le plan
donné) anx points dont les X sont racines de I’équation

1 .
@y, 5)+ § (Wit ofy - f)
2
+Tz(uf;"—*_vf}l'—*-wfé)(?)'*—...:o;
or,
fla,y.5)=0, fi=o, fy=o, fi=o,

puisque le point xyz est un point double de la surface.
Cette équation a toujours deux racines nulles.

Donc, toute droite passant par le point double M et
située dans le plan de la surface v coupe la section en
deux points confondus : toute section de la surface par
un plan passant par M est un point double de la
section.

Si T'on choisit la droite telle que

(wfr—+ "f}‘*‘ wfl)z =0,

c’est-a-dire si on la prend sur le céone des tangentes,
elle coupe 'intersection en trois points confondus en M
ct, par suite, les deux tangentes a la section en M sont
les intersections du plan tangent et du céne des tan-
gentes.

Si le cOne des tangentes est imaginaire, les tangentes
a la section sont imaginaires et la section a nécessaire-
ment au point un point double isolé.

Si le cOne des tangentes est réel, les tangentes a la
section peuvent étre réelles ou imaginaires, et la section
peut présenter un point double réel ou isolé. Si le plan
sécant est tangent au coue des tangentes, les deux tan-
gentes a la section sont confondues et la section présente
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un point de rebroussement. Le plan est dit alors tan-
gent a la surface au point double M; et I'on voit que::

Tout plan tangent & une surface en un point double
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de
rebroussement.

Ces résultats restent vrais si le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. Les plans tangents a ce
cone sont alors remplacés par les plans passant par la
droite commune aux deux plans. Si les plans sont
imaginaires, toute section plane passant par le point
double y présente un point.double isolé: sauf les sec-
tions par des plans passant par la droite 1-éelle commune
aux deux plans, qui ont un point de rebroussement.
Un exemple de cette singularité est fourni par la. sur-
face engendrée par la révolution d’une parabole semi-
cubique autour de sa tangente de rebroussement; cest
la surface déja citée plus haut :

3= 2+ y2.

Si les plans tangents sont réels, les sections par des
plans quelconques passant par le point double y pré-
sentent un point double réel, sauf par ceux qui passent
par la droite d’intersection des deux plans, lesquels
présentent un rebroussement.

Siles deux plans tangents sont confondus, les sections
par des plans passant par le point double y présentent
toutes un point de rebroussement; un tel point sera
dit point de rebroussement de la surface.

Reste 4 voir comment les deux plans tangents eux-
mémes coupent la surface. Les plans tangents forment
le lieu des droites telles que

(W fot 0 fy+ @ f2)a=0;
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toute droite tracée dans 'un de ces plans annule le
coefficient de A% dans I’équation en A

A2
n(uf;+ Vf}//-i— ‘vfé)(n
3

1.2.3(uf‘;+ vf.';'+ sz/)(a)—ﬁ-...: 0.

Cette équation a trois racines nulles et une droite
quelconque, tracée dans un des plans tangents, et pas-
sant par le point double M, coupe la section par ce
plan en trois points confondus au moins. La section
par un des deux plans tangents coupe la surface
suivant une courbe ayant un point triple au moins.

Pour obtenir les tangeutes, il faut écrire qu’un qua-
trieéme point d’intersection de la droite et de la section
vient se confondre avec M; c’est-a-dire que I’équation
a une quatrieme racine nulle, ou que le coefficient de A3

est nul :
(ufiy + ofy+ wfi)s = o.

C'est I'équation qui détermine les tangentes oscula-
trices. Donc :

Les tangentes a la section par un des plans tangents
en un point double & céne de tangentes décomposé
sont trois des six tangentes osculatrices et il y a trois
de ces tangentes dans chacun des deux plans.

Si l’équation

(wfe+vfy +wfi)s=o0
était une conséquence de ’équation

(ufz +ofy + wfi)s = o,

la section par un de deux plans tangents présenterait un
point quadruple. Plus généralement elle pourrait pré-
senter un point multiple d’ordre quelconque.
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Remarque. — On désignera les points doubles a
cones de Langentes sous le nom de points coniques; ceux
a deux plans tangents sous le nomn de points doubles;
ceux a un point langent sous le nom de point de re-
broussement.

Points multiples. — 11 peut arriver, plus généra-
lement, que, par un point M(x,y, z) de la surface,
toutes les dérivées successives d’ordre 1,2, ..., (p —1)
s'annulent. L’équation aux A des points d’intersection
de la surface et d’une dreite passant par M se réduit a

AP ,
o1 (ufy +of 4+ wfi )i,

A1

— (ufe+ ofy +wf)prn+...= o0,

+
(p-+1)!

et a p racines nulles. Une droite quelconque passant
par M v coupe la surface en p points confondus. Le point
est dit multiple d’ordre p.

En nommant tangente en M une droite passant par
M ety coupant la surface en (p + 1) points confondus,
on Lrouve alors un cone d’ordre p lieu de tangentes, ces
tangentes étant définies par 'équation

(wfe—+ofy = wfi)m=o,
etp (p -+ 1) tangentes osculatrices définies par 'équation
précédente et I'équation
(ufr—+ of 4+ ®f2)p+1) = 0.

Le cone des tangentes pourra se décomposer, et com-
prendre un certain nombre de plans.
Ou verrait, comme précédemment, que :

1° La section par un plan qucleonque passant par M
présente en M un point multiple d’ordre p, les p tan-

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Février 190).) 5
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gentes étant les génératrices d'intersection de son plan
et du cdne des tangentes.

2° La section par un plan tangent au cbne des
tangentes présente un point multiple d’ordre p, deux
des p tangentes étant confondues, de sorte que deux
des p branches de courbe se réunissent et leur en-
semble prend I'aspect d’un point d’inflexion. Si le cone
présente des génératrices doubles, il faut ajouter aux
plans tangents ceux passant par ces génératrices.

3¢ Si le cone se décompose et comprend un plan, ce
plan coupe la surface suivant une courbe ayant un point
multiple d'ovdre p 41, les tangentes étant p 4 1 des
tangentes osculatrices, qui se trouvent alors dans ce

plan.

[L:14ax]
NOTE SUR LE THEOREME DE PASCAL DANS L'ESPACE;
Par M. J.-E. ESTIENNE.

Nous avons publié autrefois (') une étude sur la
relation géométrique entre dix points d’une quadrique
ou neuf points d’une quartique, ou huit points asso-
cies, c’est-a-dire tels que toute quadrique passant par
sept d’entre eux passe forcément par le huitieéme point.
Pour cette derniére relation seule, entre huit points
associés, nous avons trouvé une forme pascalicune :

S8i un octogone gauche a ses huit sommets associés,
ses faces opposées se coupent suivant quatre droites
qui sont sur un méme hyperboloide.

(') Nouvelles Annales, 1885, p. 131.
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Ayant eu récemment l'occasion de réfléchir de nou-
veau sur cette question de I'extension du théoréme de
Pascal a P'espace, nous avons rencontré quclques pro-
positions qui, sans prétendre a la souveraine élégance
de I'hexagramme mystique, peuvent intéresser les ama-
teurs de Géométrie.

Les voici briévement résumées :

1° Généralisation d’un théoréme de Hesse. — Etant
donné un hexagone gauche ABCDEF et un point P,
(fig. 1), si Pon méne par ce point les trois droites ad,

be, cf qui s’appuient sur les colés opposés de 'hexa-
gone, on sait que les cotés de I'hexagone abedef sont
six génératrices d’'un méme hyperboloide Hy que nous
appellerons hyperboloide de Hesse.

Le théoréme de Hesse consiste en ce que les deux
hyperboloides Hy et Hy correspondant a deux points Py
et Py associés aux six points A, B, C, D, E, F sont
identiques.

Ce théoréme est un succédané non pascalien de celui
que nous venons de rappeler.

Il comporie deux généralisations :

a. Si H,, H, et H, sont trois hyperboloides de Hesse

correspondant a trois points Py, P, et Py situés sur une
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quartique circonscrite a ’hexagone ABCDEF, ces trois
hyperboloides ont une infinité de plans tangents com-
muns,

b. Si H,, H,, H, et H, sont quatre hyperboloides de
Hesse correspondant a quatre points Py, Py, Py, Py,
appartenant a une méme quadrique que les sommets de
I’hexagone ABCDEF, ces quatre hyperboloides ont
huit plans tangents communs (dont les six faces de
I’hexagone).

Ces généralisations comportent de nombreux corol-
laires plus ou moins intéressants, en particulier un
mode de génération de la surface du second ordre pas-
sant par neuf points quelconques.

2° Relation entre une generatrice et sept points
quelconques d’une quadrique. — Une telle relation
présente un intérét particulier parce qu’appliquée deux
lois clle donne la relation double qui lie neuf points
quelconques d’une guartique. Il suffit, en effer, de
remarquer que, si neuf points sont sur nne quartique,
sept quelconques d’entre eux et la droite qui joint les
deux autres sont sur une quadrique.

Nous avons rencontré deux formes simples de cette
relation, sans pouvoir d’ailleurs en déduire une forme
symétrique pascalienne.

Tueorkme I. — St sept points A, B, Py, Py, Py, Py,
Py et une droite D sont sur une quadrique, il en ré-
sulte gue cing certaines droites, telles que o, By, fort
aisées a construire, rencontrent une méeme droite.

La droite a, 3, joint les points «, et §; ou les droites
P, A ct P, B rencontrent deux plans tixes passant par
la génératvice D et d’ailleurs arbitraires.
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La démonstration géométrique est fort simple :

Les deux plans arbitraires passant par ) coupent la
quadrique suivant deux génératrices a et b. Cousidé-
vons le plan P, AB et soient Dy, a, et &, les intersec-
tions de ce plan avec les trois génératrices D, a et b

(fig. 2).

Fig. 2.

K" P
\\
/ ~

Ny’ N
A /
\/p‘

D!

Les six points Py, A, B et Dy, a,, b, sont sur une
méme conique, intersection de la quadrique avec le
plan P,AB; donc, d’aprés le théoréme de Pascal, les
droites A b, et Ba, se coupent sur la droite «,f, ou,
autrement dit, la droite «, B, rencoutre 'intersection
des denx plans A b et Ba, c’est-a-dire une droite fixe
quel que soit le point P, sur la quadrique.

Tutorime lI. — La relation qui suit ne fait inter-
vemir que des plans et des droites directement dé finis
par les données; elle consiste en ce que quatre certains
plans passent par un méme point.

Lemme. — 8i par quatre points d’une biquadra-
tigue gauche fixe, situés dans un méme plan A et par
trois points fixes quelconques on fait passer une qua-
drique, les quatre nouveaux points d’intersection de
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la quadrigue et de la biquadratique sont dans un
méme plan X qui passe par un point fixe quelle que
soit la quadrique.

Ce lemme, analogue au lemme classique qui sert
habituellement a démontrer le théoréme de Pascal en
Géométrie analytique, s'établit de la méme manieére :

Soient Iy et F, deux quadriques dont Iintersection
donne la biguadratique considérée; I'équation générale
des quadriques passant par Uintersection des plans A
et X avec la courbe donnée est

)\1F1+)\2F1+AX = 0,

Ay et hy étant deux paramétres avbitraires.

En écrivant que cette quadrique passe par les trois
points donnés et éliminant A, et Ay entre les trois équa-
tions ainsi obtenues, on a une relation Jdu premier
degré entre les coefticients du plan X, ce qui prouve
que ce plan passe par un poiunt fixe.

Soient maintenant une droite D et sept points Py,
P,, ..., P; d'une méme quadrique. Joignons P, P, et

Fig. 3.
D
0, D,
Py Py
o
P, P,
P . P
5 \P‘ 7

menons ( fig. 3) par Py et par P, les deux droites Dy
et D, s’apppuyant sur D et sur P, P,. D’aprés le lemme,
toutes les quadriques passant par P, et D (ce qui équi-
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vaut 4 quatre points) et par les trois points Py, Py, Py
coupent les droites Dy, D, et P, P, (qui avec la droite D
constituent une quartique) en trois nouveaux points
dont le plan passe par un point fixe évidemment situé

dans le plan Py P, P;.
En considérant, par exemple, la quartique constituée
par les deux plans P, PgPg et P; D, on obtient un plan X

qui passe par les trois points suivants :
Premier point :
Intersection du plan P;D et de la droite P;P,;
Deuxiéme point :
Intersection des trois plans P, PsP;, P, P,P;, P3D;
Troisieme point :
Intersection des trois plans P,P;Ps;, P,P,P,, P.D.

On peut donc dire que, si une droite D et sept points
Py, P,, ..., P; sont sur une méme quadrique, quatre
plans, faciles 4 déterminer d’apres les données passent
par un méme point.

Ces quatre plans sont par exemple :

Premier plan :
PsPgPy;

Deuxiéme plan :

(P,D,P,P,), (P,P;Ps, P,P,P;,P3D), (PPsP;, P,P,P,,P,D);
Troisiéme plan :

(P;D, P, P,), (P,P¢P; P,P,P;,P;D), (P,P;P;,P,P,P,,P,D);
Quatriéme plan :

(P¢D, PyPy), (P,P;P;, P PyP; P;D), (P;P;Ps, P,P,P,, P,D).
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Il semble que la forme pascalienne, si elle existait
pour les neuf points d’une quartique, résulterait assez
simplement de ce qui précéde; nous n’avons pas réussi
a la mettre en évidence.

Relations métriques. — Nous avons essavé, sans
succes, en suivant la voie ouverte par les théorémes de
Carnot et de Chasles, de trouver quelque relation mé-
trique simple entre les éléments fournis par dix< points
quelconques d’une quadrique.

Nous croyons cependant devoir signaler le théoréme
suivant qui donne une relation wmétrique forl simple
pour exprimer que deux triangles sont inscrits ct par
suite circonscrils 4 une méme conique, relation qui,
croyons-nous, n’a pas été remarquée daus les nombreux
travaux publiés sur cetle question.

TueorEmMe. — ST par n points Ay, As, ..., Ay non
en ligne droite, on peut faire passer les cotés a oy,
Ay, ... et 2oy, alal, ... de deux polygones plans
ou gauches, inscrits dans une quadrique, les produits
segmentaires

Ajay Agay

A,Tz.z Agay
et .

Aoy Ay

Al Ayag

sont inverses 'un de [’autre.

Joignons, en effet, les poiuts homologues o,
ayay, ... (fig. 4). Nous formons ainsi un polygone
gauche dont les sommets sont aux points Py, Py, ..., P,.
(Pour que ce polygone existe, ne se réduise pas a un
point, il faut que les points Ay, A,, ... ne soient pas
en ligne droite, d’ou la restriction de I'énoncé.) Les
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cOLés successifs de ce polygone sont coupés anx points
a4 %y, Bpdy, -.. par la quadrique. Larelation de Carnot
donne donc

T B T T =...=1.

Or, en considérant le triangle a, ay Py coupé parla trans-

Fig. 4.
Cl

"o yul e trl o o > 3 s .
versale o, o}, puis le triangle o o, coupé par la trans
versale oy, ay, on a

Ajog ai Py 2ya, -1
Ajay 2yoy 2, Py

et
! !
Aol oy Py agaf

AlCl'.Z d,dll 012P1

’

d’ou l'on tire, en multipliant,

Ajay A2 Pyay. Pyaf (a,a'l >2.
b

1 !
Ay Agd, Pya, Py \a2d

on aurait de méme

Asas Aszy  Pyag.Poaly fapa)\2
Agay Apa} Pyay. Pyay \azaj

Etc., ete.
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En faisant le produit membre 4 membre de ces éga-
lités et tenant compte de la relation de Carnot écrite
plus haut, le second membre est égal a 1, ce qui dé-
montre le théoréme.

Corollaire 1. — Si les cotés de deux triangles ABC
et A’B'C’ se coupent deux a deux aux points a, B, ¥
(fig. 3), non en ligne droite, la condition nécessaire

Fig. 5.

et suffisante pour que les deux triangles soient inscrits

by

ou circonscrits & une conique est que dans chaque

. . . 2B BC YA .
triangl S uits segmentalnres — —— — Ssolen

iangle les prod g 2C BA YB t
inverses.

Corollaire II. — Toute quadrique circonscrite a un
pentagone gauche coupe un plan quelconque suivant
une conique astreinte a une condition. Le théoréme
précédent donne une forme de ceite condition : En
appelant a, 3, v, 8, ¢ les points d’intersection des cotés
du pentagone ABCDE et du plan ( fig. 6), on sait que

I'on a

k)
©

RI|R
ol &
€~}
=

I

1

Si donc A’'B'C'D'E’ est un pentagone du plan, dont les
pentag P
cOtés passent par les points 2, 8,7y, 6, ¢, avec la condi-
tion
aC’ BD’
;—l—)" —ﬁ—E_, =...=1,
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la conique déterminée par les cinq points A/, B/, C/,
D', E' est sur une quadrique passant par les cinq

points A, B, C, D, E.

Corollaire IIl. — Si par cinq points d'un plan on
fait passer les cotés de deux pentagones gauches quel-

Fig. 6.

conques, leurs dix sommets sont toujours sur une
méme quadrique, car les produits segmentaires, étant
pour chaque pentagone égaux a 1, sunt mverses.

Ce dernier théoréme n’est pas nouveau; nous le
citons a cause de la simplicité de la démonstration.

BIBLIOGRAPHIE.

InTrODUCTION A LA GEOMETRIE GENERALE; par M. G
Lechalas. — In-16 (58 pages). Paris, Gauthier-Villars,
1904.

Cet opuscule est une apologie de la Géométrie générale
contre les euclidiens et contre certains non-euclidiens. L’auteur
rappelle d’abord certaines notions de Géométrie euclidienne
a une, deux et trois dimensions, notamment la définition in-
trinséque de la courbure, pour en préparer la généralisation;
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puis il expose les éléments de la Géométrie a quatre dimensions,
qui n’est pas une simple construction analytique, mais une géné-
ralisation nécessaire de la Géométrie classique, car celle-ci,
confinée dans les trois dimensions, forme un systéme clos, et
il importe d’en sortir pour mieux connaitre les propriétés de
I'espace euclidien. Si elle ne correspond a aucune intuition
réelle, elle correspond du moins a une intuition possible.
L’auteur étudie avec soin le fait de quatre droites perpendi-
culaires entre elles au méme point, puis les sphéres a trois
dimensions et leur retournabilité dans un espace sphérique de
méme courbure. Il soutient alors (contre MM. Mansion et
Barbarin, qui n’admettent pas de Géométrie a plus de trois di-
mensions) que les plans de Riemann sont, non seulement ana-
logues, mais identiques aux sphéres d’Euclide. Si celles-ci ne
sont pas retournables, c’est qu’on les considére dans I'espace
euclidien. Enfin I'auteur fait une étude analogue de P'espace de
Lobatchevsky, et explique ce paradoxe, que deux points donnés
peuvent étre joints par une droite aussi courte que I'on veut, en
choisissant convenablement I'espace & courhure négative ou
I'on méne cette droite. En somme, le différend entre M. Le-
chalas et les auteurs qu’il combat se réduit a cette question :
doit-on considérer comme identiques des espaces isométriques,
¢’est-a-dire indiscernables par leurs propriétés intrinséques?
Kn tout cas, on ne peut les discerner qu’en les plongeant dans
un méme espace qui les contienne tous; et alors on peut dire
que ce ne sont plus des espaces, mais des figures de cet espace
supérieur. Il semble que la question se réduise en fin de compte
a une question de mots.

Anxuater pu Bureav pes LoxciTupgs pour 19od. —
In-16 de prés de 800 pages avee tigures. Prix @ 1ff, 50
(franco, 1f,85). Paris, Gauthier-Villars.

La librairie Gauthier-Villars vient de publier, comme
chaque aunée, l'dnnuaire du Bureau des Longitudes
pour 1903. GCe petit Volume compact contient, comme tou-
jours. une loule de renseignements indispensables a I'ingé-
nieur ¢t a 'homme de Science. Signalons tout spécialement
cette année la Notice de M. P. Harr, Ezplication élémen-
taire des marées.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE APPLIQUEE.

Lille.

EPREUVE ECRITE. — 1. Mode de fonctionnement des em-
brayages par céne de friction dans les voitures automo-
biles.

II. Effet de linertie de la bielle sur le couple moteur,
dans le cas d’une machine a vapeur.

EPREUVE PRATIQUE. — Une automobile pése 1000*¢ et a son
centre de gravité dans le plan médian longitudinal a une
hauteur de o™,80. La vole est égale a 1™, 20, [’empatte~
ment a 2™,60, le diamétre des roues a o™,g95. Les roues de
chaines ont trois fois plus de dents que les pignons de
chaines, et les engrenages coniques du différentiel deux
fois plus que les pignons satellites.

Le moteur fait 1200 tours a la minute; son arbre, y
compris les volants, les cones d’embrayage et divers en-
grenages, peése 100% et a un rayon de giration égal
a o™, 20. )

1° La voiture quilte une ligne rectiligne AB pour en-

A//—“_N'\

]

trer, avec une vitesse de 30*™ & l’heure, sur un cercle CD
de 30™ de rayon.

La route étant trés encombrée en B, l’arc de raccord BC
est seulement égal a trois fois l'empattement.

On demande de déterminer l’accélération angulaire
moyenne des pignons satellites pendant le virage.

2* Déterminer la fraction de charge qui se reporte,
pendant la marche, sur ’arc de cercle CD, de l’intérieur
de la courbe a Uextérieur, a cause de la force centrifuge,
en tenant compte de Ueffet gyroscopique du volant.

(Novembre 1904.)
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Montpellier.

EpREUVE ECRITE. — Une barre infiniment mince, recti-
ligne, homogéne et pesante, se meut sans frottement sur
la surface latérale d’un céne de révolution. Ce céne est
Size, son aze est vertical, et son sommet est situé en des—
sous du plan de la base.

1° Trouver les équations qui déterminent le mouvement
de la barre;

2¢ Etudier le cas particulier ot le mouvement de la
barre, a l’époque initiale, se réduit a une rotation autour
de l'are du cone, et ou l'on a la relation

28 cosh = w2rysin2b,

0 étant le demi-angle du céne, r, la distance initiale du
sommet du cone au centre de gravité de la barre, » la vi-
tesse angulaire initiale de la barre, g l'accélération due
a la pesanteur.

EPREUVE PRATIQUE. — Un vase parallélépipédique
ABCDEFGU, dont les arétes AB, DC sont dans un méme
plan horizontal (de méme EF et GH), est construit de telle
sorte que la face ADEG soit mobile, comme pouvant tourner

A 1A 8
o \xo c
£ .
3 F
G
G H

autour de l'aréte fire EG, en glissant a frottement doux
entre les parois latérales qui sont prolongées, comme l’in-
dique la figure, l’angle a variant de 9o° a o°.

On remplit complétement le vase de liquide, alors que
la paroi mobile est verticale (a = go®), puis on abaisse
celle-ct lentement.

Pour une valeur de a, quelles sont :

1° La hauteur h du liquide dans le vase ;
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2° La position du centre de pression du rectangle noyé
de la paroi mobile.

Enfin, connaissant ledit centre de pression, on expri-
mera sa position a l’aide de coordonnées et l’on determi-
nera son lieu lors de la variation continue de a.

(Novembre 1904.)

Paris. .
EPREUVE ECRITE. — Principes de la flexion des poutres.
EPREUVE PRATIQUE. — Travaux de laboratoire.
(Juillet 1903.)
EPREUCVE EeRITE. — [. Exposer le role des couples d’élé-

ments cinématiques et leurs propriétés, lorsqu’on les con-
sidére, soit en euxr-mémes, soit dans leurs rapports avec les
chaines dont ils font partie. Exemples.

I. Qu’appelle-t-on tensions principales?

EpREUVE PRATIQUE. — Epure de statique graphique.
(Juillet 1904.)

EpREUVE ECRITE. — L. Assemblage de deuzx corps.
Moyens de le réaliser. Assemblages apparents. Exemples.

II. Propriétés de la déformation homogéne. Déforma-
tion pure et rotation. (On ne développera. les calculs que
dans le cas de la déformation infiniment petite.)

EPREUVE PRATIQUE. — Travauz de laboratoire.
(Octobre 1904.)

CERTIFICATS D'ASTRONOMIE.

Toulouse.

EpREUVE ECRITE. — 1. Exposer la méthode de Gauss pour
la résolution de l’équation de Képler ’

u—esinu =M.
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La comparer & ’application de la méthode de Newton.

II. Un miroir plan est fixé invariablement a un axe
contenu dans son plan et paralléle a l’are du monde
d’un certain lieu. Cet axe peut tourner sur lui-méme, en
entrainant le miroir, comme l’are horaire d’'un équa-
torial.

1" Quelle vitesse de rotation doit-on donner au miroir
pour que les rayons émanés d’une étotle se réfléchissent
toujours suivant la méme direction, [’étotle étant entrainée
par le mouvement diurne.

2" Montrer qu'on peut disposer de l’orientation du mi-
roir sur les rayons incidents de facon que les rayons
réfléchis soient horizontaux.

3 Montrer que, si les rayons réfléchis d’uvNe étoile ont
une direction fixe, il en sera de méme pour les rayons
réfléchis de toutEs les autres étoiles. Dire U’aspect du Ciel
vu dans un tel instrument.

KEPREUVE PRATIQUE. — On a observé au méridien le pas-
sage du centre du Soleil et sa déclinaison le 1°* avril et le
1 juin 1900, et l'on a trouvé :

Différence des ascensions droites a ces

deux jours............ F 3"53™59°%, 53
Déclinaison le 1¢"avril........ e . 428317
Déclinaison le 1*" juin...... e 229 17587,3

On demande de calculer Uobliquité de I’écliptique.
(Novembre 1904.)

Montpellier.

Evrkuve Ecaite. — Théorie de la réfraction atmosphe-
rique dans I’hypothése des couches d’air sphériques et
concentriques.

On établira l’équation différentielle du probléme dans
le cas général et ’on montrera comment on peut l’inté-
grer complétement dans hypothése de Bouguer

rim = const.

(r rayon d’une des couches d’air, l indice de réfraction
de cette couche).
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Si l’on se borne a demander & la théorie l’expression
analytique de la correction '

p = atangr + btang3r + c tangsr,

comment peut-on déterminer pratiquement les coefficients
b ?
a, b, c, ...1

EPREUVE PRATIQUE. — On donne l’ascension droite et la
déclinaison d’un astre

R =2"25™ 40" 2,
) = 41"13"26",
Trouver sa longitude L et sa latitude 3.
L’obliquité de l’écliptique est
w = 23"27"¢".
N. B. — On raisonnera explicitement sur une figure et

au moyen des propriétés des triangles sphériques.
(Novembre 1904.)

Poitiers.

EPREUVE ECRITE. — |. Méthodes et instruments employés
pour obtenir le diamétre apparent du Soleil.

II. Méthode de Gauss pour résoudre par approximation
l’équation de Képler.

EPREUVE PRATIQUE. — On a mesuré la hauteur et I’azi-
mut par rapport a un signal d’une étoile connue, calculer
’heure sidérale et l’azimut du signal.

Donnees :
Ascension droite.. . .. 19" 46™ 3°
Déclinaison......... coo. = 8°36'43"
Latitude du lieu......... —+ 36°35" 5
Hauteur mesurée.. ..... 40°55" 16"
Azimut mesuré . ...... .. 29823’ 32"

L’observation précéde le passage de l’étoile au méridien.
(Juillet 1904.)

Ann. de Mathémat., }* série, t. V. ( Février 1905.) 6
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EpreuvE EcRITE. — 1. Equation du temps.

Il. Calcul de l’équation du temps pour chaque midi
moyen et pour chaque midi vrai.

III. Discussion de l’équation du temps réduite a ses
termes principaur. (Novembre 1904.)

Lille.

EPREUVE ECRITE. — Mouvement parabolique des cométes :

Eléments d’une orbite.

Calcul des coordonnées héliocentriques rectangulaires
a une époque donnée lorsque ces éléments sont connus.

Relation entre deux rayons vecteurs, la corde corres-
pondante et la différence des temps de deuxr passages.

EPREUVE PRATIQUE. — Deux étoiles A et B, de méme
ascension droite, ont pour coordonnées

{ @ =1"50"32°53, \
A) B

a =1"50™32%53,
8 =47"29'41", 4, {3

51="58°19'30", .
Une troisiéme étoile C passe au méridien apreés les deux

premiéres et forme avec celle-ci un triangle équilatéral.
On demande de calculer son ascension droite +' et sa

déclinaison ¢'. (Novembre 1904.)
Paris.
EprREUVE EcRITE. — Ewxpliquer sommairement les pheé-

nomenes de précession et de nutation.

Indiquer les changements que subissent les coordonnées
écliptiques ou équatoriales des étoiles en vertu de ces
phénoménes.

4 ’ . . .

EPREUVE PRATIQUE. — En un liew de latitude inconnue,
situé par 43°14' de longitude ouest par rapport a Paris,
on a observé la hauteur d’une étoile dont les coordonnées

sont :
Ascension droite...... ce. o A

Déclinaison ............. &

o"5™19°
2°51' 30"
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La hauteur observée est
h =57°35"11".
Enfin, un chronométre a fourni, pour le moment de
Dobservation, la valeur du temps sidéral a Paris :
0o = 4" 18™45".
On demande de calculer la latitude du lieu, sachant en
outre qu’il est situé dans I’hémisphére austral.
: (Octobre 1904.)

GERTIFICATS DE MECANIQUE CELESTE.

Paris.

EPREUVE kcRiTE. — Intégrer par la miTHODE DE JAcoBi le
probléme d’un point matériel attiré par un centre fixe
conformément a la loi de Newton.

EPREUVE PRATIQUE. — Deux planétes, en mouvement sur
un méme plan, ont respectivement pour masses, pour
grands awxes, pour excentricités, pour longitudes du
pérthélie

m, a, e w,
’
m, a, e, w.
La fonction F peut s’écrire sous la forme
F=A+B+C+ Ne2+Pe'?+2Qee cos(zv — '),

ot A est une constante dépendant seulement des masses et
des grands azes, B un ensemble de termes périodiques,
C un ensemble de termes du quatriéme degré au moins
par rapport auxr excentricités; oi enfin N, P, Q sont des
coefficients dépendant seulement des masses et des grands
axes.

On demande quelles seront les variations séculaires des
excentricités et des périhélies, en négligeant les puis-
sances supérieures des excentricités, c'est-a-dire Uen—
semble des termes désignés par C. (Juillet 1904.)
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EPREUVE ECRITE. — Exposer le principe de la méthode de
la variation des constantes.

EPREUVE PRATIQUE. — On envisage un systéme formé du
Soleil, d’une grosse planéte arnalogue a Jupiter et d’une
petite planéte. On supposera :

1° Que la masse de la petite planéte est négligeable;

2° Que les trois corps se meuvent dans un méme plan;

3° Que l’orbite de la grosse planéte est circulaire;

4 Que l’on peut négliger l’excentricité de l’orbite de la
petite planéte.

On désignera par a le grand azxe de la grosse planéte,
par m sa masse, celle du Soleil étant 1, par { son ano-
malie moyenne. Pour la petite planéte, on désignera
par a' son grand axe et par {' son anomalie moyenne.

On suppose enfin que la petite planéte est trés rappro-
chée du Soleil, de telle facon que l'on puisse négliger les

/

. o a ..
puissances supéerieures du rapport = (Cette condition

n’est pas réalisée pour les astéroides du systéme solaire.)
Dans ces conditions, on demande de calculer le coeffi-
cient de la principale inégalité de la longitude de la pe-
tite planéte dont l’argument est 2({ —U').
D’aprés ce qui précéde, on négligera le carré de m, les
r

. - a Lo
puissances supérieures de = et les excentricités.

(Octobre 190j.)

CERTIFICATS I'ANALYSE SUPERIEURE.

Lille.
EpREUVE ECRITE. — On considére la série
Si(z)+ fol3)+ f3(3) +...+ fu(3)+...,

dont les termes sont des fonctions holomorphes dans une
atre limitée par un contour fermé (C); cette série est uni-
formément convergente sur le contour (C).

Démontrer :

1° Qu’elle est convergente en tout point situé a l’inté-
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rieur d’un contour (C') complétement intérieur a (C) et
r’ayant avec (C) aucun point commun;

2" Que la somme ¢(z) de cette série est holomorphe a
Uintérieur de (C');

- , dk f,(z

3° Que la série dont le terme général est —g:,s—z est
convergente a l’intérieur de (C') et a pour somme la dé-
rivée d’ordre k de la fonction ¢(z).

EPREUVE PRATIQUE. — KEtant donnés trois axes rectangu-
laires Ox, Oy, Oz, le point de coordonnées

r=vcosu —asinu, y=v9sinu-+ acosu, z=hu

décrit une surface () lorsque u et v varient; par chaque
point de (X) passent une droite et une hélice situées tout
entiéres sur cette surface.

1° Trouver les trajectoires orthogonales de ces droites et
de ces hélices;

2° Déterminer les lignes asymptotiques de la surface (2);
montrer que les lignes asymptotiques de l’un des deux
systémes sont a l’intersection de () et d’hyperboloides de
révolution autour de O z;

3° Démontrer que les rayons de courbure principaux
de () en un point quelconque satisfont & une relation
simple ;

4° Former et intégrer l'équation aur dérivées partielles
des surfaces qui coupent orthogonalement les hyperbo-
loides dé finis plus haut. (Novembre 1904.)

CERTIFICATS DE GEOMETRIE -SUPERIEURE.

Paris.

EPREUVE EcRITE. — 1. Déterminer tous les systémes de
coordonnées qui donnent a l’élément linéaire du plan la
Sforme

) du? + dv?
ds?= ————,

(U+ V)
ou U est une fonction de u et V une fonction de v.

.
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I1. Résoudre le méma probléme pour l’élément linéaire
de la sphére.

EPREUVE PRATIQUE. — On demande de définir et d’étudier
géométriquement toutes les représentations de la sphére
sur le plan, dans lesquelles les aires sont conservées, les
paralléles de la sphére devant correspondre a des cercles
concentriques du plan. (Octobre 1904.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

589.

(1861, p. 141 et 1900, p. 189.)

Un polygone d’un nombre pair de cétés étant inscrit
dans une conique, si l’on méne par son centre des paral-
léles a chaque c¢6té du polygone, de maniére a former un
parallélogramme en chacun de ses sommets, la somme
des mesures des parallélogrammes de rang pair est égale
a la somme des mesures des parallélogrammes de rang
impair. (Faurk.)

SOLUTION
Par M. R. B.

Soient D et 1’ deux droites dont les équations respectives
sont (axes rectangulaires ou non)

le +~my =1,

Ul +~miy=1.

Le parallélogramme obtenu en menant par l'origine des pa-
ralléles a ces droites a pour aire

I
N TR
im'— ml

a un facteur constant prés.
Cela posé, prenons pour axes de coordonnées les asymp-



(87)

totes de la conique donnée. Son équation sera
Ty =1,

en choisissant convenablement 'unité de longueur.
Soient

<z I /z 1 ) < IS
1, — )2 2y ’ ceey -Tz"l, —)’
-Tl) ( T2 Zam
les coordonnées des 2m sommets du polygone considéré. Le
cOté joignant les sommets { et £+ 1 a pour équation

I ZiTi+1
x
i+ Tivy i+ Ziq

= |’
et Vinverse de l'aire du parallélogramme correspondant au
sommet ¢ a pour valeur, a un facteur constant prés,

Zi&jy)— Xj--1 X} _ Zi—1 X1
(Ziq+ 2 ) (X4 Zityq) i+ X i+ Ty

La proposition a démontrer résulte donc de I'égalité

Z Z'3 Z3 Ty

-+ -+
T+ Lo o+ T3 T3+ T, Xy, + Ty

Xy x, X, Zg
-+ _— - -+
To—+ Ty X3+ T, X+ Ts Tz+ Te

qui se vérifie immédiatement par réunion des termes ayant
méme dénominateur.

1978.

(1903, p. 432.)

Nous dirons que les quatre pieds des normales abaissées
sur une conique d’un point quelconque” de son plan
Jorment un QUADRANGLE D’APOLLONIUS.

Quatre points pris arbitrairement dans un plan ne
Jorment pas en général un quadrangle d’Apollonius.

Démontrer que, st quatre points forment un quadrangle
d’Apollonius, il en est de méme des orthocentres des
quatre triangles qut ont pour sommets les points donnés
pris trois a trois. ( R. BRICARD.)
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SOLUTION
Par M. LETIERCE.

Un quadrangle d’Apollonius est déterminé par I'intersection
d’une hyperbole équilatére H et d’une conique E qui a son
centre sur H et ses axes paralléles aux asymptotes de H.

Réciproquement, l'intersection de deux coniques H et E
satisfaisant & ces conditions détermine un quadrangle d’Apol-
lonius.

Par suite, pour que quatre points (A, B, C, D) forment un
tel quadrangle, il faut et il suffit que par ces quatre points
on puisse faire passer deux coniques H et E, associées comme
il vient d’étre dit. Ce qui n’a pas lieu en général.

Cela étant, prenons pour axes de coordonnées les asymp-
totes de 'hyperbole équilatére passant par (A, B, C, D).

Soient

(1) ry —k*=o0

I'équation de cette hyperbole, (xy, ¥1), (72, ¥2), (73, jq),
(@4, ¥4 ) les coordonnées des quatre points, coordonnées satis-
faisant a (1).

L'équation générale des coniques E associées a H est alors

(2) a(m—1)2+b(y—{c;>2—|:o,
\ 7

ol a, b, z sont des paramétres variables.

(A, B, C. D) formeront un quadrangle d’Apollonius, si I'on
peut déterminer ces paramétres de fagon que (2) passe par
les points donnés. A

I’équation aux x des points d’intersection de (1) et de (2)
est

(3) (ax2x2+ bk%) (xr —a)2— 2222 =o.

Ecrivant les relations entre les coefficients et les racines,
on voit que I'on doit avoir

E Ty E Ty X9 T3 I
_— = Ez“ E — =4
XN Ty T3, xZy
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PEDREIER

relation exprimant que le point, symétrique du centre de H
parrapport au centre de gravité des quatre points, appartient
a I'hyperbole H.

On sait (Ernest Duporce, Premiers principes de Géométrie
moderne, p. 66) que les orthocentres des triangles déterminés
par les quatre points pris trois a trois sont sur (1).

Si 'on désigne par (xy, yy), (23, )%), (23, .}/,.})1 (x}, .)/b)
les coordonnées des orthocentres des triangles (BCD), (CDA),
(DAB) et (ABC), on voit sans difficulté que

ou

, Kkt
r=— ————2X,
X\ o3 Ty
.},,_ T XXy, 1 _ W\ Xy 232y,
— T T T 71 . T T T e
: B m I

d’ou
SRR RIS E
2 2 2 2 7

qui exprime que les quatre orthocentres forment un qua-
drangle d’Apollonius. C. Q. F. b.

Remarque. — Si I'on désigne par O le centre de H, par [
celui de E, les relations entre les racines et les coefficients
de I'équation (3) montrent que le centre de gravité des
points (A, B, G, D) est au milieu de OI.

1993.

(1904, p. 144 et 478.)

Soient m et m' deux points d’une ellipse E. Sur la nor-
male en m, on porte, extérieurement a l'ellipse, une lon-
gueur mp, égale au demi-diamétre conjugué de celut qui
aboutit en m. Soit p' le point analogue que l’on peut
construire sur la normale en m'. Démontrer que, si la
tangente en m' contient le point p, la tangente en m' con-
tient le point p'. . (R. BRIcARD.)
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AUTRE SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. A. MANNHEIM.

Supposons que les points m et m' soient arbitraires. Du
point o comme centre décrivons le cercle C qui passe par p
et p'. Lorsque le cercie I de diamétre op roule a l'intérieur
de C le point m décrit Vellipse E, qui a pour normale en m
la droite mp. Menons la droite p’o qui coupe I au point e.
Quand I roule, le point e décrit la droite eop’. Lorsque e est
en p', le cercle I devient le cercle de diamétre op'. Menons la

droite pog qui est le diamétre décrit par p entrainé avec I.
On a
pg=pe.

La corde pe vient prendre la position gp' et le triangle pme
vient en gm’'p’. On peut amener le triangle pme en coinci-
dence avec gm’'p’ au moyen d’une simple rotation. Le centre
de rotation est a la rencontre de la perpendiculaire a pg
élevée au milieu de ce segment et de la perpendiculaire a p'e
élevée au milieu de ce.segment, il est alors au milieu / de pp'.
On voit ainsi que les segments /m, Im’' sont égaux et I'on
peut dire :

Soient m et m' deux points arbitraires d’une ellipse. Les
points p et p' étant déterminés, comme il a été dit précé-
demment, les points m et m' sont & égales distances du mi-
lieu du segment pp'.
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Si I'angle pmp' est droit, on a
lp = lm,
et par suite du dernier théoréme on a aussi
lp=1m,

d’ou il résulte que l'angle pm’p’ est droit aussi. En d’autres
termes, si p'm est tangente a E, la droite pm’ est aussi tan-
gente a cette courbe.

Remarques. — Le dernier théoréme peut étre énoncé
ainsi :

On prend les arcs interceptés sur les cercles de Chasles
par les normales en m et m' extérieures (ou intérieures) a
Uellipse, les milieux des cordes sous-tendues par ces arcs
sont sur la perpendiculaire élevée a mm' du milieu de
cette corde.

On peut ajouter que les cordes sous-tendues, dont il vient
d’étre parlé, sont tangentes a la parabole (1), tangente
a mm', auzx normales a E en ces points, auxr axes de E, et

a d’autres droites.

1998.

(1905, p. 240.)

Calculer le déterminant

1 C3 o o ... ©
2 3

1 G C3 o . o

R 0% C} Ct . o
Dy = ‘
I’ v G2, C3, Ch ... Cnm
5
1 Chiyy Chyy Ghyy .- 1

(C. BouRLer.)

(') Sur cette parabole, voir The Messenger of Mathematics,
juillet 18go.
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SOLUTION
Par M. LETIERCE.

Retranchant successivement les éléments de chaque ligne
des éléments correspondants de la suivante, et tenant compte
des relations

Ch =Ch_ +ChYy,
k+1 — Ck
Ck+1 - Ck’
on obtient
t G o o .
o i1 G o .
Dp=| o C} C} GCi o
o G C: GC3 Cm—t
Ci G o o . o }
Ci C G o . 0
=|Ci C} C} GCi .. 0
Ch Cn Cj Ch ... CGR7!

Retranchant encore chaque ligne de la suivante, et dévelop-
pant le déterminant obtenu par rapport aux éléments de la
premiére ligne, on trouve

C} G2 o o [
G} C2 C3 o
3 3 3
Dpn=2 —Dm—s
Chy Ci_y GChoy Ch_y ... CpZ3

ou, en tenant compte de la relation (1),
Dy=12Dp_y—Dpy,
d’ou .
Dy—y=2Dpo-—Dpy
et, par suite,
Dm=3Dm-2—2Dm_3,

et, d’'une fagon générale, par un raisonnement bien connu,

D,,= (P -+ I)D,,._,, —p Dm—(p+1)-
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On en tire
Dp=(m—2)D3—(m—3)D,;

or
Dy=2, D,=3,

d’ott 'on conclut
Dm =m.

2000.

(1904, p. 336.)

On considére une ellipse E. Les cercles ayant pour dia-
métres les cordes paralléles au grand axe enveloppant
une ellipse By, les cercles ayant pour diamétres les cordes
paralléles au petit axe de E enveloppant une ellipse Es.
Pour toutes les ellipses E homofocales, le lieu des points
de rencontre de Ey et E, se compose de deux cubiques.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. L. Troin.
Rapportons I'ellipse a ses axes, et soit
y = bsing

I'équation d'une paralléle au grand axe. Le cercle qui admet
cette corde pour diamétre a pour équation

z?+ y*— 2bsinoy + b2sin>¢ — a?cos?¢ = o

et son enveloppe E, a pour équation
(1) (a2 + b2) 2+ a?y? = a?(a’-+ b?).

On obtiendra de méme pour I’équation de E,
(2) b2xt 4 (a?+ b))y = br(a?+ b2).

On tire des équations (1) et (2)
(3) Y sy sy A sy =3
(4) yVar+ bv+ a2b? == b? yar + b*.
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Prenons d’abord le méme signe dans les deux seconds
membres des équations (3) et (). Nous en déduirons

(5) (x—y)va*+ b*+ arbr= =+ cty/a2+ b2

et, d'autre part, en divisant

z _a?
y o
d’ou
cix c?
a?= s b2 = Y .
r—y r—=y
Remplagant dans I'équation (6) a? et b2 par leurs valeurs,
on obtient
- T —
Yzt + yrxy =+ ¢3 - :

Elevant au carré, on a pour équation du lieu
(z—y)(@+y+ay) —c(z+y)=o.

Si I'on avait choisi des signes différents devant les seconds

membres des équations (3) et (§) on aurait obtenu la seconde
partie du lieu. C’est la cubique

(z+y)(x*+y2—x)y)—c?(r —y)=o0.

La premiére de ces cubiques passe par les foyers réels et
imaginaires de I'ellipse, son asymptote réelle est la bissectrice

r—y =0,
I'origine qui est point d’inflexion admet la tangente
xr+y =o.

La seconde cubique est symétrique de la premiére par rap-

port aux axes. Tous ces résultats sont évidents sur les équa-
tions.

Autres solutions de MM. TABAKOFF, ALVAREZ UDE et LETIERCE.
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2002.

(1904, p. 5a8.)

On considére dans un plan un quadrilatére ABCD cir-
conscrit a un cercle de centre O. On méne, par les points A,
B, G, D des perpendiculaires aux droites OA, OB, OC, OD.
Le point O est sur la directrice de la parabole qui touche
les quatre droites ainsi obtenues. (R. Bricarp.)

SOLUTION
Par M. V. RETALI

Si a, B, v, & sont respectivement les points de contact des
cotés DA, AB, BC, CD et 1, 2, 3, 4 les milieux des segments

af, By, 8, 8x, la parabole de I'énoncé est la polaire réci-
proque, par rapport au cercle de la conique (1,2, 3, 4, O).
Cette derniére conique est une hyperbole équilatére et les
deux tangentes menées par O a la parabole, étant les perpen-
diculaires aux asymptotes, sont orthogonales; donc, le point O
est sur la directrice.

Pour démontrer que (1, 2, 3, 4, O) est hyperbole équilatére
il suffit d’observer que, en appelant ', (' les points diamétra-
lement opposés a «, B, les angles da’, ayP’ sont égaux, donc

40 =20

et les deux faisceaux 4(1, O, 3), 2(1, O, 3) sont inversement
égaux.
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QUESTIONS.

2007. On donne, dans un plan, deux cercles C et C’; on
méne a2 C une tangente variable qui coupe en m et n le
cercle C'; soit w le centre du cercle qui passe par les points m
et n et par le centre O du cercle C. Quel est le lieu du
point w? (R. B))

2008. On considére un triangle fixe ABC, une direction (A)
et un point O. On tire AO, BO, CO. On méne par A la
droite («) symétrique de AO par rapport a la direction (A).
On meéne par B et G les droites (2) et (y) analogues a (a).

1 (A) étant donnée, le lieu du point O tel que les droites (2),
(B), (¢) correspondantes concourent en O' est I'hyperbole
équilatére circonscrite au triangle et dont (A) est une direc-
tion asymptotique.

2° O étant 'orthocentre du triangle, O’ est sur le cercle
circonscrit.

3° (A) étant donnée, trouver I'enveloppe de OO'.

(L. Troix.)

2009. On donne un quadrilatére ABCD inscrit dans une
conique, et un point arbitraire O. Sur la tangente en A a la
conique, on prend le point E ou cette droite est rencontrée
par le coté CB; on méne la droite OE qui coupe AB en M.
Au moyen du coté CD, on obtient de méme le point N
sur AD. Quelle est I'enveloppe de la droite MN, lorsque G
décrit la conique? (Canon.)

2010. Si les trilatéres abe, a,b;cy, azbycy, ont un centre O
d’homologie, les neuf points de rencontre des droites du
Tableau

a, b, ¢
(centre O) )ah by, 61(

Az, b27 Cy |

avec leurs associées mineures sont en ligne droite ['associée
de a est la droite (bycq, bacy)]. (P. SonpaT.)
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[L'5e]
SUR LA DEVELOPPEE ET LES QUASI-DEVELOPPEES
D'UNE CONIQUE:

Par M. ArTnur MALUSKI.

1. Voici un moyen rapide d’exprimer qu'une droite
est normale 4 une conique.
Soit
flx, y,3)=Az>+ By2+ Cz2
+2Fyz+2Gszr+2Hzy =o0

(1)

I’équation homogéne d’une counique (S) rapportée a
des axes rectangulaires. Si I'on désigne par A et par
F(u, v,w) le discriminant et la forme adjointe de la
forme quadratique f(x, ¥, z), on sait que le systéme
des tangentes a la conique (S) aux points ou elle est
coupée par la droite (D) ayant pour équation
Uuxr +vy +wsz=o,
esl représenté par I'équation

(2) Aluz +voy+wsz)— f(x, y.3)F(u,v,w)=o.

Ceci posé, pour que la droite (D) soit normale a la
conique (S), il faut et il suffit que 'une des droites
représentées par ’équation (2) soit perpendiculaire a
la droite (D), et que, par conséquent, I’équation (2)
soit vérifiée par les coordonnées du point rejeté a I'in-
tini dans la direction perpendiculaire 4 la droite (D),
¢’est-a-dire par u, ¢ et 0. On a ainsi la condition cher-
chée

(3) A(ur+ 22— o(u,v)F(u,v,w)=o0

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Mars 1905.) 7
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ou l'on a posé
o(u,v)=Au*+2Huv+ Bo2

Cette forme d’équation montre immédiatement que
les foyers de la conique (S) sont aussi foyers de sa

développée.

2. La méme méthode s’applique a la recherche des
quasi-développées. Appelons quasi-développée de la
conique (8) relativement 4 une conique (') 'enveloppe
de la conjuguée harmonique (D) de la tangente en un
point A de la conique (S) par rapport aux tangentes
a la conique (§') issues du point A lorsque ce point
décrit la conique (S).

La droite (D) et la tangente en A a la conique (S)
éant conjuguées harmoniques par rapport aux deux
tangentes a (8') issues de A sont conjuguées par rap-
port a (8'); cette condition nécessaire est du reste sufli-
_ sante.

Prenons un triangle quelconque comme triangle de
référence et supposons que la conique (S) rapportée a
ce triangle ait une équation ponctuelle de la forme (1),
la droite (D) étant toujours représentée par I’équation

uxr + vy -+ w3 = 0.

Dans ces conditions, I'équation (2) représente encore
le systéme des tangentes a la conique (8) aux points A
et B ou elle est coupée par la droite (D).

Soit
(4) H(U’Vr \N):‘O
I'équation tangentielle de la conique (S').

Pour que la droite (D) soit conjuguée & la tangente
en A par rapport & la conique (8'), il faut et il suffit
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que le pole de (D) par rapport i (8') soit sur cette tan-
gente, et, par conséquent, que I’équation (2) soit véri-
fiée quand on y remplace x, y, z par les coordonnées
de ce point, soit H),, H,, H;, ce qui donne la condition
cherchée

(5) 4A[H(u,v,w))2— f(H,,H,, H,) F(u,v, w) =o.

Si I'on suppose que 'équation (4) représente le sys-
téme des deux points cycliques, il n’y a rien de changé
a la démonstration précédente et I'équation (5) est
alors I’équation tangentielle dela développée de (S), en
coordonnées trilinéaires, et 'on voit que cette équation
est beaucoup plus simple qu’on aurait pu le supposer,
surtout si I'on se reporte a la complication des calculs
auxquels il faut se livrer pour avoir I'équation de la
méme courbe en coordonnées ponctuelles (wvoir, par
exemple, SaLmon, Courbes planes, n°* 106 et 109 de la
traduction).

Cette courbe se décompose en un point et une courbe
de troisieme classe lorsque les deux coniques (S) et (§')
sont tangentes, le point étant le point de contact.

3. Supposons les deux coniques (S) et (8') rapportées
a leur triangle conjugué commun, de fagon qu’on ait

Sflx, yy3) =ax® + by*+ c3z?,

H(u,v, w)=a'u+ b'v2+ ¢'w2.
L’équation (5) devient alors

(a'ut=+ b'v2 4 c'w2)?

u? v2 w2
——(— “+ = 4 —> (aa'?u+ bb'2v2+ cc'2w?) =0
a b c
ou
(6)" Avtwi4 Bwtu2+ Cuet=o0

P R KA N AL XTI
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A =a(bb —cc'),
= b(cc' — aa')?,

C = c(aa'— bd")2.

eén posa nt

La courbe qu’clle représente a pour équation ponctuelle
(Azr2+ By2+ Cz2)— 27 ABC 22y222 = o.

Elle a, par conséquent, les mémes singularités qu’une
développée de conique : elle posséde six points de
rebroussement, situés deux a deux sur les cotés du
triangle de référence; chaque coté est tangent a la
courbe en chacun des deux points qu’il contient et les
points de contact sont conjugués harmoniques par rap-
port a deux sommets du triangle de référence.

Elle a en outre, comme on le sait, quatre autres
points doubles. Tout cela est du reste évident si 'on
remarque qu'elle peut &tre considérée comme trans-
formée homographique d’'une développée de conique.
En effet, soit (A) la tangente en (A) & la conique (8)
et (D) celle de ses conjuguées par rapport a (8') qui
passe par A. Les droites (D) et (A) sont également
conjuguées par rapport a (8), par conséquent elles
sont conjugudées par rapport a toute conique du faisceau
tangentiel qui a pour bases (S) et (§'). Cela veut dire
que la quasi-développée de (S) relativement a (S') ne
change pas quand on remplace (S') par une conique
quelconque du faisceau tangentiel ayant pouwr bases (S)
et (8'). En particulicr, cette propriété reste vraie lors-
qu’'on remplace (8') par un couple d’ombilics com-
muns a (S) et (§') et il n’y a plus alors qu’a faire une
transformation homographique faisant correspondre les
points cycliques a ces ombilics pour établir notre asser-
tion.

Si I'on prend la polaire réciproque de la courbe (6)
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par rapport & la conique x*+ y*+ z2= o, on obtient
la courbe

7) Ay2z2+ Bz2ar+ Cxryt=o.

C’est une quarlique unicursale, éiudiée par La-
guerre (') et qu’il a appelée quartique a trois points
doubles d’inflexion, parce que la tangente en un point
double la coupe en quatre points confondus avec lui.

On sait que si 'on pose

P =2x,(B32+ Cy?) + yyo(C32+ Ax?)+ 523,(A y2+ Ba?),
Q=Ayozys+Bzyxyzx + Cxyy,zy,
R=2 4+ L

z
=— 4+ 4+ =,
Zo Yo £

on a I'identité remarquable due a Laguerre

QR =P+ 1IVZ,
ToYoso
et au moyen de laquelle l'illustre géométre a démontré
simplement que, si 'on prend un point M(x, 0, 2,)
sur la courbe (7), les points de contact autres que M
des tangentes a cette courbe issues du point M sont sur
la droite R = o, polaire trilinéaire du point M par rap-
port au triangle de référence.

On en conclut immédiatement, soit en refaisant la
transformation inverse, soit en calquant les calculs pré-
cédents, que, si 'on considére une droite uy, vy, wo
tangente a la courbe (6), les tangentes aux quatre
points, autres que le potnt de contact, ou elle rencontre
la courbe passent par le point

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 1878, p. 337.
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pole trilinéaire de la droite w,, vo, W, par rapport au
triangle de référence.
C’est, du reste, une propriété bien connue des déve-
loppées.

4. Lerapprochement précédent entre les quasi-déve-
loppées et les courbes de Laguerre donne une construc-
tion géométrique intéressante de la tangente en un
point & toute une classe de ces courbes. En effet, consi-
dérons une conique (C) rapportée a des axes rectangu-
laires, d’ailleurs quelconques, et transformons par
polaires réciproques la propriété de sa développée, en
prenant pour conique directrice le cercle imaginaire

i+ y24-1=o0.

On a le théoréme suivant :

8¢ l’on joint un point variable A d’une conique (S)
a un point fixe O du plan et qu’on appelle M le point
d’intersection de la tangente en A avec la perpendi-
culaire menée par O @ la droite OA, le lieu du point M
est une qual'lique de Lugue/‘l'e, ayanl comme points
doubles les sommets du triangle rectangle en O con-
jugué a la conique (S).

Pour construive la tangente en M a cette courbe,
remarquons que le point de contact de la normale a une
conique (C) avec son enveloppe est le centre du cercle
osculateur a cette conique, au pied de la normale.
Transformons cette constructibn par polaires réci-
proques.

Au cercle osculateur correspond une conique S’ oscu-
latrice en A a la conique (S) et ayant son foyer en O,
ce qui la détermine. La tangente en M a la quartique
de Laguerre est la transformée du centre du cercle oscu-
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lateur précédent : c’est donc la polaire du centre de ce
cercle par rapport a la conique fondamentale, c’est-
a-dire, d’aprés une propriété connue, la directrice de
la conique (§') correspondant au foyer O.

Reste a construire cette droite. Pour cela, remarquons
que les coniques (S) et (') ont méme cercle osculateur
en A. Soit I son centre. Cherchons le second foyer O’
de (§'); pour cela, remarquons que, si 'on désigne par N
le point d’intersection de lanormale en A 4 (S) avec OO/,
on sait que, IK étant la perpendiculaire abaissée du
point I sur OA, la droite NK est perpendiculaire a AN.
Cette remarque détermine le point N; ayant le point N,
on connait l'axe focal ON; la directrice cherchée est
alors la perpendiculaire abaissée du point M sur ON.

Une transformation homographique convenable per-
meltrait d’étendre la construction précédente.

[19¢c]
NOTE D'ARITHMETIQUE;
Par M. Pauvr NIEWENGLOWSKI.
Posons
I 1
S=1-+ -+ —+ ’
2 n—i

et soit d le plus petit multiple commun des nombres
1,2, ...,n—1.Jedisque:

1> Si n n’est pas premier, le produit sd nest pas
divisible par n;

2° Si n est premier et supérieur a 3, le produit sd
est divisible par n*.
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1° Soienta, b, ..., les nombres premiers inférieurs
an,eta, B, ..., xles plus grands exposants tels qu’on
ait a*<<n,bB<<n, ..., P<n;on a

d=a%bB...\

el, par suite, le produit
) P 9 P

sd=a°‘b§...l)‘<%+i+...+ ! )

n—I1
. . . 1
peut s’écrire, si 'on isole le terme —,
a*
sd = bB... A+ mult. a.

Ce produit n’est donc pas divisible par a, et il en est de
méme pour chacun des nombres premiers inféricurs a n.
Donc si n est un nombre composé, sd n’est pas divi-
sible par n.

2° On sait que, si 7 est premier, toute fonction
symétrique enliére, a coeflicients entiers, des nombres
1, 2,3, ..., n—1 est multiple de 7, si son degré n’est
pas divisible par n — 1. Donc, en posant

P=1.2.3...(n—1),
sin>3,ona

\

2 _‘_ L _L__.—.l —_
P <l‘1+2? ... (n_l)g)_mult.n.

] T 1 25
P2<|(n——1) + 2(n—2) e (n-——l)l) =P27’

d’ou en ajoulant

2 n n n _ 21{
P <n_l+2’("'—‘2)+"'+_(n-—1)2 = mult.n 4+ P —
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ou encore
d.p2 = mult.n
n
ou
2 ds = mult. n? ou ds = Mn2.
C. Q. F. D.
[M!5h]

DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DU THEOREME SUR LA CON-
STANCE DU RAPPORT ANHARMONIQUE DES QUATRE TAN-
GENTES, MENEES A UNE CUBIQUE PAR UN DE SES POINTS;

Par M. Osee MARCUS.

Considérons une cubique T et deux points A et B,
pris sur cette courbe. La droite AB rencontre I en un
troisiéme point C. Par ce point on peut mener quatre
tangentesa Iz soit O le point de contact de 'une d’elles.
Une droite quelconque passant par A coupe la courbe
en deux autres points A’ et A”. Menons la sccante OA’;
soit B le troisiéme point d’intersection de cetie droite
avec I'. Menons enfin la droite BB et soit B” le troisiéme
point d'intersection de cette droite avec la cubique. Je
dis que les droites AA’ et BB se correspondent par ho-
mographie.

Il suffit évidemment de démontrer (ue, a une droite
AA’, issue de A, il correspond une seule droite BB
issuc de B, et réciproquement. Or, d’un ¢4té, les points
que nous avons marqués se divisent en les trois groupes
suivants de points en ligne droite (A, A',A”), (B, B, B")
et (C,0,0), ou O est compté deux fois; d’autre part,
les deux groupes de Lrois points A, B, C et O, A', B/
sont respectivement en ligne droite. 11 résulte donc
d’une propriéié connue des groupes de trois points, en
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ligne droite sur unc cubique, que les trois points O,
A”, B’ sont en ligne droite. Donc : que 'on considére
la droite A A’A” comme étant déterminée par le point A’
ou qu’'on la considére comme étant déterminée par le
point A’, notre construction lui fait correspondre la
méme sécante BB'B’. On voit de méme que, récipro-
quement, a la droite BB'B’ notre construction fait
correspondre la droite AA’A"; ce qui démontre la
proposition.

Conséquence. — On voit facilement que, A une tan-
gente a ' issue de A, il correspond une tangente issue
de B. Cette correspondance étant homographique, le
rapport anharmonique est conservé. Nous avons donc
démontré le théoréme suivant :

Le rapport anharmonique de quatre tangentes &
une cubique, issues d’un point de cette courbe, est
constant quel que soit le point que l'on considére sur
la courbe.

Les considérations précédentes permettent de dis-
tinguer les tangentes qui se correspondent.

[02k«]
SUR LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES
D’UNE FILE DE CERCLES;

Par M. G. LERY.

Les trajectoires orthogonales d’une suite de cercles
sont déterminées par Vintégration d’une équation de
Riccati; de cette propriété, établie par MM. Em. Pi-
card et Demartres, on déduit la suivante : le rapport
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anharmonique des points ou un méme cercle de la file
est rencontré par quatre des trajectoires ne varie pas
quel que soit le cercle considéré. Je me propose de
démontrer géométriquement ce dernier théoréme.

1. Soit d’abord une file contenue dans un plan,
Soient deux cercles consécutifs C et C/, soient M et M/
les points infiniment voisins ol une Lrajectoire ortho-
gonale T les rencontre respectivement. Les tangentes
Mim, M'm aux deux cercles sont deux normales infini-
ment voisines de I'; donec mM = mM/, aux infiniment
petits du second ordre prés; par suite m est sur l’axe
radical & de G et C'. Les tangentes en M et M’ se cou-
pant sur 9, ces deux points sont des points correspon-
dants dans ’homologie d’axe 3, qui transforme G en C'.
Comme I’homologie conserve le rapport anharmonique
de quatre points d’une conique, le théoréme est établi.

La démonstration précédente n’est pas rigoureuse,
mais il est facile de la préciser. En effet, la ditlérence
des longueurs mM, mM’' des deux normales de T est
un infiniment petit du second ordre; la distance de m
a 'axe radical 3, gni est, & un facteur fini prés,

mM2—mM? ou (mM—mM)(mM-+mM'),

est donc du sccond ordre. Soit p le point ou mM
coupe 8; il y a une tangente wM| au cercle C' infini-
ment voisine de mM/, et M) M’ est du second ordre
comme wem. Mais il y a homologie entre M et M,,
puisque les tangentes en ces points se coupent sur 5;
douc, en prenant quatre points M, N, P, QsurC

(MNPQ) = (M N{ P} Q).

"En passant des points M| aux points M, la variation
du rapport anharmonique, qui est fonction linéaire des
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variations des paramétres qui définissent les points M/,
est par suite du second ordre.
En conséquence, la ditférence

(M'N'P'Q") —(MNPQ) = (M, N, P, Q}) — (MNPQ)
est du second ordre, ce qui s’écrit

d(MNPQ) = o,
(MNPQ) = const.

2. Dans le mouvement d'une figure plane rigide, il
existe a chaque instant une rotation instantanée; ici
nous pouvons dire qu'il y a une homologie instantance
qui transforme le cercle C de la file dans le cercle infi-
niment voisin C'; un point M et son transformé M’
sont sur une trajectoire orthogonale de la file.

L’axe d’homologie est la corde de contact de C avec
son enveloppe; le pole, par lequel passent a la limite
les droites MM/, est le centre de C.

Les centres de courbure des trajectoires orthogo-
nales, relativement aux points de ces trajectoires situés
sur un méme cercle G, sont sur I’axe d’homologie
correspondant. En particulier, les points ou cet axe
coupe G, s’ils sont réels, sont points de rebrousse-
ment, et les extrémités du diametre perpendiculaire
sont points d inflexion des trajectoires correspondantes.

3. Dans I'espace, tout ceci s'élend sans peine a une
file de sphéres. L'homologie instantanée qui transforme
une sphére en la suivante a pour centre le centre de la
sphére, pour plan double le plan radical limite; chaque
point est déplacé suivant la direction de la trajectoire
orthogonale. Enfin les axes de courbure de ces trajec-
toires, relatifs aux points de rencontre avec une méme
sphére, sont situés daus le plan d’homologie.
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4. Soit maintenant une suite de cercles dans I’espace.
Jappelle G et C'deux cercles infiniment voisins, 1 P'in-
tersection de leurs plans. Pour passer de G a C/, jeffec-
tue d’abord une rotation infiniment petite autour de v;
cette rotation transforme C en un cercle C’, qui est
dans le plan de C'; ensuite je fais une homologie infi-
niment petite qui change C” en C'. Un point M de C
devient M’, puis M'; les deux segments MM’, M'M’
sont a la limite perpendiculaires 4 la tangente a C'
en M’; leur résultante MM’ est donc & la limite per-
pendiculaire a la tangente en M au cercle C : c'est la
direction d’une trajectoire orthogonale.

La rotation et I'homologie effcctuées ne changeant
pas le rapport anharmonique de quatre points de G, le
théoréme est démontré.

5. Jappelle T la transformation, produit d’une rota-
tion et d’une homologie, qui fait passer d’un cercle C
au cercle suivant dans la file.

Lorsque deux cercles consécutifs de la file sont sur
une méme sphére, les tangentes aux trajectoires ortho-
gonales en tous les points d’un cercle C forment évi-
demment un cdne circonscrit a la sphére qui contient C
et C'5 la transformation T est alors une homologie dans
I’espace. La surface lieu des cercles de la file les admet
comme lignes de courbure d’un systéme; le second
systeme est formé par les trajectoires orthogonales. Le
théoréme démontré s’énonce alors ainsi :

8t une surface admet des cercles comme lignes de
courbure d’un systéme, quatre lignes de courbure du
second systéme coupent chacun des cercles en quatre
points dont le rapport anharmonique est constant.
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[H6b]
GENERALISATION DU PROBLEME DE PFAFF;

Par M. Mauvrice FRECHET.

Notation de M. Méray. — Indiquons d’abord la
notation que nous allons employer et dont I'idée estdue
a M. Méray.

Etant données n fonctions x4, .. , ay de r para-
métres @y, ..., Wy, NOUS POSEroNS

D@y, ..., z) dw, dw,...dw,

d(zy, &gy ..., 7)) = m
e, Wy

en désignant par dw; la différenticlle de w; et par

D(Zl‘,, ceey .’Z',v)
D((‘)h ceay Wp)

le déterminant fonctionnel de xy, ..., x, par rapport

a Wyy ooy Wp.
On voit alors que la différentielle multiple

d(xh AR ) xl')

D(xh ...,-’27,-)’
D(wly -~-7‘1’r)

méme lien que la différenticlle dy avee la dérivée .

a, avee le déterminant founctionnel le

On démontre facilement que, si yy, ..., ¥, sont
r fonctions de n quantités, x,, ..., Z, dépendant
de w4y ..., 0y OB a

D(yy, o0y 0r)

d(zi,...xi
D(z‘z,,---,.’l'i,-) (2, Zi,),

A(y1y - yr) =

[ PR §

sinzr, et

si n<r.

d(¥1,«-y¥r)=0
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Position du probléme. — Ceci étani, nous voulons
vésoudre le probléme suivant :

Trouver les relations entre les quantités p, . (oi
ity - -y Ir farment une combinaison quelconque de r
des nombres v, ..., n)etx,, ..., x, qui entrainent

la relation

-
(1) 2‘ Piveeniy A(Ziyy ooy 2i,) =0 avec nzr.
Qg ir

On obtient le probléme communément appelé pro-
bleme de Pfaf pour r=r1.

Le probléme ne se pose que si xy, ..., x, ne sont
pas indépendants, mais au contraire sont fonctions
de r parameétres w,, ..., w,. Montrons d’abord que
I'égalité (1) ne peut avoir lieu quel que soit le sys-
téeme de fonctions de vy, ..., v, qui représentent
Tyy .o, Zny que si tous les p sont nuls.

En cffet, I'équation (1) est équivalente a la suivante

Nl ) _ D(r,, ..., 7;) d.z*,-d o
Z? Z p"”"""D(wz,...,(o,.) d(u”\ =o
i (2T

Iy

Or on peut, en laissant aux crochets des valeurs
.., Ox . .
fixes, donner aux quantités 5o des valeurs arbitraires
1

puisque les & sont, par hypothése, des fonctions abso-
lument arbitraires des w. Il faut done que les crochets
soient nuls, c’est-a-dire que I'on ait

p,’h,”,,*,d(.z‘,‘z,...,Z’,‘,):O (i,=1,...,n),

iy, oony iy

en considérant Xy, ..., Xy, Liyqy ++ey Ty COMME
des fonctions arbitraires de ws, ..., w,. Nous sommes
ramenés au méme probléme ou l'on a remplacé n, r
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par n—1, r —1. En opérant successivement de la
méme maniére, nous arriverons a |’égalité

E Piy....iydxi, =0
ir

qui doit avoir licu quelles que soient les fonctions de v,
qui représentent les x autres que x;, ..., x;, . Par
1 r--1

suite les P sont nécessairement nuls.

Solution du probleme de Pfaff généralisé. — Ainsi
I’équation (1) n’admet que la solution banale

p=o

lorsque les x sont fonctions arbitraires de vy, ..., w,,
c’est-a-dire fonctions arbitraires de r d’entre elles.

Ce cas est celui ou loutes les n — r relations indé-
pendantes qui doivent exister entre les x pour que le
probléme ait nn sens sont arbitraires. Voyons ce qui
arrive lorsqu’on se donne un nombre déterminé n — ¢
de ces relations; soient

(2) filxy, ...,>xp) =0, e Je(xyy ..y xp)=0

avec, nécessairement, g Sn — r.
Ces relations indépendantes sont résolubles par rap-
port & ¢ des x; on peut donc les mettre sous la forme

(3) F1=9(Zgr1, -, ZTn), ceey xq=?fl($q+h--~,xn)-

Par suite, I’équation obtenue en remplagant x(, ..., x,
par leurs expressions (3) dans (1) est une équation de
méme forme ou n’entrent que les différentielles mul-
tiples de x4y, ..., Tn, 7 & r. Et cette équation devant
avoir lieu quelles que soient les n — g —r relations
arbitraires qui doivent exister entre Xo iy ..., Zn, les



(:

)

(113)
coefficients des différentielles multiples qui y figurent
doivent étre nuls d’aprés ce qui précéde. On a donc
des équations qui déterminent d’une facon unique
les p;, ..., ;. dans lesquels les j sont supérieurs a ¢

D(‘?i“ ceey Gigy wj/\.” ceey ler,_,)

Pis oo dr pl””"l"“-'g"“’”fr—: D(\rjn -.-,xjr)

ol iy, ..., I sont inférieurs & ¢ et ou ji, ...y Ji_,
sont r— s des nombres j,, ..., j,.

Les équations (3) et (4) forment donc la solution la
plus générale de I'équation de Pfaff généralisée (1).

On voil que cette solution dépend de ¢ fonctions ar-
bitraires, ¢ pouvant prendre les valeurs 1, ..., n—r.
Et elle détermine ¢ -+ C;_q des quantités x, p en fonc-
tions des n — ¢ + C), — C;;_q autres.

On pourrait obtenir la solution générale en partant
des équations non résolues (2) et en appliquant la mé-
thode des multiplicateurs a I’équation (1) et aux équa-

tions
A fi( Xk, Thyy « v -y Thy_,) = O,

qui son! conséquences de (2).

Remarque. — Dans le méme ordre d’idées, on pour-
rail étre amené a généraliser la théorie des transfor-
mations de contact en cherchant 3 déterminer des fonc-
tions Xy, ..., X,, Py .. ..., P
Ty eeay Ly Pryocyre ooos Piyooips - - - qui salisfassent a
égalité

_ips + - - des variables

gy

zpi,,...,ir d(Xiy -0, Xip) =Zpi"""i' d(zipy .-y i)

On aura une solution évidente (qui correspond aux
transformations prolongées de Lie) en prenant pour
Xiy...y X, des fonctions de zy, . .., x, qui définissent

Ann. de Mathemat., §* série, t. V. (Mars 1905.) 8

=o0,
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une transformation réversible quelconque. Car alors
les P seront des fonctions bien déterminées des x et
des p, linéaires et homogénes par rapport aux p :

N, D m)
Pl' ,,,,, 1,«—2P/‘,...,/, D(xi’7 . X,’r)'

Mais il semble que I'on doive chercher dans une
autre voie une véritable généralisation de la théorie
compléte de Lie (en faisant intervenir des considéra-
tions de calcul fonctionnel).

[L*17ea]
POLYGONES GAUCHES DE PONCELET.
EXTENSION DU THEOREME DE CAYLEY A L'ESPACE;

Parn M. G. FONTENE.

1. Cayley a donné sous une forme remarquable les
conditions de fermeture des polygones de Poncelet.
Le polygone de n c6tés devant étre

circonscrit a la conique 8,
inscrit a la conique §',

et les invariants relatifs a ces deux coniques étant 8, 9,
B, &, sila racine carrée du polynome

8+ 0h 40 h2y o A3,
discriminant de la forme S 4+ 2§/, est

A+Bh+Ch2+Dh3+...,

les conditions de fermeture sont respectivement, pour



C D E
¢ D N
C:O, lD EI—O, D E F =0, .y
E F G
et, pour n—=14,6,8, ...,
D E F
D E
D=o, E F =o, E F G|=o, .
F G H

Cayley a donné ce théoréme en 1853 dans les Philo-
sophical Magazine : il I'a déduit de la Théorie des
fonctions elliptiques. Il a donné en 1861, dans le Phi-
losophical Transactions, une démonstration simplifiée
qui a été reproduite dans The mathematical Papers of
Cayley (1. 1V, p. 292). M. Lelieuvre a donné, en 1goo,
une démonstration du théoréme de Cayley, dans !’ En-
seignement mathématique.

2. ExrtensioNn pu THEOREME DE CAYLEY AU cAs DE
L'EspAcE. — Ktant données une quadrique réglée S et
une biquadratique gauche C' tracée sur S, il est géné-
ralement impossible d’obtenir un contour gauche de
2p cotes, dont les co1és soient portés par des génera-
trices de S et dont les sommets soient sur C'y si un tel
contour existe, il en existe une infinité.

Soit 8’ une quadrique quelconque passant par C, et
désignons par 8, 8, o, ¥, & les invariants relatifs aux
deux quadriques S et S'; la racine carrée du poly-
nome

8+ 0h—+ oh2+0"h3+ 8 At
étant
A+Bh+Ch2+ DA+ Eht+...,

les conditions de fermeture du polygone sont respec-
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tivement, pour 2p =4, 6,8, ...,

=

D E

D=
°’ ’E F

|=o,

o @ o
Q=
= o m
i
“O

3. Afin de dégager la démonstration, je montrerai
d’abord que, si les conditions indiquées sont satisfaites
pour une certaine quadrique §' passant par la biqua-
dratique C/, elles le sont pour toutes. Le discriminant
de la forme kS + §' est

Skt +0A3+ k2., .

si 'on remplace la forme §' par la forme mS + §/, on
considére la forme kS + (mS +S') ou (k+m)S+ ¥/,
dont le discriminant est
S(k+myr+0(k +m)+o(k+mp+...,
ou
Skt 4+ (0 + 4md)k3+ (¢ +3mb+6m2d)kr+...,

de sorte que 'on a, pour la nouvelle quadrique S,
5= 3,
6, =0 + 4mg,
91=¢ + 3mb 4+ 6m?23,
00 =0+ 2mg + 3m20 + 4m33,
3y =208+ mb'+ m2o+ m30 4+ m3.

Au moyen des relations

Ar=3, 2AB = 0,
2AC + B2=g, 2AD +2BC =0,
2AE 4+ 2BD + C2 =79, AF +~BE + CD = o,

o2

et en supposant, pour simplifier,
facilement

=1, on trouve

A=A, Bi=B+2m, Ci=C+Bm+ m?,
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et ensuite
D1=D7
Ei=E— Dm,
Fi=F —2Em + Dm?,
G, =G —3Fm-+3Em?— Dms3,

............... D R R I Y

Dés lors, pour 2p = 8 par exemple, la condition

b, E F,
Ei Fl G] =0
Fy Gy Hy

se raméne facilement 3 la méme condition sans indice.
A la derniére ligne on ajoute la précédente multipliée
par 2m et la premiére multipliée par m?; a la seconde
ligne on ajoute la premiére multipliée par m; cela
donne .
D E—-Dm F—2Em-+ Dm?

E F—Em G—2Fm+Em?2|=o.
F G—Fm H—2Gm~+ Fm?

On achéve en opérant de méme sur les colonnes.

Cela permet de supposer que la quadrique §' est I'un
des quatre cones du second degré qui passent par la
biquadratique C/; on a alors

8= o.

4. La démonstration est maintenant facile. Les deux
quadriques S et §' seront dans les conditions requises
si I'un des quatre cdnes passant par la biquadratique,
et le cone du méme sommet circonscrit a S admettent
des angles polyédres de 2p cotés circonscrits au second
etinscrits au premier; cela démontre la premiére partie
du théoréme. Pour la seconde partie, la quadrique S/
étant supposée étre 'un des quatre cones en question,
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soient les équations des deux quadriques mises sous la
forme

(S) axr? +by? + c3t +~t*=o,
(8" a'z?+ b yr+ ' 3? =o0;

les équations des deux cones sont alors

azr?+ by*+cz? =o,

a'xr+b yr+c'z*=o,

et, si les cing invariants relatifs aux deux quadriques
sont 8, , o, ¥, 0, les quatre invariants relatifs aux
deux cones sont 8, 8, o, 8. Dés lors les constantes A,
B, C, ... sout les mémes pour les deux cones et pour
les deux quadriques. Donc. ...

5. SiTon annule le discriminant de la forme kS 4§/,

ce qui donne I’équation
Sk 0k3+ k24 0"k + &' = o,

et si I'on désigne par a, b, ¢, d les racines de cetle
équation, en supposant 8 =1, les invariants §, o, ¢/, &'
sont des degrés 1, 2, 3, 4 par rapport 4 ces racines, et
les quantités A, B, G, D, E, ... sont des degrés o, 1,
2,3, 4, ... : les degrés des conditions

D =o, DF — E2= o, cee
sont donc 3,3 +5,... oua2?*—1, 32—1, ..., pr—1

par rapport aux racines a, b, ¢, d.

6. Exemples. — On a

- 0 40— 02
A= o, B= — C= —
Ve 2y/3 83y8

et la condition D= o, ou 2BC = §, relative au
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cas 2p = 4, devient
(2p=14) 6(02— 43¢) +8320'= o.

On vérifie aisément cette condition en prenant comme
tétraédre de référence un tétraédre dont les arétes autres
que DA et BC forment un contour quadrangulaire situé
sur S et inscrit a §'.

La quadrique S étant donnée, et un contour qua-
drangulaire étant tracé sur cette surface, il est digne de
remarque que toute quadrique S, simplement assu-
jettie & passer par les quatre sommets de ce contour,
donne lieu & une condition invariante. On peut écrire

(2p=4) (d+a—b—c)x<...x...=o.

On a encore

(2p=6) (yd—axyd—b+yd—¢c)x...=o,

([(a-{—b-—c—-—d)?
(21):8) <
I +4/lc=a)c—b)(d—a)(d—b)]|x...=o.

Cette derniére condition, rendue entiére, est du
degré 4 >< 3 ou 12, tandis que la condition par un dé-
terminant est du degré 15; le premier membre de
celle~ci renferme, en effet, un facteur étranger qui est
le premier membre de la condition relative au cas
2p =4.

La forme des relations précédentes est en harmoénie
avec le fait que la quadrique S’ est I'une quelconque des
quadriques passant par la biquadratique C’; on peut
en effet, dans ces relations, augmenter les quantités a,
b, ¢, d d’'une constante arbitraire — m.

7. Autre énoncé du théoréme. — On a d’abord un
théoréme corrélatif en prenant une quadrique réglée 8/
€t une biquadratique tangentielle C dont les plans oscu-
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lateurs soient tangents a §'; on considére alors un con-
tour dont les cotés soient portés par des génératrices
de §' et dont les plans des angles soient osculateurs 4 C.
On fait intervenir une quadrique quelconque S admet-
tant pour plans tangents les plans osculateurs de C.

Comme deux quadriques réglées sont polaires, réci-
proques I’'une de 'autre (par rapporta huit quadriques),
on a encore ce théoréme :

Etant données deux quadriques réglées S et S, il
est généralement impossible d’obtenir un contour
gauche de 2 p cotés situé sur S et ayant ses sommets
sur S’y ou un contour gauche de 2p cotés situé sur &
et ayant les plans de ses angles tangents a S; s'il
existe un contour de ['une ou de l’autre nature, il
existe une infinité de contours de l'une et de I’autre
nature.

Dans ce dernier cas, la méme chose a lieu en rem-
placant la quadrique S' par une quadrigue quelconque
du faisceau ponctuel déterminé par SetS', ov la qua-
driqgue S par une quadrique quelconque du faisceau
tangentiel déterminé par S et S'.

Les conditions de fermeture pour 2p =4, 6, 8, ...
sont celles du n° 2.

8. Le fait que 'on peut substituer ‘indifféremment a
la quadrique 8’ une quadrique..., ou a la quadrique S
une quadrique. .., correspond a des faits de calcul dont
le mécanisme est facile 4 saisir. _

Les équations ponctuelles des quadriques étant

S=o, S'=o,
le discriminant de la forme

kS + 8
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SAY+ 04

est

les équations tangentielles des deux quadriques, telles
qu’on les déduit réguliérement de leurs équations ponc-

tuelles, étant
E=o, 2= o,

le discriminant de la forme

I3 4%

est, avec des notations qui se comprennent aisément,
Al 4+-0'13+..,.
ou
8314 320,03 4 387 [3 4 32071 + 33,
et le produit par 83’ est

B8 b 0,383, 1 . 5232 12 4 0,338, 1+ 3. 3%

le discriminant de la forme

«(5)+ (3)

multipliée par 8%/, est donc
Skt 4+ 043+ k2 + 0k + &,

c’est-a-dire le discriminant de la forme kS + §'.
Sur des formes réduites, les équations ponctuelles
des deux quadriques S et ' étant

(S) ¢ ax?+byr+cat+de=o,
(8" aAxi4 ... v...=0,

leurs équations tangentielles, aprés division par 3 et &



((122)

comme ci-dessus, sont

(=) Aul+ Bor4...= o (A:(l-z, )

{

(Z’) Au+Bo24...=o0 (AI= 79 '°'>a

et les racines du discriminant de la forme kS + §' (ou
de la forme k¥ + %) sont

a' A

que P'on remplace §' par mS + §', ou T par m¥ + 3,
ces racines augmentent de — m, et les conditions de
fermeture continuent a étre satisfaites si elles 1’étaient
primitivement.

Note. — Dans le Volume des Nouvelles Annales
pour 1904 (p. 433), jai indiqué comme probable
une extension du théoréme des polygones de Poncelet a
I’espace, pour des polyédres de genre un. Jai réussi a
démontrer complétement le théoréme pour p =3,
g =3 (Bulletin de la Société mathématigue). Pour
p =4, 9 = 4, avec les notations de la Note actuelle, la

condition est
b+c+d—a=o;
la condition
bt+c=d+ a

est relative au cas singulier ou, les sommets du polyédre
se confondant deux a deux, ce polyédre se transforme
en un polyédre a 8 sommets, 8 faces, 16 arvétes, qui est
précisément le polyédre signalé par M. Bricard. Cette
derniére condition est en méme temps celle que I'on a
obtenue ci-dessus pour 2p = 4.
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BIBLIOGRAPHIE.

LECONS SUR LES FONCTIONS DE VARIABLES REELLES ET
LES DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE POLYNOMES, profes-
sées a 'Ecole Normale supérieure; par M. E. Borel,
rédigées par M. Fréchet et augmentées de Notes de
MM. Painlevé et Lebesgue. — 1 vol. grand in-8°
de x-160 pages. Paris, Gauthier-Villars, 1905. Prix :
47, 50.

Ce Volume fait partie de la collection de monographies sur
la Théorie des fonctions publiée sous la direction de M. Bo-
rel. Comme les autres, il est complet en lui-méme et n’exige
pas forcément de retour sur les Volumes précédents. Clest
ainsi qu’il débute en présentant la Théorie des ensembles,
surtout au point de vue de son utilité pour ce qui suivra, bien
que cette théorie ait déja été exposée dans les Lecons sur la
Théorie des fonctions. Le premier Chapitre semble, au pre-
mier abord, un peu aride, mais on voit rapidement que les
travaux modernes relatifs a la Théorie des fonctions ont
impérieusement exigé des perfectionnements et des créations
successives dans la Théorie des ensembles qui, d’ailleurs, ne
s’en sépare plus guére. Ainsi, quant aux nouveautés intéres-
santes et en dehors des travaux de M. Borel lui-méme, nous
signalerons particuliérement une extension de I'idée de mesure
d'un ensemble, due & M. Lebesgue, et, quelques pages plus loin,
celle de catégorie d'un ensemble due a M. Baire.

En abordant la notion de continuité, nous trouvons d’abord
la définition de l'oscillation d’une fonction, puis la fonction
continue elle-méme définie en un point par ce fait que son
oscillation est nulle en ce point, I'idée de la mesure d’une
discontinuité et celle de fonction ponctuellement discontinue.

Le Chapitre se termine par un résumé des travaux de M. Le-
besgue sur les fonctions intégrables.

Le Chapitre III étudie de fagon tout a fait générale les
séries de fonctions réelles et rappelle d’abord les travaux de
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MM. Osgood et Arzela. Le point important est surtout de
savoir si une série de fonctions continues représente toujours
une fonction continue; il n’en est rien, sauf d’abord le cas de
convergence uniforme; mais, ainsi que M. Bendixson I'a
montré, ce n'est pas la une condition récessaire.

La condition a la fois nécessaire et suffisante est due a
M. Arzela qui est ainsi amené a introduire une nouvelle no-
tion : celle de convergence quasi-uniforme. Nous voyons
ensuite rapidement l'intégration des séries avec les nouveaux
perfectionnements dus a M. Lebesgue.

Toutes ces considérations vont trouver leur application
dans le Chapitre IV ou nous abordons I'étude des séries de
polynomes comme séries formées de fonctions continues fort
simples. Les premiéres méthodes proposées pour obtenir de
tels développements reposent, au fond, sur la considération
de fonctions analytiques de deux variables pouvant se réduire
pour une valeur bien déterminée, mais exceptionnelle, de I'une
des variables a une fonction de 'autre non forcément analy-
tique. Si la premiére variable ne prend pas exactement la
valeur exceptionnelle en question mais s’en approche, on aura
un développement analytique représentant une fonction qui
peut ne pas l'étre, non pas, bien entendu, de facon rigou-
reuse, mais avec I'approximation qu’'on voudra. Tels sont, au
fond, les méthodes de Weierstrass et de M. Picard.

D’autres démonstrations sont fondées sur la propriété d’ap-
procher, autant qu'on le veut, d’une ligne continue au moyen
de contours polygonaux, ou bien sur emploi des séries
trigonométriques, méthodes qui ont P'avantage de présenter
un caractére assez élémentaire. Ces résultats s’étendent faci-
lement aux fonctions de plusieurs variables, et M. Borel rap-
pelle ensuite les travaux de M. Painlevé sur la représentation
des fonctions par des polynomes lorsque ces fonctions ad-
mettent des dérivées jusqu'a un certain ordre et que I'on veut
représenter a la fois la fonction et ses dérivées par une série
de polynomes et les dérivées de celle-ci prises terme a terme.
Le résultat est simple et revient a représenter d’abord fW(z),
puis a remonter & f(x) par des intégrations successives.
M. Borel expose ensuite un procédé de développement dont
I'idée, je crois, lui appartient en propre, et dans lequel chaque
terme est de la nature du terme d’une série trigonométrique
augmenté d’un polynome. Nous abordons ensuite un sujet
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prodigieusement intéressant. Les procédés précédents ne
sont-ils pas d’'une science un peu oiseuse? Une fonction conti-
nue ne peut-elle pas étre représentée avec I'approximation
qu'on veut, sous forme d'un polynome, en employant tout
simplement la formule d’interpolation de Lagrange? M. Borel
montre qu'il n’en est rien et donne un fort bel exemple d’un
cas ou la formule de Lagrange donne des approximations de
moins en moins satisfaisantes; il rappelle aussi des conclusions
analogues dues & MM. Mittag-Leffler et Runge et essaie de
donner une théorie générale de l'interpolation non soumise
aux inconvénients préccédents. )

Dans le Chapitre V et dernier, nous étudions la représenta-
tion des fonctions discontinues, théorie presque entiérement
dominc¢e par les belles recherches de M. R. Baire qui prouvent
que la continuité n’est pas une condition nécessaire, quant
au développement en série de polynomes, et qui définissent
nettement la nature des discontinuités des fonctions suscep-
tibles d’admettre de semblables développements.

L'Ouvrage comprend ensuite une Note fort importante de
M. P. Painlevé ou il s’agit aussi d’'un mode de développement
cn séries de polynomes, mais en se placant exclusivement au
point de vue des fonctions analytiques. C’est le probléme
intéressant résumé déja par M. Hadamard dans son Ouvrage :
La série de Taylor et son prolongement analytique (Col-
lection Scientia). Il s’agit, en effet, de développements qui ne
sont plus astreints, comme les séries de Taylor, a converger
dans des cercles, mais peuvert converger dans tout le plan,
sauf peut-étre sur un certain systéme de¢ demi-droites for-
mant étoile. La méthode de M. Painlevé revient aussi, au fond,
a considérer des fonctions analytiques de plusieurs variables
que I'on développe d’abord par rapport a I'une d’elles. Si I'on
donne & celle-ci la valeur particuliére 1, nous avons un déve-
loppement par rapport aux autres variables, somme des coef-
ficients de la série primitive, développement admettant d’ail-
leurs des transformations dans le détail desquelles il serait
trop long d'entrer ici, transformations jouant un role fonda-
mental dans les recherches de M. Painlevé et qui dépendent
elles-mémes de transformations conformes.

Aprés cette savante Note, nous en trouvons une seconde
dans laquelle M. Lebesgue revient sur la démonstration des
résultats fondamentaux dus a M. Baire, et une troisiéme de
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M. Borel, en laquelle 'auteur étudie la classification des fonc-
tions discontinues, proposée encore par M. Baire, et montre
la fécondité de cette nouvelle notion en rappelant que ces
classes contiennent bien chacune effectivement une infinité
de fonctions définies dans la classe n par une série de poly-
nomes n"', A. Bunr (Montpellier).

. CERTIFICATS DE MECANIQUE.

Grenoble.

EPREUVE EcRITE. — Une plaque P circulaire, infiniment
mince, homogéne, est mobile autour de son centre O qui
est fire.

Une sphére homogéne S, de centre G, est percée suivant
un diamétre par un canal de section infiniment petite.

Un azxe fixe OL, issu de O, traverse ce canal : S peut
donc tourner autour de OZ, et glisser le long de cet axe.
De plus S est assujettie & rester en contact avec le plan
de P.

Les seules forces agissant sur le systéme proviennent
des liaisons; il n’y a pas de frottement. P et S ont méme
masse m et méme rayon a.

1° Former les équations déterminant le mouvement du
systéme.

2" En appelant OLy 'are normal a la plaque dirigé
du cété de S, étudier comment varie, au cours du mou-
vement, ’angle 0 des axes OL et OL,. On supposera qu’a
Uinstant initial on ait sinf = o, et -;—2 =o.

3° Comment doit-op choisir les autres données initiales
pour que G demeure immobile; que sont alors les réactions?

EPREUVE PRATIQUE. — Un solide pesant S de masse m est
limité par un ellipsoide dont les axes sont 2a, 2b, 2.c; on
suppose @ > b > c.

On fixe, sur une méme horizontale A, les sommets A, B
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correspondant respectivement a l’axe majeur et ¢ l'axe
moyen.

Calculer le moment d’inertie de S relativement a A et
la longueur du pendule simple synchrone du pendule
composé ainst constitué.

On imprime & S, supposé immobile dans la position
d’équilibre stable, une percussion mo dirigée suivant
U’axe mineur de U’ellipsoide : déterminer v de facon que
Uangle d’écart maximum que peut faire S avec sa posi-
tion initiale ait une valeur donnée 8,. Calculer la vitesse
de rotation de S immédiatement aprés la percussion.

Applications numériques (unités G.G.S.) : m = 3008;
a=4", b=23" c=2"; §=060°; g = g81°™,

(Juillet 1904.)

EpREUVE ECRITE. — Deux points matériels M, M’ de méme
masse m se meuvent respectivement dans deux plans P, P’
paralléles entre eux et parfaitement polis. Ces points
agissent unsur l'autre, leur action mutuelle est une fonc-
tion connue de leur distance. Déterminer le mouvement
des deux points.

Etudier ce mouvement dans le cas particulier ou I'action
mutuelle est une attraction inversement proportionnelle
au cube de la distance, les vitesses initiales des deux points
étant perpendiculaires a la droite qui les joint, égales en
grandeur, mais de directions opposées.

Soient Gz, Gy, Gz desaxes rectangulaires de directions
Jizes menés par le centre de gravité G, le planx Gy étant
paralléle a P; soit My la projection de M sur zGy.

On déterminera la position des points :

1" Par celle du centre de gravité;

2° Par les coordonnées polaires r, 5 de M,, Gz étant
laxe polaire.

Appeler 2a la distance des plans P, P'.

On suppose que la valeur absolue de l’attraction, dans
la deuxiéme partie du probléme, est 8mk?, lorsque les
deux points sont ¢ l’unité de distance.

SoLUTION.

A TPaide du théoréme des quantités de mouvement proje-
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tées, on montre que G se meut d’'un mouvement rectiligne et
uniforme. Les axes Gxyz sont animés d'un mouvement de
translation uniforme, les équations du mouvement, rapporté a
ces axes, sont les mémes que si ces axes étaient fixes. Le théo-
réme des moments par rapport a I'axe Gz et celui des forces
vives donnent deux intégrales premiéres permettant d’expri-
mer le temps ¢ et 'angle 6 en fonction de 7 par des intégrales
définies.

Dans la seconde partie du probléme, la discussion demandée
revient a celle d’un trinome bicarré en r dont on connait
déja deux racines, ry et — rg, ro étant la valeur initiale de r.

EpREUVE PRATIQUE. — Soit Oxyz un triédre trirectangle
Sire, Oz étant vertical et dirigé vers le haut.

Un solide pesant S peut tourner autour de O z et glisser
le long de cet axe. De plus, un point A de S doit rester &
une distance constante d’un point fixre B. Ces liaisons sont
sans frottement.

S atteint une position d’équilibre stable lorsque son
centre de gravité est aussi bas que le permettent les liai-
sons. On admet que Oz passe par la position correspon-
dante de A. Le point B est situé dans le plan z0 z, ses
coordonnées sont x = b, y =0, z=h. On désigne par a
la distance constante de A a Oz, par m la masse de S,
par I son moment d’inertie relativement & Oz :

1° On fait tourner S d’unangle § autour de Oz (a par-
tir de la position d’équilibre). Evaluer le glissement cor-
respondant, c'est-a-dire la cote 3 du point A aprés la
rotation;

2° Pour maintenir S en équilibre dans cette position,
on fait agir sur lui un couple dont ’axe est paralléle
a Os. Calculer le moment p de ce couple;

3° Trouver la durée T des oscillations infiniment petites
du solide autour de la position d’équilibre stable.

Application numérique (2° et 3°) :

a=1", b=3" h=30™ L'angle 0 est de 30'. S est un
cercle homogéne de 1°™ de rayon, de masse égale a os,1;
enfin Oz est un diamétre de S. L’accélération de la pe-
santeur g, en unités C..G.S., est 981.
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SOLUTION.

La premiére partie du probléme précédent n’offre aucune.
difficulté; la seconde se traite a 'aide du principe des vitesses
virtuelles, la troisiéme par la méthode classique.

Voir, a ce sujet, la théorie de la balance bifilaire, dans les
Lecons sur 1’Electricité et le Magnétisme (1. 1I), de
MM. Mascart et Joubert. (Novembre 1g04.)

Lille.

EPREUVE ECRITE. — l. Application du théoréme de Co-
riolis aux mouvements relatifs a la surface de la Terre,
eu égard a la rotation de la Terre.

1I. Mouvement apparent du pendule sphérique. Cas par-
ticulier de U’expérience de Foucault.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Un tri¢dre Ozys est animé d’un

Y

mouvement quelconque. Un point matériel lancé a U’in-
stant t d’une position M avec une vitesse relative V décri-
rait, sous l’action d’un certain milieu, une trajectoire
apparente Cy et, sous l’action d’un autre milieu, une tra-
Jectoire apparente Cs, Cy et C, étant tangentes a V en M.
Soient My et My les positions gu’aurait occupées dans les
deux cas le mobile a Uinstant t + At. Calculer la limite

MM . ;

du vecteur & = —=2 quand At tend vers zéro, et démon-~
At .

trer que ce vecteur est indépendant du mouvement des axes

de coordonnées.

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Mars 1905.) 9
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II. Un disque circulaire homogéne infiniment mince de
masse m et de rayon R se meut dans son plan. A un ins-
tant donné, le centre instantané de rotation est un point A
de la circonférence du disque.

Brusquement, par une percussion, on fixe un point B de
la circonférence tel que ’arc AB soit le tiers de la circon-
Sérence. On demande le nouveau régime des vitesses des
points du disque aprés cette percussion.

(Novembre 1904.)-

Marseille.

EPREUVE ECRITE. — Dans un plan vertical, on donne une
droite fixe Oz inclinée d’un angle a sur ’horizontale.

0

ax

Sur cette droite gl;'sse sans frottement une plaque ABC
dont le bord supérieur AB est horizontal, et dont le
bord AC s’appuie sur Oz.

Le point A est relié au point fixe O par un fil élastique
dont on néglige la masse et qui s’allonge proportionnel-
lement @ la tension. Il doublerait de longueur sous l’ac-
tion d’un poids égal a celui de la plaque.

Sur le bord AB de la plaque est placé un point E pesant
dont le poids est égal a celut de la plaque. Ce poids peut
glisser sans frottement sur AB.

Etudier le mouvement de ce systéme en supposant que
les vitesses initiales sont nulles et que le fil OA a primiti-
vement sa longueur naturelle.

Si le bord AB de la plaque était dépoli, que devrait
étre le coefficient de frottement pour que le point E ne
glisse pas sur AB?

-
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SOLUTION.

Le point E décrit une verticale. Soit N la pression de la
plaque sur le point E, soit OA = =, soient m la masse de la
plaque et @ la longueur primitive du fil, on a en projection
sur O

d2x . . r—a
m—o = mg sina + Nsina — mg

’

et en projection verticale

m Lz sina = mg —N
dt2 =ms :

On tire de la
d2x g‘

— 2 [z —a(1+ 2sina)] = o.
de? +(l+sm!a)a[ 1+ ]

D’oll, en tenant compte des valeurs initiales,

-
x = a(1+ 2sina) — 2a sin2a cos S—E— N
’ a1+ sin%a)

on a un mouvement oscillatvire.
S'il y a frottement et si E est fixe sur la plaque, le point et
la plaque ne font qu’'un corps et I'on a

Bz sina r—a
dir = %8 &g

2 ’

ce qui détermine 2.

L’équilibre relatif de E s’obtient en ajoutant la force d’en-
dz
de?
au frottement Nf. On trouve N comme plus haut, et Nf s’ex-
prime en fonction de z. Il faut que f soit au moins égal au
maximum de la valeur trouvée.

trainement dont la projection m cosa doit faire équilibre

EPREUVE PRATIQUE. — En deux points fives A et C situés
sur une méme verticale sont articulées des tiges AB,
CB, CD.
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En B et D sont articulées des tiges BD, BE, DE.
Les deux derniéres sont articulées en E.

La figure ABCD est un carré, la figure BDE est un
triangle équilatéral.

A B

P

En E on suspend un poids P de 1000, trouver les ten-
sions des tiges.
On calculera et l'on graphiquera.

(Novembre 1904.)

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — Soit S un solide rigide formé par un
cone homogéne de hauteur h=80"™ égale au diamétre de
sa base, et par une demi-sphére homogéne limitée a cette
base, la densité de la demi-sphére étant la moitié de celle
du céne.

Le sommet O du céne étant supposé fixe, combien
Saut-il imprimer de tours par seconde & ’axe du solide S
placé horizontalement pour que la nutation, dans le
mouvement de ce solide abandonné a laction de son
poids, ait une amplitude de 30°? Quelle est alors la pé-
riode de la nutation? Quelle est la vitesse de précession
au commencement et & la fin de chaque période? Quelle
est la forme de la courbe décrite par la projection du
centre de gravité du solide S passant par O?

(Juillet 1904.)

EPREUVE ECRITE. — Un point matériel pesant est assu-
Jetti. a ne pas quitter la circonférence d’un cercle verti-
cal, de rayon égal a 3™, 50, qui tourne d’un mouvement
uniforme autour de son diamétre vertical 'Oz en faisant
32 tours par minute.
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On abandonne le point matériel a midi, sans vitesse
initiale, en un point donné A, du cercle vertical; soit 0,
Uangle que fait le rayon OA, avec la nadirale Oz. Etu-
dier le mouvement du point matériel pour toutes les
valeurs de 8, comprises entre 75° et 76°. Calculer en parti-
culier la position qu’il occupe & 6" du soir.

(Novembre 1904.)

Paris.

EPREUVE ECRITE. — Un cerceau G homogéne et pesant
glisse sans frottement dans un plan vertical Oy sur une
droite fixe Oz, inclinée de 45° sur la verticale. A l’inté-
rieur de G glisse sans frottement un autre cerceau T,
homogéne, pesant et de méme masse que le premier, mais
de rayon deux fois moindre.

1° Etudier le mouvement du systéme abandonné sans
vitesse dans le plan vertical xOy, en une position ou les
points de contact de C avec Ox et avec T coincident. Cal-
culer les réactions de C sur Ox et surT.

2° Traiter la méme question en supposant que T, au
liew de glisser sans frottement, engréne sur C de maniére
a rouler sans glisser.

EPREUVE PRATIQUE. — Un ellipsoide de révolution, dont
Uaxe de révolution est vertical et a une longueur de 4o°™,
et dont l’équateur a un rayon’'de 10°™, renferme une
masse gazeuse de 108, pesante et en équilibre isotherme.
On admet que, en chaque point, la densité du gaz est
égale a la pression mesurée en unités C.G.S.

Démontrer que les pressions exercées par le gas sur les
parois (supposés solides) du demi-ellipsoide situé au-des-
sous du plan de l'équateur ont une résultante unique et
calculer cette résultante unique en dynes. L’accéléra-
tion g de la pesanteur sera prise égale a 98o.

(Octobre 1904.)
Poitiers.

EPREUVE ECRITE. — 1. Deux cétés d’un triangle glissent
sur deux circonférences fizes; montrer que le troisiéme
coté enveloppe également une circonférence.
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o Il. Une barre homogéne pesante dont une extrémité
s‘appuie et peut glisser sans frottement sur un plan
incliné est abandonnée, SANS VITESSE INITIALE, @ [’action de

la pesanteur; étudier son mouvement. Réaction du plan.
Notations :

a, angle aigu du plan incliné avec l’horizon; on défi-
nira la position de la barre en donnant les coor-
données (z, y) de Uextrémité A qui appartient aw plan
incliné, l’angle ¢ que fait AB avec sa projection Ab sur
ce plan et U'angle w de Ab avec la ligne de plus grande
pente du plan dirigé vers le bas;

21, longueur de la barre;

m, sa masse;

Oz, horizontale du plan;

Oy, ligne de plus grande pente dirigée vers le bas;

Oz, normale au plan vers le haut (triédre direct).
EpPREUVE PRATIQUE. — Déterminer 1l'ellipsoide principal

d’inertie qui correspond a un tétraédre homogéne. Mo-

ments principaux. (PROBLEME AUXILIAIRE : £n décomposant
le tétraédre en volumes élémentaires par des plans paral-
leles a Uune des faces, on calculera le moment d’inertie
du tétraédre par rapport & un plan quelconque passant
par le quatriéme sommet.) (Juillet 1904.)

EPREUVE ECRITE. — 1. Une porte rectangulaire homogéne
est fizée par deux gonds @ un axe faisant un angle a
avec la wverticale; on lui fait faire un angle $ avec le
plan vertical passant par l’axe et on ’abandonne a elle-
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méme. Trouver le mouvement et les pressions sur les gonds.
Oscillations infiniment petites, leur période. '

II. On considére une figure plane invariable F, mobile
dans un plan et un point fixze A de ce plan. Quel est le
lieu des points M de la figure F pour lesquels le rayon
vecteur AM balaie dans un temps déterminé (t,,t;) une
aire donnée ? e ~ '

EPREUVE PRATIQUE. — Un pendule simple oscille dans un
miliew raréfié; la résistance trés petite comprend un
terme proportionnel a la vitesse et un terme propor-
tionnel au carré de la vitesse. On demande ’expression
approchée du mouvement dans une oscillation compléte
(montée, descente) en supposant que ces de'ux termes sont
des infiniment petits du premier ordre ainsi que {’am-
plitude de l’oscillation.

NotA. — Pousser l’approzimation jusqu'au troisiéme
ordre. (Novembre 1904.)
Toulouse.
Epreuve EcriTE. — L. Un cercle non homogéne, pesant,

situé dans un plan vertical, peut rouler sur une droite
horizontale de ce plan, assez rugueuse pour empécher tout
slissement.

Trouver le mouvement du cercle.

Calculer les composantes de la réaction de la drotte.

II. Deux points matériels non pesants, de masses égales,
sont mobiles sans frottement sur une circonférence fixe et
se repoussent proportionnellement & la distance. Trouver
leur mouvement.

EPREUVE PRATIQUE. — Un parallélépipéde rectangle, ho-
mogene, pesant, est mobile autour de sa plus petite aréte
supposée horizontale et fixe.

Les longueurs des trois arétes sont respectivement

- o™8, o™6, o™a2.
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Calculer, a 1955 de seconde preés, la durée d’oscillation
de ce pendule dans le vide.
L’accélération de la pesanteur est de g™,81 par seconde.
(Novembre 1904.)

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES PREPARATOIRES
AUX SCIENCES PHYSIQUES ET INDUSTRIELLES.

Toulouse.

EPREUVE EcRITE. — Un tambour léger de o™, 25 de rayon
est monté sur un axe horizontal qui peut tourner libre-
ment sur lui-méme.

Sur ce tambour est enroulé un fil inextensible dont l’une
des extrémités A' est attachée au tambour. Un poids de

208 est fixé a l'extrémité B d’un bras rigide B'B de o™, 50
de longueur monté d’équerre sur l’axe horizontal et fai-
sant corps avec luli.

On néglige le poids du tambour; du fil et du bras.

1° Etudier les petites oscillations du systéme quand on
accroche, sans choc, a l’extrémité libre A du fil un trés
petit poids a.

2° Déterminer les positions d’équilibre du systéme, en
supposant que le poids accroché en A soit quelconque et
non plus trés petit. Condition de possibilité de l’équi-
libre.

3° Démontrer qu’il existe une valeur a du poids a pour
laquelle le systéeme, ldché sans choc, tend, sans osciller,
vers l’une des positions d’équilibre. Trouver a 1° prés
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l’angle, avec la verticale inférieure, du bras B'B dans
cette position d’équilibre.

4° Montrer gu'en accrochant sans choc en A un poids 2
le systéme prendra un mouvement continu de rotation et
déterminer les vitesses angulaires successives & chaque pas-
sage du bras B'B par la verticale inférieure.

EPREUVE PRATIQUE.— Qn a donné & une certaine variable x
les valeurs successives

o, I, 2 37 4! 57

et l’on a obtenu, pour une fonction y de cette variable, les
valeurs correspondantes .

‘o, 103, 252, 439, 668, g932.

1° Vérifier, par Uexamen des différences, que la fonc-
tion y peut étre convenablement représentée par la for-
mule
y=az -+ bax2,

2° Tirer le parti le plus avantageux des observations ci-
dessus pour la détermination des constantes a et b.
(Novembre 1904.)

Lille.

EpRrEUVE ECRITE. — Etant donnés deux azes rectangu-
laires Oz, Oy, on considére la courbe (T') représentée par
Uéquation

2= ay?,

a désignant une constante.

1° Indiquer le nombre des normales que l'on peut me-
ner a la courbe d’un point de Oz.

2° M désignant un point de la courbe et M' le point sy-
métrigue par rapport & Oz, trouver le lieu du point d’in-
tersection de la tangente en M avec le rayon vecteur OM'
quand M décrit (T').

3° Calculer l’aire comprise entre l'arc OM de la
courbe (T') et la corde OM, ainsi que les volumes (V)
et (W) engendrés par la rotation de cette aire respective-
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ment autour de Ox et de Oy; déterminer le point M de
telle sorte que (V) et (W) soient égau.

4° Le volume (V') étant supposé rempli d’une matiére
pesante dont la densité en chaque point est S I

(@+ay

p représentant une constante, calculer la masse totale
renfermée a U'intérieur de ce volume.

5° Trouver les trajectoires orthogonales de la famille
des courbes engendrée par (I') quand le paramétre a
varie.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Théoréme des moments des quan-
tités de mouvemegnts. Equation du mouvement d’un solide
mobile sans frottement autour d’un axe fire.

Il. Deux pendules simples AO et A'O' sont disposés de
maniére qu’'au repos les deux trés petites masses O et O,

A A £7507
09725
1S
09"S
JOON

supposées sphériques, sotent tangentes, et que leur ligne
des centres O0' soit horizontale. On écarte le pendule O'A’
de maniére & le placer horizontalement en A'OY, dans le
plan A'AO, puis on ’abandonne a lui-méme sans vitesse
initiale. 11 se produit alors un choc, ¢preés lequel les deux
sphéres O et O' s’élévent a des hauteurs h et h' au-dessus
de U’horizontale O0'. On demande de calculer ces deux
hauteurs h et k', en supposant que les deux sphéres O et O’
solent parfaitement élastiques.

Donnces : la longueur du pendule A'O’ est de 1™,25; les
poids des sphéres O et O' sont respectivement de 08,25
et 08,15, (Novembre 1904.)
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Paris.

EpREUVE EcRITE. — L. Etant donnée la chainette
T x
ol & =Z
o)

(a constante positive) qui coupe l’axe Oy au point A, on
prend sur cette courbe un point M, d’abscisse x et l'on
abaisse de ce point la perpendiculaire MP sur Ox; pulis
on fait tourner la figure autour de l’axe Ox.

Calculer :

1© Le volume engendré par l’aire OAMP;

2" L’aire engendrée par ’arc AM.

II. L'expression

2z(1—eY) ey
x + d
(1+ 22)2 Y

est-elle une différentielle totale?
En supposant que x et y désignent les coordonnées rec—
tangulaires d’un point du plan, calculer l'intégrale

22(1— eY) ey
f (1+22)2 d n—r—xid‘},
le long d’une courbe allant du point x = o, y = 0 au point
=2,y =4

HI. Intégrer l’équation différentielle

ot k est une constante donnée.

Quelles sont les différentes formes de 'intégrale géné-
rale suivant les valeurs de k?

Ezaminer en particulier les cas

If:l, k:‘), k=—3.
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EPREUVE PRATIQUE. — I. Un point pesant M est attiré par
un point fize A proportionnellement a la distance. Quand
le point M est placé en O a une distance AO = a au-des-
sous du point A, lattraction de A sur le point M est égale
et opposée au poids du point.

x

Trouver le mouvement du point M, en supposant qu’il
soit abandonné sans vitesse au point A. Quelle est la durée

de Doscillation du point M? Quelle est sa vitesse quand il
arrive en 07

APPLICATION NUMERIQUE. — Enemployant le systéeme C.G.S.,
on suppose
a=10", £ = g98o0.

1. Calculer les intégrales définies
3

% 1
f tangtz dz, f z?e* dx
0 ()

& 0,01 preés. (Octobre 1904.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1929.

(1902, p. 238.)

Etant donnés deux points fives F, A et une droite A :

1° On considére les paraboles de foyer F qui passent
par A. Lieu des pbles des droites qui joignent A aux points
ou ces paraboles coupent A.
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20 On considére les cercles passant par F et tangents
a A. Enveloppe des droites qui joignent les points de con-
tact de A aux points de contact des tangentes issues de A.

(Alpha.)

SOLUTION
Par M. A.-H. COUVERT.

1. Prenons pour axes de coordonnées AF et la perpendicu—
laire & cette droite menée par A; soit AF = a.

La directrice d’'une des paraboles considérées sera tangente
au cercle de centre A et de rayon a; ce sera donc

x cosh + ysin—a =o,
ct la parabole IT aura pour équation
(x — a)?+ y2= (x cosh + ysinh — a)?

ou
(zsin® — y cos)2+ 2a(coshd —1)z + 2asinby = o.

Soient y = tz une droite AM et y = mz + n la droite 1.
Exprimons que ces deux droites se coupent sur II. Leur point
de rencontre est

nt
t—m’

€Xx =
t—m

’ Y=

En écrivant que ce point est sur II, nous obtenons
(1) n(sin® — tcos0)2+2a(cos® —1-+ tsinb)(z—m)=o.

Le pole de AM est a la rencontre de la tangente a ITen A et
du diamétre correspondant a la direction 2.
Ces deux droites ont respectivement pour équation

: 6
(2) y =tang -z,

) (2 sin® — y cos0) (sinb — £ cosh)
(3) .
+ a(cosb + tsin® — 1) = o.

Le lieu cherché s'obtiendra en éliminant 0 et ¢ entre les
€quations (1), (2), (3). La relatipn (1) peut s’écrire, en tenant
compte de (3),

(') n(sin® —¢cos0) — 2(z cosh — ysinb) (¢ — m) =o.
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De (2), on tire

: — 2
sinf) = 22y ’ cos()::""a Y.
$2+y2 si,‘_}d

Les relations (1') et (3) deviennent
nlazy —t(z?—yH)] — 2y (#*+y*)(t—m) =0
* yizay — (22 —y*)] +2a(tzy —y?) =0,
ou bien
anzy +2my(2t+ yt) — [n(2?—y?) + 2y (224 y?)|t = o,
2zy —2ay — (Ut —y*—2az)t=o.
Le lieu cherché est donc
(22— yr—2a2)[nz + m(21+ y?)]

—(z—a)[n(zr—y?) +2y(2*+ )] =0
ou

{z2+ y2) (mar— 22y — my?—2amx +2ay — an) = o.
C’est donc 'hyperbole équilatére

m(xt— y?) —2xy —2amx + 2ay — an = o.
Y Y Y

II. Pour traiter la seconde partie, je prends comme axes la

Y
r
C
B 2 e
w
Apg)

e} \%F x

a

droite .A et FO perpendiculaire a A. Le centre w d’une des
circenférences I' décrit une parabole de foyer F et de direc-
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trice A; ses coordonnées sont donc, en posant FO = d,

2+d2’
p').d et f.

Les coordonnées d'un point C de T sont

ﬂ2+ d?

X= ad

(1+ cosH),

_ (d?+B?)sinb +2dP
o 2d ’

dr—+ B .
Y__ﬁ—a———zT-smO

et la tangente en G a pour équation

z cosb + ysin = X cosd + Y sin0
_ (24 PB*) (14 cosB) 4+ 2dBsinb
= 7 .

Jexprime qu’elle passe au point A(p, q):
2d(p cos + g sinb) = (d?+ B2) (1+ cosB) +2d P sinb

(]
ou, en posant tang 5= t,

4) B2+ dptt+ 2dft —2dqt + d?— pd = o.

La droite BC a pour équation
0
y-—p:ztang—z- ou y—tr—pf=o.

La relation (4) entre les paramétres $ et £ montre que cette
droite enveloppe une conique. L'équation ponctuelle de cette
conique s’obtient aisément. C’est

(d—p)(x?—y*)—2qxy
+2d(p—d)x +2dqy + d( pd — p2—q?) =o,

hyperbole équilatére.

Remarque. — On aurait pu se dispenser de chercher 'en-
veloppe de BC par le calcul. Transformons, en effet, la figure
par polaires réciproques en prenant pour cercle directeur le
cercle de centre F et de rayon FO.
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La polaire réciproque de la circonférence w est une para-
bole 11 de foyer F passant en O, pdle de A. Au point fixe A
correspond une certaine droite A, fixe. La polaire de B passe
en O; c’est la tangente en O & II.

A la droite AC correspond un point I de II situé a Pinter-
section de Ay avec la polaire de C; mais cette polaire est la
tangente a [ en ce point. Le pole de BC est donc a I'intersec-
tion U des tangentes a Il en O et en I, ce dernier point étant
un de ceux ou II rencontre A;. La recherche de l'’enveloppe
de BC revient donc a la recherche du lieu de U qui fait I'objet
de la premiére partie de ce probléme.

QUESTIONS.

2011. Sur la normale au point m d’une ellipse de centre o,
et extérieurement a cette courbe, on porte le segment mp
égal au demi-diamétre conjugué de celui qui aboutit en m,

Démontrer que les droites pm, po sont également inclinées
sur les tangentes a 'ellipse issues de p. ( MANNHEIM.)

2012. Lc polyédre homogéne a un seul coté de Mobius
a six sommets pentaédres A, B, G, D, E, F, et dix faces
triangulaires,

BCD, CDE, DEF, EFB, FBC,
. ABD, ADF, AFC, ACE, AEB,

en mettant par exemple en évidence I'angle pentaédre en A.
La quadrique qui touche les plans des faces autres que EFD,
et celle qui touche les plans des faces autres que EFB, ont
leurs points de contact avec le plan ADB en ligne droite avec A,
puisqu’elles touchent cinqg mémes plans issus de A ; démontrer
que le conjugué harmonique de A par rapport a ces points de
contact est sur DB. (On peut remplacer A par C.)
(G. FoNTENE.)
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[L'1a]
SUR LA THEORIE DES CONIQUES;

Par M. HADAMARD.

1. Les propriéiés fondamentales, telles que les consi-
dere la Géométrie dlémentaire, se divisent en deux
calégories trés distinctes. Les unes sont focales, les
autres projectives.

Le passage des unes aux autres me parait laisser
encore & désirver sous le rapport de la simplicité.

Pour passer, par exemple, de la définition focale de
Pellipse a celle-ci @ « I'ellipse est la projection orthogo-
nale d’un cercle », I'élégante démonstration de Cour-
celles ne laisse pas d’éwre assez artificielle et de faire
apparaitre ces deux définitions comme assez éloignées
I'une de Pautre. Le théoréme de Dandelin appliqué au
cylindre conduit, il est vrai, a la méme conclusion
d'une maniére assez intuitive. Encore peut-on désirer
une démonstration directe et déduite de considéra-
tions de Géométrie plane : « I'ellipse est un cercle
dont les ordonnées ont été réduites dans un rapport
constant »,

Comme on va le voir, il suffit, pour arriver a ce
résultat, de considérer les tangentes a la courbe et non
plus les points.

Alors, en effet, on a immédiatement ce théo-
réme :

Si deux tangentes menées, l’une a Uellipse, l'autre

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Avril 1905.) 10
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au cercle principal, se coupent (en'T') sur 'axe focal,
le rapport des segments i1, i1, ( fig. 1) gu’elles inter-

Fig. 1.

ceptent sur une ordonnée l/uez'com/u.e est constant et

égal a =

Soient, en effet, u, u' les projections des foyers I,
F' sur la tangente a Pellipse, c'est-a-dire les intersec-
tions de cette tangente avec le cercle principal. On a,
par des triangles semblables évidents,

TRy

== = .

T Tp. Ty Tp Ty
Mais, si M, est le point de contact de la tangente au
cercle, on a de méme
-2

o ar
— = —
T ™,
d’ou, par division,
—2
] b2
T T g
HE @

})ulSqll(‘, .
Tw.Tu'=TM, .

Si maintenant on cousidére deux tangentes a l'ellipse
et que, par les points T, T’ o elles coupent 'axe focal,
on meéne des tangentes au cercle principal, inclinées
sur I'axe respectivement dans le méme sens que les
tangentes données, la droite qui joint le point de ren-
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contre des deux tangentes au cercle & celui des tan-
gentes d. Uellipse, est perpendiculaire au grand axe.
Car si, par le point I (fig. 2) ol se coupent les tan-

Fig. 2.

T z T
gentes au cercle, on méne une ordonnée, les seg-
ments i1, {I' interceptés sur elle par les tangentes a
Iellipse seront tous deux égaux a = tl,; et, comme ils
sont de méme sens, leurs extrémités coincident.

Passant a la limite, on voit bien que :

1° Deux points pris, Uun sur Uellipse, Uautre sur
le cercle et tels que les tangentes en ces points se
coupent sur l’axe, ont méme abscisse;

, b
2° Leurs ordonnées sont dans le rapport constant =

C’est la démonstration demandée.

2. Rien n’empécherait d’ailleurs de présenter ce
méme raisonnement si 'on voulait partir dela défini-
tion de l'ellipse comme figure homographique d’un
cercle. Il serait alors acquis ue les tangentes aux points
correspondants se coupent sur 'axe et ont leurs coeffi-

cients angulaires dans le rapport g; on aurait succes-
sivement les conséquences suivantes :

Le produit des perpendiculaires menées & une tan-
gente & Uellipse par les points p, p' ol elle coupe le
cercle, et limitées & leurs intersections F, F' avec
Pazxe, est constant et égal a b2.
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Les points F, ¥/ sont symétriques par rapport au
centre O de la courbe.

Iis sont fixes (la puissance de chacun d’eux par rap-
port au cercle étant égale a b2).

On retomberait donc sur Dellipse, définie comme
podaire négative d'un cercle par rapport a un point
intéricur.

La seule question nouvelle a résoudre serait la
recherche du point de contact M de la tangente ainsi
obtenue. La méthode employée a cet effet dans la
théorie des podaires négatives montre immédiatement
que la droite O passe par le milieu de MF et que, par
conséquent, cette derniére droite est parallele a O/,

Si T'on voulait partir uniquement du fait que le
point M est sur la méme ordonnée que M,, la méme
conclusion (') ressortirait aisément de triangles sem-
blables déduits de 1'égalité

TO.Tm =Tp. Ty,

m étant la projection de M sur I'axe ( fig. 1).
La conclusion en question entraine d’ailleurs immé-
diatement la définition focale ordinaire de ellipse.

3. L’hyperbole posséde, elle aussi, une propriéié
manifestement destinée a jouer dans sa théorie le méme
role que les propriéiés précédentes dans la théorie de
Pellipse. C’est le théoréme si simple :

Laire du parallélogramme qui a un sommet en
un point d’une hyperbole et deux cétés suivant les
asymptoles, est constante.

Cette proposition est de celles qui ont leur place mar-

(1) Cette conclusion est immédiate 'si I’on considére comme
connuc la théorie des pdles et polaires dans ce cercle.
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quée dans tout enseignement géométrique des coniques.
Elle n’y a pourtant pas figuré jusqu’ici. La raison en est
dans I’absence de démonstration élémentaire. On n’éta-
blit habituellement le théoréme dont il s’agit que par des
calculs de Géométrie analytique plus ou moins déguisés.

On arrive au contraire 4 une démonstration géomé-
trique simple (qui pourra sans doute éire simplifiée
encore) en faisant, pour 'hyperbole comme pour I'el-
lipse, ce qui est fait classiquement pour la parabole,
et s’adressant aux tangentes de la courbe.

1l suffit de partir du théoréme dc Poncelet sur les
rayons vecteurs qui vont d’un foyer aux points de con-
tact de deux tangentes et a leur point d’intersection.
Ce théoréme s’applique aux asymptotes, les rayons
vecteurs des points de contact élant remplacés par les
paralléles Fax, Fx' ( fig. 3), menées de I aux direc-

Fig. 3.

tions asymptotiques. Il est alors facile d’établir que :

Le point de contact M d’une tangente a U'hyper-
bole divise en deux parties égales le segment 11
intel'cepte' sur celte tangente par les asymptoles.
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Car si L, L' sont les points ou les asymptotes sont
coupées par le rayon vecteur FM, il résulte du théo-
réme cité que les triangles FLI, FL'I" ( fig. 3) sont
isoscéles. Chacun d’eux a donc ses hauteurs égales et,
comme les hauteurs FH, FH, issues de F, sont égales
entre elles, il en est de méme des deux autres hau-
teurs 1K, I'K’, ce qui démontre évidemment le théo-
réme.

Ceci prbuvé, il suffit d’établir que’aire du triangle O1I’
est constante ou, ce qui revient au méme, que le pro-
duit OI — OV’ est constant.

Or ce produit est égal a (—)—F_‘Z, comme le montrent
les triangles OFI, OFI’, qui sont semblables comme
équiangles. '

On peut aussi prouver directement que le triangle OII
est d’aire constante, en divisaut ce triangle en deux
triangles partiels par une paralléle O A FM. La somme
des deux hauteurs est égale a

IK+I'K'=FH + FH' = 256,

et la base commune Op est égale a a, le point p
n’étant autre que la projection de I’ sur la tangente.

L4 encore on pourrait aisément partir de la nouvelle
définition pour retrouver la premiére.

4. Enfin ’étude des propriétés fondamentales des co-
niques a son aboutissement dans le théoréme suivant :

La perspective d’un cercle est une conique.

Ce n'est pas trop s’avancer que de dire que I'on n’a
pas une idée compléte de ce que c’est qu’une conique
si I'on n’a pas connaissance de ce théoréme dans toute
sa généralité, c'est-a-dire pour un point de vue et un
plan du Tableau guelcongues.
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Clest ce qui a été compris dans le nouveau plan
d’études : on y énonce (implicitement) le théoréme
dont nous parlons, mais a titre de postulat. ‘

Javais précédemment essayé, dans mes Lecons de
Géométrie, d’en donner une démonstration élémen-
taire. En voici une incomparablement plus simple :

On commence par démontrer que la projection
obligue d’une conique est une conique de méme
espece.

Pour I'hyperbole, ¢’est une conséquence immédiate
de la définition aréolaire considérée plus haut. Pour
Pellipse, cela résulte aisément de ce qu'il existe une
ellipse ayant deux demi-diamétres conjugués donnés
en grandeur et position (ellipse qu’on apprend classi-
quement a construire). On 'obtient enfin pour la para-
bole, en considérant I'éguation de cette courbe rap-
portée & un diamétre et 4 une tangenle, ou encore en
envisageant la parabole comme un cas limite d’ellipse
ou d’hyperbole.

Cela posé, soient P le plan d’un cercle dont on fait
la perspective, S le point de vue, p le plan du Tableau,
qui coupe le premier suivant une droite D ( fig. 4).

Soit $' un point situé sur ’axe du cercle donné. Si S
€tait le point de vue, le théoréme serait démontré, car
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le cone qu'il faudrait couper par le plan p serait de
révolution. .

Supposons, en outre, que la droite SS’ ne soit pas
paralléle a p.

M éitant un point quelconque du cercle, m sa
perspective sur p, menons, par m, la paralléle mm’
a S8/, jusqu’a rencontre en n' avec S'M. Le point m'’
est dans un plan fixe.

Pour l'établir, on ménera par m la perpendicu-
laire MN sur D, et on la prolongera jusqu’a rencontre
en ¢ avec la paralléle menée par S A MN. On a

mm'’ Mim Nm

SS" T MS T No

Or Ny est constant, car le point ¢ décrit une droite D
paralléle a D (la ligne de fuite).

Done mumn' est proportionnel & Nm, d’ou résulte
que ' est dans un plan fixe p' passant par D.

Le licu de m/ est la perspective du cercle donné
sur p’ avec S’ comme point de vue, ¢’est-a-dire une
conique.

Or le licu de m est la projection oblique du lien
de m'. Le théoréme est done démontré.

La démonstration serait en défaut si SS' était paral-
léle au plan p. Mais il suffirait alors de passer par un
point intermédiaire S”, pour lequel cette particularité
ne se présenterail pas,

On remarquera que nous avons, du méme coup,
démontré que la perspective d’une conique quelconque
est une conique. 11 suffit, pour le voir, de prendre
pour S’ un point d’ou I'on voit la conique donnée sous
un cone de révolation.
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[R4a] )
SUR L’EQUILIBRE DU CORPS SOLIDE;

Par M. A. TRESSE.

Le nouveau programme de Mécanique de la classe
de Mathématiques spéciales place au début de la
Statigue du corps solide étude des six conditions
nécessaires d’équilibre, indépendantes des forces inté-
rieures, qui s'appliquent & tout systéme de points
matériels, déformable ou non. Il s'agit ensuite de
démontrer que, pour les systémes invariables, ces con-
ditions sont suffisantes. C’est cette démonstration que
nous voulons établir ici par une méthode que.nous
croyons nouvelle et qui met en évidence un cas d’ex-
ception intéressant, sinon curieux, celui des corps
solides plans sans épaisseur. Auparavant, nous rap-
pellerons d’une fagon sommaire comment on arrive
aux conditions nécessaires en renvoyant sur ce point
@ un article, d’une inspiration trés heureuse, de
M. Gouilly, dans L’'Enseignement mathématique (*).

1. Soit d’abord un seul point materiel, A, soumis a
P'action simultanée de plusicurs forces; pour qu’il soit
en équilibre, il faut et il suffit que la résultante de ces
forces concourantes soit nulle, ce qui se traduit, en
projetant sur trois axes, par trois conditions nécessaires
ct suffisantes :

(1) X =o, 2Y=o, XZ =o.

(') A. GourLLy, Sur ’enseignement élémentaire de la Méca-
nique (L’ Enseignement mathématique, 1904, n° 1).
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2. Soit ensuite un systéeme quelconque de n points
matériels. Sur ces divers points agissent des forces : les
unes, forces extérieures, provenant de causes exté-
rieures au systéme, les autres, forces intérieures, pro-
venant des actions mutuelles s’exercant entre tous ces
points deux & deux, et soumises au principe de I’éga-
lité de Uaction et de la réaction.

Pour que le systéme soit en équilibre, il faut et il
suffiv. que chacun des n points le soit, ce qui se traduit
par un systéme de 3n équations de la forme (1), équa-
tions quc nous appellerons (o), ¢t qui donnent, pour
Péquilibre du sysiéme, 3n conditions nécessaires et
suffisantes.

Ces équations dépendent des forces intérieures. Le
principe de ’égalité de I'action et de la réaction permet
d’en déduire six équations indépendantes des forces
intérieures, lesquelles expriment doune des conditions
nécessaires, mais non suffisantes, pour I'équilibre du
systeme. Nous les appellerons (2); on les forme en
égalant i zéro la somme algébrique des projections des
forces exlérieures sur chacun des trois axes de coordon-
nées, ainsi que la somme algébrique de leurs moments
par rapport a chacun des mémes axes. ‘

Rappelons enfin que ces six équations expriment
que les vecteurs représentés par les forces extérieures
forment un systéme équivalent a zéro, c'est-a-dire que
la somme algébrique de leurs moments par rapport a
un axe quelconque est nulle.

3. Ceci posé, considérous un corps solide, ou sys-
téme invariable, ce que nous définirons, au point de
vue mécanique, comme un systéme de points matériels
maintenus par les forces intérieures a des distances
invariables les uns des autres, ces forces intérieures
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pouvant, d’ailleurs, avoir des intensités et des sens
quelconques.
Nous voulons démontrer que les équations ()
expriment des conditions suffisantes pour I'équilibre
d'un pareil systéme, ce qui veut dire :

Tutorkme. — Les forces extérieures veérifiant les
six conditions (B), il est possible de leur associer des
forces intérieures, soumises aw principe de I'égalité
de Uaction et de la réaction, de facon que les 3 n équa-
tions (o) soient aussi vérifiées, ¢’est-a-dire que chacun
des n points du systéme invariable soit en équilibre.

Nous désignerons par F; la force extérieure appli-
quée au point A; (i =1, 2, ..., n), ou la résultante des
forces extérieures appliquées a ce point quand il y en a
plusieurs, cette force F; étant nulle quand il n’y en a
aucune, puis par f;; la force de liaison exercée par A;
sur A;, force dirigée suivant la droite A; A, mais d’in-
tensité et de sens inconnus.

4. Systeme de quatre points matériels non situés
dans un méme plan. — Considérons d’abord le cas
particulicr d’un systéme invariable de quatre points Ay,
As, A3, Ay, non situés dans un méme plan. De chacun
d’eux, A;, partent trois arétes du tétraédre A, Ay AzAy;
ces arétes n’étant pas dans un méme plan, on peut
regarder la force extéricure F; comme la résultante de
trois autres dirigées suivant ces trois arétes; nous dési-
gnerons par F;; la composante portée sur I'aréte A;A;.

En vertu des conditions (3), la somme des moments
des forces F; par rapport a une aréte quelconque du
tétraédre est nulle; il en résulte que les deux forces Fi;
et Fj; placées sur I’aréte opposée sont égales et de sens
contraires.
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Or, vérifier les 3n =12 équations (a) revient a
trouver des forces intérieures maintenant en équilibre
chacun des points A;. Ceci est possible d’une maniére,
et d’une seule, car A; est sollicité par uune force exté-
rieure donnée F;, et par trois forces intérieures données
seulement en direction : on prendra pour f;; une force
égale et directement opposée a F;j. Mais alors, F; et Fj;
étant égales et de sens contraires, il en est de méme
de fij et fji; les équations (2) sont bien vérifiées avee
des forces intérieures soumises au principe de Pégalité
de Paction ct de la réaction. C. Q. F. D.

5. Systéme quelconque de points matériels non
situés dans un méme plan. — Pour arriver a la propo-
sition générale, nous pouvous alors la supposer établie
dans le cas de (7 —1) points quelconques A,, ..., Ay,
et I'étendre au cas de n points Ay, A,, ..., A,, aucun
des deux systémes n’étant dans un méme plan.

Parmi les 31 équations (), on satisfera d’abord aux
trois équations qui concernent I'équilibre de A, en
choisissant les n — 1 forces intérieures fia, ..., fin,
agissant sur ce point et de directions données, de fagon
que leur résultante soit égale et directement opposée a
la force extérieure Fy. Ceci est toujours possible, les
n —1 directions donndes, AjA,, ..., A} A,, n'élant
pas dans un méme plan, et c’est possible d’une infinité
de maniéres, chaque solution dépendant du choix de
n— 1 — 3 = n — 4 arbitraires.

Reste a satisfaire au systeme (o') des 3(n — 1) autres
équations («), systéme ou figurent, d’une part, les
forces extérieures données F, ..., F, et, d’autre part,
les forces intérieures foq, ..., fri, déterminées par les
conditions précédentes. On peut donc considérer Loutes
ces lorces comme des forces extéricures agissant sur le:
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systéme invariable de (n — 1) points matériels A,, ..., A,.
Or, par hypothése, les forces F,, Fy, ..., F, satisfont
aux six équations (f3); dans chacune de ces équations,
on peut remplacer la projection ou le moment de F,
par une quantilé égale, la somme des projections ou
des moments des forces fyy, ..., fan, cela, en vertu de la
fagon dont on a choisi les forces opposées fi,, ..., fin.
Les six équations (), ainsi transformées, expriment
alors que I'ensemble des forces extérieures F,, ..., F,,
Sary -+ Sui, appliquées au systéme invariable de
(n— 1) points A,, ..., Ay, satisfait aux six équations
analogues (@3'); la proposition étant admise pour un
systéme de (n — 1) points, il est donc possible de dis-
poser des forces intéricures restant inconnues de fagon
que les 3(n — 1) équations (') soient vérifiées.
C. Q. F. D.

6. Degré d’indétermination de la solution. — Dési-
5
gnons par k, le nombre d’arbitraires dont on peut dis-
poser dans la détermination des forces intérieures pour
un systéme de n points matériels. Nous avons irouvé,
dans ce qui précéde
P ’

ki=o0 et kpn=n—4+kp_.

On en déduit

kp=(n—4)+(n—5)+...+2+1= uz—(";“
Ce résultat est d’accord avec lc nombre des équa-
tions (a) et (B). En effet, les 3 n équations distinctes (a)
donnent six relations (), indépendantes des forces inté-
rieures, et six seulement, sans quoi celles-ci ne seraient
pas suffisantes; les forces intérieures, agissant entre
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nin—ru)
2

les n points deux a deux, torment donc gran-

deurs qui, liées par 3n — 6 relations distinctes, dé-
pendent bien d'un nombre d’arbitraires égal a

nf‘n—')_(3n_ﬁ): (n—3)(n——4).
2 2

7. Cas d’exception : systémes plans; systémes rec-
tilignes. — Notre raisonnement suppose essentielle~
ment que les points matériels du systéme invariable ne
sont pas dans un méme plan, ce qui exige, en particu-
lier, que leur nombre soit au moins égal 4 quatre.

1l reste donc a étudier un systéme de points matériels
tous placés dans un méme plan. Or, pour un pareil
systéme, la proposition est manifestement en défaut
lorsque les forces extéricures ne sont pas toutes diri-
gées dans ce méme plan, car, si la résultante F; des
forces extéricures appliquées en A; n’est pas dans le
plan du systéeme, les forces intérieures qui agissent sur
ce point, ¢t qui doivent toutes étre dirigées dans ce plan,
ne pourront jamais, quelles que soient leurs intensités,
maintenir A; en équilibre. Il peut d’ailleurs exister des
forces cxtérieures satisfaisant aux conditions (B) et
non dirigées dans le plan du systéme : c’est le cas,
par exemple, de quatre forces paralléles, d’intensités
égales, deux de méme sens, appliquées 4 deux som-
mets opposés d'un parallélogramme, les deux autres de
sens contraire, appliquées aux deux autres sommets.

Lorsque, au contraire, les forces extérieures sont
toutes dirigées dans le plan du systéme invariable, la
proposition est encore exacte, sauf un cas d’exception,
celui d’un systéme de points en ligne droite; on 1'éta-
blira facilement par une analyse identique a celle que
nous venons de développer, débutant par I’étude d’un
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systéme de trois points, pour s’élever de la au cas
général.

Reste enfin le cas d’un systéme invariable de points
tous en ligne droite. Ici encore, la proposition tombe
en défaut si les forces extérieures ne sont pas toutes
dirigées sur cetlte méme droile, mais reste exacte dans
le cas contraire.

Observons, en revanche, que dans le cas d’un sys-
teme formé de trois points sculement, A, A,, A;, mais
non en ligne droite, les équations ( 3) entrainent comme
conséquence que les trois forces F,, Fy, Fy sont dans
le plan Ay A; Ay @il en résulte, en effet, que le moment
de F,, par exemple, par rapport a la droite A,A,,
est nul. De méme, dans le cas de deux points seule-
ment, A,, A,, il résultc des équations (8) que les
forces Fy, Fy sont dirigées suivant la droite Ay Ay, la
force 'y ayant un moment nul par rapport a toute
droite issue de A,. Dans ces deux cas simples, la pro-
position est donc encore exacte.

8. Sur la résistance des corps solides. — Les cas
d’exception que nous venouns de rencontrer montrent
avec quelle prudence il faut raisonner, dans la sta-
tique des corps solides, lorsqu’on ne tient pas compte
des conditions de résistance, c'est-a-dire des limites
qui sont physiquement imposées aux intensités des
forces intérieures agissant entre les divers points des
corps.

Nous pouvouns interpréter le cas d’un corps solide
plan, sans épaisseur, comme celui d’un corps dont
I’équilibre ne pourrait étre réalisé qu'avec des forces
intérieures infinies, dés qu’il serait soumis a des forces
agissant en dehors de son plan, ou encore, comme celui
d'un corps dont la fragilité serait infinie.
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Par raisen de continuité, on peut en conclure qu’il
n'est légitime de négliger les déformations d’un sys-
téme matériel soumis a des forces extérieures d’inten-
sités déterminées, que si ce systéme a une épaisseur
en rapport avec ces intensités. -

‘' [K6b]
SUR LA DEFORMATION DES COORDONNEES TANGENTIELLES
DITES « PARALLELES »:

Par M. MAURICE D’OCAGNE.

Pour opérer dualistiquement la transformation des
nomogrammes a droites entrecroisées en d’autres a
points alignés, il suffit, dansles équations qui définissent,
en coordonnées cartésiennes, les systémes cotés figurant
sur les premiers, de substituer a ces coordonnées des
coordonnées tangentielles. Téoriquement, on pourrait
faire usage d'un quelconque de ces systémes (pourvu
que Véquation du point et de la droite unis y fat du
premier degré) et notamment des coordonnées pliické-
riennes définies par I'équation

Ux + vy +1=o.

Mais pratiquement de telles coordonnées ont le grave
inconvénient de ne pas représenter directement des
segments comptés sur les axes; elles en sont les in-

y . . . ’ A
verses, d’ailleurs changés de signe. Cela n’entraine pas
seulement des longueurs dans la construction des gra-
duations (comme, par exemple, lorsqu’il faut, pour
une échelle logarithmique, prendre les inverses de tous
les logarithmes lus dans la Table, au lieu de porter
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directement des segments proportionnels i ces loga-
rithmes, et méme, tout simplement, de relever ces
segments sur la graduation d’une régle a calcul); cela
conduit encore, dans certains cas, fréquents dans la
pratique, & des solutions absolument inacceptables;
s'il s’agit, par exemple, d’une échelle sinusoidale,
comme on en rencontre constamment dans les applica-
tions ressortissant a la trigonométrie sphériqne (calculs
nautiques en particulier), on voit que Pemploi des
coordonnées pliickériennes conduirait & une graduation
s'étendant de 41 A 4o et de — 1 & — o0, c’est-a-dire
rigoureusement impraticable.

Or, on peut se proposer de déterminer a priori un
systéme de coordonnées tangentielles proportionnelles
a des segments comptés sur les axes et donnant, pour
le point et la droite unis, une équation du premier degré.
Voici une fagon simple de le faire :

Aprés avoir fait dépendre linéairement 1’équation
ponctuelle de la droite de deux paramétres u et v en la
metlant sous la forme

(au+by +c)z +(adu+bv+c)y+au-+b"v+c'=o,
on peut I’écrire
(1) (@azx+ay+ayu+(bzx+by+0)o+cx+cy+c'=o.

Considérons alors les trois droites

(A) ar+ay-+a =o,
(B) bz +b'y+b" =o,
(€) cx +c'y +c" =o.

Si, comme on doit le supposer, leur déterminant n’est
pas nul, elles forment un triangle ABC dont chaque

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Avril 1905.) 11
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sommet sera désigné par la lettre correspondant au c61é
opposé.
Si nous coupons la droite (1) par la droite (B) ou AC,
nous avons, pour le point M d’intersection,
cr+cy—+c

U=— . o
ar+ad'y+a

Or, les termes de cette fraction, quand on y fait varier x
et y, sont proportionnels respectivement aux distances
du point M aux droites (C) et (A), par suite a BM et
a MC. On a donc, en représentant par A une constante,

AM

lL:)\m-

De méme, si la droite (1) coupe BC en N,

Q= —
B NG ’
I‘L é[ant une autre consltante.

Introduisons une droite fixe M, N, quelconque; nous

aurons
AM.M,C BN.N,C

U=, e’ T YBN, NG

Si nous rejbtons maintenant la droite AB 4 I'infini,

AM PN \endant vers I'unité (puisque
A, U BN, ant v puisq
les segments MMO et NN, restent finis), nous avons
a la limite

les rapports ——

_uo.MoC —VQ.N()C
- MG’ T NG

et, comme nous sommes libres de choisiv MyN, telle
que uy . MyC=v¢,.NoC=1,

—1 —

oM’ TN’

—-

u =

Ce sont les coordonnées pliickériennes.
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Pour avoir des coordonnées u et ¢ proportionnelles &
des segments comptés sur les axes on voit immédiate-
ment qu’il suffit de rejeter, non pas la droite (C), mais
le point G & l'infini. Les axes AC et BC deviennent
alors paralléles et, en choisissant ia droite M,N, telle

Uo 1) . N RN
que g1 + BN, = lhonad la limite,
u=AM, ¢=BN.

Ce sont les coordonnées paralléles que nous avons
étudiées en détail dans les Nouvelles Annales (3¢ série,
t. III, 1884, p. 410) et qui nous ont permis de présenter
sous une forme pratique les nomogrammes a points
alignés.

[TJ4f]
SUR LE GROUPE QUI LAISSE INVARIANTE L'AIRE GAUCHE;

Par M. Epwin BIDWELL WILSON.

M. Fréchet a récemment appelé attention sur une
généralisation de la notion d'aire due & MM. Peano et
Laisant, et il en a montré les relations avec la notion
ordinaire d’aire et avec le calcul fonctionnel (*).

Javais déja donné une tout autre généralisation en
remarquant que 'on pourrait définir 'aire d’une fagon
(uasi-projective et sans faire mention de la longueur
des lignes. Jai fait usage de cette généralisation pour

(') Sur une genéralisation des notions d’aire et de plan (Nou=
velles Annales de Mathématiques, juin 190} ).
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établir des théorémes dans la théorie des groupes pro-
jectifs du plan qui laissent Iaire invariante (').

On sait, d’ailleurs, que les transformations du plan
qui conservent P'aire ne sont nullement contenues dans
le groupe projectif, mais qu'elles forment un groupe
infini, & savoir le groupe des mouvements & deux
dimensions d'un liquide incompressible, dont I'équa-
tion caractéristique est

% -+ 3—;}, =o0 (2).

Je me propose, dans cette Note, de déterminer le
groupe de Pespace qui laisse invariante 'aire gauche
de M. Peano. Je ne me bornerai nullement au groupe
projectil; je considérerai le groupe le plus général dont
les transformations puissent se synthétiser de transfor-
mations infiniment petites. Nous trouverons a la fin
que le groupe cherché n’est autre que celui des mou-
vements rigides, c’est-a-dire des déplacements eucli-
diens. Voila un résultat qui pourrait sembler assez
surprenant vu la grande généralité du groupe plan qui
laisse invariante 'aire au sens ordinaire. Bien que ce
probléme soit simple et qu’il ait did é&we résolu aupa-
ravant, je n’en puis trouver aucune mention. Toute-
fois, la méthode que je vais suivre pourrait avoir
quelque intérét et plus ou moins de nouveauté.

1. Remarquons d’abord que, puisque I'aire gauche

(") Ueber eine von dem Begriff der Linge unabhingige Defi-
nition des Volumens (Jahresbericht der deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung, 1903, p. 533-361), et A generalised conception
of area : applications to collineations in the plane (Annals of
Mathematics, 1903, p. 14-15).

(?) Voir, par exemple, Sornus Lie, Vorlesungen iiber Differen-
tialgleichungen, 1891, p. 82-83.



( 165 )

jouit des propriétés I'-IV’ (*), il suffit de se borner aux
aires infiniment petites, c’est-a-dire aux aires planes
infinitésimales (avec lesquelles on pent ensuite con-
struire les aires gauches finics par un procédé de som-
mation). Puis, ce n’est pas I'aire vectorielle S qu'il fau-
drait conserver, mais sa valeur scalaire \/ﬁ. Si 'on
voulait conserver la direction de S, on se limiterait
forcément aux translations, de méme que si I'on eut
voulu conserver la longueur et la direction des lignes.

Quant aux calculs mémes qui entrent dans la solu-
tion du probléme, ils sont assez longs, et il y aura
grand avantage a les abvéger par l'introduction de
I'analyse vectorielle. Je suivrai les notations de Gibbs,
dont M. Genty a si heureusement fait usage dans un
Mémoire sur les systémes triples orthogonaux publié
il y a peu de temps dans le Bulletin de la Société ma-
thématique de France. Pour les détails du calcul vec-
toriel, je renverrai le lecteur au Traité (2). (Je citeral
les pages de ce Traité.)

Soit Uf une transformation infinitésimale du groupe
dont il est question :

“—+.d},+§

Introduisons le vecteur
L =¢i+nj—+Ck;
d’ou
Uf =L.Vf.

Soient r et 1’ les vecteurs de deux points de I'espace,
soient r, et r, leurs transformés par Uf. De la défini-

(') Voir Fricuer, loc. cit.
(*) Voir GiBs-WiLson, Vector Analysis (New-York, 1gor).
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tion méme du symbole Uf, on tire

(1) r=r—+L& +...,
(2) ri=r+L8+.. ..

Supposons que 1’ soit de la forme r + dr; dévelop-
pons L' suivant les puissances de dr en nous rappelant
que (p. 404)

dL = dr.VL.

Alors (2) devient

(2") ri=r,+dr,=r—+dr + L3¢+ dr.VL &,

cn écartant les termes d’ordre supérieur en 8¢ et en dr.
Retranchons (1) de (2'), d'ou il s’ensuit que

dry=dr + dr.VL 8¢t = dr.(1 + VL ¢¢).

Cette expression nous donne la relation entre 1'élé-
ment lindaire dr et son transformé dry. Le polynome
dyadique

@ =T+ VL,

ou I représente I'idemfacteur (p. 288), est cclui qui
transforme les éléments linéaires. Gibbs a donné une
théorie de la multiplication double qui est particulié-
rement utile pour la discussion des transformations
d’aire et de volume (p. 306-315 et 333-334). Le point
principal est que 'on peut opérer algébriquement sur
des dyadiques presque comme s’ils étaient des nombres.
Sotent, en effet, dS et dS, I'élément d’aire et son
transformé, dr et dt, ceux du volume. Sil'on a

dr = dr.qr,
on a également (loc. cit.)

S, = dS.®;, By=1
d‘Cl = d‘!‘l‘g, Py = %
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2. Appliquons maintenant cette théorie au cas
actuel (p. 295) :

dry = dr.(1 4+ VL &¢) = (I + VL¢ 8¢).dr;
d’ou vient
dry.dry=dr.(I + VL 8¢).(I + VL¢ 8¢).dr.

Développons en négligeant les carrés de ot :

dri.dry=dr.l.dr + dr.(VL -+ VL¢),dr ot.

La condition, pour que la longueur se conserve, est

évidemment
dr,.dry = dr.dr;

d’oun
dr.(VL <+ YL¢).dr = o,

et cela pour tous les vecteurs dr, ce qui entraine la
nullité identique du dyadique (p. 284-286). Ainsi nous

avons
VL + VL¢=o.

D’autre part, on a, pour régir les transformations
d’aires,
dS, = dS.(1-YL3t); = (I -+ VL 3t)c.dS;
d’ou
dSy.dS; = dS.(1 4 VL 3¢);o(I + VL 8¢)ac . dS.

Rappelons la formule (p. 331)

(@ + W)= Byt DIV + W,
et (p. 313)
I=1I;

k)

développons toujours en écartant les puissances supé-
rieures de 3t, et nous aurons
dVy.dS, = dS (I + 1% VL 8¢). (I + 1% VL 3¢).dS
=dS.1.dS + dS.I1% (VL + VL¢).dsS dt.
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- Si, maintenant, |’aire ne doit pas changer de valeur,
dS;.dS;= dS.d§

cL
dS.JX(VL + VL¢ ).dS = o.

Cette équation a licu pour n’importe quelles valeurs
du vecteur dS. Ainsi

[% (VL + VL¢) = o;
d’ou, en divisant par le dyadigue non nul I,

VL + VL¢ = o.

On voit qu’on retombe sur la méme condition qu’au-
paravant. Le théoréme que le groupe qui laisse inva-
riante I’aire au sens de M. Peano n’est autre que celui
qui laisse invariantes les longueurs des lignes, soit le
groupe de déplacements euclidiens, se trouve donc
démontré.

Si I'on voulait trouver la condition pour que le
volume ne change pas, il 0’y aurait qu’a écrire
d’ou, en remarquant que [y =T et I, =1,

[:VL=VLs=V.L =o.

Cette condition est bien connue. Elle exprime tout
simplement le fait que la divergence de L doit étre nulle.

3. Exprimons la condition VL + VL;= o sous une
forme plus familiére
o
ox

)

L 0 L o 0%
V= i = 41 +1k£
L 0% L .kd;
+1]5}—,+1] +j o

, 0% . 0n 0%
+hE +k]5/z —.—kk;;-
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L’équation VL + VL = o nous montre que le déter-
minant des neuf dérivées partielles est un déterminant
gauche. Cest-a-dire que 'on a

9 oy lil4

Ty s
on 0 _ oy oy ok 0%

-— = 0.

oz @ - 5_; 0z~ 0z ox

Ces six expressions qui sont identiquemeni nulles
sont précisément les six fonctions caractéristiques bien
connues de la déformation homogéne osculatrice a la
transformation Uf. Dans ces conditions, M. Appell a
montré que la transformation n’est autre qu'un dépla-
cement (').

Ainsi notre probléme a été complétement résolu et
mis en harionie avec la théorie de I'élasticité.

On pourrait demander la généralisation aux dimen-
sions supérieures, laquelle est fort simple. A quatre
dimensions on aura, par exemple, aire plane, laire
gauche el I’aire doublement gauche, pour ainsi dire.
On aura aussi le volume ordinaire a trois dimensions et
le volume gauche; puis le volume a quatre dimensions.
Ev aiusi de suite pour des espaces a dimensions plus
élevées. L’analyse qui sert a résoudre le probléme est
la méme que pour trois dimensions.

Le théoréme fondamental est celui-ci :

Dans Uespace a n dimensions, le groupe qui laisse
invariants ou la longueur, ou Uaire (généralisée), ou
le volume (généralisé) de trois jusqwa n — 1 dimen-

(') Voir son Traité de Mécanique rationnelle, t. 111, p. 265-266,
ol les six équations aux dérivées partielles sont intégrées par voie
directe.
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sions est toujours le groupe des déplacements eucli-
diens.

* Les conditions analytiques sont

VL~+ VLc=o0

ou
DYy
9z; " 0z

si Uf s’éerit

=o0 (6 J=1,2,...,0)

Au contraric, le groupe qui laisse invariant le
volume a n dimensions est infini et régi par I’équation

g‘)_\,_ dhs Jhy,

...+ — = 0.
().Z'] ().Z'g d-Tn,

[S1a]

RESISTANCE DE L'ELLIPSOIDE IMMERGE DANS UN FLUIDE
PARFAIT INCOMPRESSIBLE. INTEGRATION DES FORMULES.
EXPRESSION DES VALEURS APPROCHEES. CAS DU DISQUE
PLAT ET DE L'AIGUILLE;

Par M. MATHY.

On sait que la résistance d’un corps immergé dans
un fluide parfait incémpressible est le produit de trois
facteurs : le premier dépend de la forme du corps; le
deuxiéme est la masse du fluide ayant un volume égal
a celui du corps; le troisieme est la différence d’accélé-
ration du fluide et du corps.

La détermination du premier (acteur donne lieu a de
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sérieuses difficultés; sa valeur pour lellipsoide n’est ex-
primée dans les auteurs que sous forme d’intégrale; je
me propose de rechercher cette expression a I'aide des
fonctions elliptiques et de montrer que, dans le cas ot
les limites d’intégration ne sont pas des demi-périodes,
les valeurs approchées sont encore applicables & la pra-
tique de la méme facon que les fonctions circulaires.

Soient a, b, c les trois demi-axes principaux de I'el-
lipsoide, a> b > ¢; le premier facteur a, de sa résis-
tance suivant I'axe des x est

” d\
fo (@+My(@+ 1) (B2 + 1) (2 + 1))
_2__[’ dx
abe ) (ar+0) (@ 1) (b5 h)(er+ k)

(1) a1=

Les valeurs des deux autres coeflicients b, ct ¢, se
déduiscnt de (1) par la permutation des letires a et b
ouactc.

La question est ramenée a trouver Ja valeur de

dx

(2) xsz :
, (@) Y@+ h) 02+ ))(et+ D)

A cet effet, on pose
‘)\ =z —3(a?+ b2+ c?),
1
) P ey =g(a+ b2—ac?),
(3) <
( eg =3 (a+ c*— 2b?),

e3= 3(b2+ c2— 2a?).

L’expression (2) peut alors s’écrire

(4) X= ds :

(z—es)\/(3—61)(5“92)(5—33)

$(ar+ b3+ cy)
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Or, si = pv, les limites d’intégration seront py =2
et

(5) pv = +(at+ b2+ c?).

De ce que

po=—ay(pv—er)(pv—e)(pv—ez)
on a
. —oadv
(6) X—, pe—ey
Mais on sait que
. (e3—ey) (e3— €2)
p(v—km;,)—ex:-—‘—?")—):(_—;a—;
il en résulie que

2

(7 X= -~e2)/[c3-P(V+w3)]d"'

(€3—€y)( €3
Par intégration

2 Pr=o
—— b
_(63-‘61)(63—*62)[630 (0= ms)]J)":%("’+"’+""'

X

Mais pv= o fournit v = o, d’ou

2

) X= -
(%) (es—ey) (e3—€3)

[713'_ €39V — :(V -+ (”3)Jpvzk(a’+b‘+t’l~
On développe (v + wy) et Von remplace les diffé-

rences e; — €z, €3 — €, par leurs valeurs déduites de (3),

et Fon obtient

- T —2 . yo o 1 po \.
(9 X= (a?—b?) (a2 —c?) (\ew—{—g *3 pv—e,)

On aurait de méme

_ —2 1 p
Y= G (T )

- —> rop L P,
Z—(c*—ar*)(cz—bz)(e‘“+‘°+2J:w—e.>
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? ’ s ’
L’argument v est déterminé par py = 1§ (a2~ b2+ c2).
e . -
On remarque qu’il est réel et compris entre o et w;
car :
es—e ar— b2
e _a-b
ey — ey az—c?<l’
2° pv=g(a*+ b>+ c?) est plus grand que e,
ou §(a*+ b2>—c?).

1° Le module

. . . . I "o
D’un autre c6té, on obtient les trois fractions 5 —QL——,
2 py—e;3

1 ) ¢ I Y ¢ R .
LY L PP 4 Paide de (3) et (5); elles sont
2 pr—ey 2 po-——e
, . be —ca —ab
éeales a4 — =, —=, .
: a b c

En remplagant dans (1) X par sa valeur (g), on
trouve a,; on détermine de méme b, et ¢, a 'aide

deY et Z.

Lxpression des waleurs approchées. — Au lieu
. t
de £(v), on prend son terme principal et I'on a
\

, - 2 be I
W) X= (B —av— )

1l reste a caleuler ¢; on sait qu’il faut tenir compte
du signe de e, ou de a?+ ¢ — 252,

Premier cas : €< o. — La demi-période K se cal-
cule a Paide des Tables de Legendre; on sait que

L ey — € a?— b2
J2=gin?s = 22— "3 7 .

2 e —e3; at—c?

On remarque que
b2 — c2

a?— c?

k2=

Dés lors, on obtient ¢ par la forme circulaire

T — s
cos— yat—c2.v = —,
K‘/ q



avec

5 13 /‘1—
1t Ver—es—Vei—es 1 1—k1
- 1

1
2 ¥ 3 > 1’
2Ver—es+vVer—e 2,_,_[("’

q:

_ I Ve,—- e \/J)lt—eQ—Vel——eg Vpui—e; _ 1 b—ak’2
2 Vex—ea \/plt—e2+\‘/el—e2\/pu1—eg b+ak”

D'ou
1/ 1
K (b —ar?) (s + &%)
(10) ¢ = ————— arc.cos : =
Tyai—c? (b+a/c/’z‘)(x—k'f>
Second cas : e;> 0. — Les formules précédentes

s’appliquent avec changement de ey, e, e;, p, K, cos
en —ey, — ey, — ey, — p, K/, coshyp. Or K’ se cal-
cule encore par les Tables de Legendre; a ’aide de

\ 2__ 2
k'z_.;mz(i.__f :__i).
2 2 at—c?

On en déduil

(11) ¢ = ———=—=arc.cos hyp.

K’ (o—er) (1 42)
myar—c (b+c/\2)(l—— %,\‘

Les formules (g'), (10) et (11) fournissent donc le
moyen de calculer X5 pour obtenir Y et Z, il faut con-
sidérer

¢ a la précédente valeur (10) otr (11).

Ellipsoide de révolution aplati. Disque circulaire
plat. — Lorsque a =05, k*=o0 et les fonctions ellip-
tiques dégénérent en fouctions circulaires. X et Y

o . . 1
prennent la forme — et il faut leur appliquer la régle
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élémentaire de la dérivation. Quant a Z, les formules
de dégénérescence conduisent successivement a

_ 2 a? 3ey
‘ Z—w—_cz‘ﬁ<—c“7"*°>
(r2) ¢ 2 (\/a?—c2
3
%

c

— arc sin

It

(a2—c?) “

Pour le disque circulaire plat, ¢ étant trés petit par
rapport & @, a*—c? tend vers a?; d’ou

(13) L:(%G_;)

Deés lors

a . .
Le rapport - est trés grand; mais le second facteur

de la résistance devient trés petit, puisque c'est la masse
du fluide ayant le volume du disque; on prend le rap-
port du produit de ces deux facteurs au produit des
deux facteurs relatifs a la sphére de méme rayon quele
disque; le premier facteur est &, on a ainsi

2 /a =\, T
. —{=—=-)5zmate , a-—c—
(15) R; dudisque @ = \c 2/ 3 4 2
R; de la sphére @ — g T a
: - ~ma’
2 3

’

Ce rapport tend vers 1i' avec ¢ tendant vers o. D’ou,

si Ry=R,=o0, c'est-a-dire si le disque se meut per-
pendiculairement a son plan, sa résistance se réduit

a (15).

Ellipsoide de révolution allongé. Double aiguille.
— Dans ce cas, b2=c?, k=1 et il y a dégénérescence
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des fonctions elliptiques en fonctions hyperboliques..
Y et Z prennent la forme (—;-

Quant & X, on a

2 c? Jes
X= (@ =)
(16) < 2 <loga+\/a2—‘ ¢ \/a2—ci>

c a

Pour la double aiguille, ¢ est trés petit, a>— c* tend
vers a?, d’on

. 2 2a
(17) ‘ ——;—:(\]0” ¢ —l>

el

(IS) ay =

-+ . ’
2 -+ 2 2 1 2a (a 2 lo 2a .
il 2 Zloeg == Z) — 2=
ac?  a® a® ° ¢ \ ¢ 87

a, tend vers o avee c; comme le volume est trés petit,
on peut dire que Ry= o.

BIBLIOGRAPIIE.

InTRODUCTION A LA GEOMETRIE DU TROISIEME ORDRE;
par M. I. Dumont, professeur au lycée d’Annecy. —
1 vol. in-8° de 1x-313 pages. Anmnecy, J. Depollier;

1904. )

Dans sa Préface, M. Dumont nous annonce que son Ouvrage
est une ceuvre d’étudiant; il serait a souhaiter que nous ayons
dans nos écoles de France beaucoup d’étudiants de ce genre,
rompus aux méthodes pédagogiques et sachant exposer une
question aussi clairement! :
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- 1prépuis - Chasles, la’ Géométrie pure. sommeille un pew..en
Prynce. ‘Les belles legops - de M. Darboux ont orienté. foute
une jeune école vers la Géométrie infinitésimale et cinéma~
tique. Les travaux de Lie et les progrés admirables d& la
Théorie des fonctions ont attiré les autres vers des spécula-
tions. imalytiq‘ues d’un caractére élevé. Mais la Géoméirie
pure, celle qui ne puise ses sources que dans les elemems
d’Buclide et PAlgébre, perd du terrain. ERI

C’est un peu pour faire revivre la tradition mouranle, un
peu pour fournir aux jeunes étudiants un sujet attrayant pour
leurs méditations, et aussi pour placer en lumiére quelques
travaux personnels fort intéressants, que M. Dumont a entre-
pris'de faire, en un Ouvrage didactique, I'exposé systématique
des propriétés fondamentales des cublques planes et des sur-
faces:du troisiéme ordre.

La'lecture du premier Chapitre, qui contient I’ewdc des
ternes de points sur une droite et des invelutions cubiques,
porterait d’abord a croire que I'auteur va, a l'instar de Clebsch,
Cayley et d’autres, se placer sur le terrain des formes algé-
béiq-ues et'faire cette sorte de ‘Géométrie algébrique qui n’est
qu’une adaptation du langage geometnque a I'énoncé de faits
de calcul. ,

Mais, aussitdt apreés . avoir donne succinctement, de cette
théorie, ce dont il avait besoin: pour la suite, M. Dumont
abandonne le calcul pour ne faire que de la Géométrie réelle,
celle qui traite des formes et des propriétés graphiques des
figures qu’elle envisage. A ce point de vue, le Chapitre 1V
est cardctéristique et sa lecture seule sufﬁt pour precxser les
intentions et.les vues de Pauteur.

- La-classification des cubiques peut, en effet, se faire de
deux fagons .distinctes. L’une,’ purement algébrique, qui,
n’ayant pas égard & la forme graphique de la courbe, n’envi-
sage que son équation et groupe ensemble toutes les courbes
dont'les équations se raménent projectivement au méme type
canonique. Daus une telle classification, les invariants.de
la forme cubique jouent évidemment le role fondamental.
L’autre, et c’est celle qu’adopte M. Dumont, consiste &
grouper ensemble les courbes qui: ont la méme forme gra-
phique. Dans ce cas, les invariants ne jouent plus qu’un:réle
secondaire, puisqué, pour deyx:courbes de formes trés voi-
sines, Iinvariant. du rapport. anharmonique de” quatre tan-

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Avril 19g03.) 12
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gentes issues d’un point peut avoir des valeurs diffiérentes
tandis qu'il peut ne pas différer pour deux cubiques graphi-
quement fort distinctes.

Placé sur ce terrain bien net, 'auteur étudie successive-
ment, dans deux Parties congues sur le méme plan, les
cubiques planes et les surfaces cubiques. Ce parallélisme
voulu. entre la Géométrie plane et celle de I'espace permet
ainsi de mettre a4 la fois en évidence les analogies et les dis-
semblances.

Propriétés générales, modes de génération, pdles et po-
laires, singularités ponctuelles et tangentielles, intersec-
vions, etc. sont méthodiquement étudiés avec soin.

Visiblement, M. Dumont a toujours recherché la méthode
la plus simple, la plus intuitive, celle qui exige le moins de
connaissances préalables. Et, comme son Livre est une ceuvre
d’étudiant pour des étudiants, il a placé a la fin de chaque
Chapitre une série d’énoncés de questions fort bien choisies
et propres a exercer la sagacité des lecteurs. Ainsi il nous a
donné un Ouvrage qui pourra étre lu sans peine par un éléve
de Mathématiques Spéciales. C'est, par essence, le type des
livres &4 donner en prix aux éléves sortant des classes de
Mathématiques Spéciales qui, pendant leurs loisirs, en atten-
dant I'entrée dans une Ecole, liront avec intérét et aisance cet
Ouvrage instructif qui leur ouvrira des horizons nouveaux.

CARLO BoURLET.

THEORIE DES NOMBRES IRRATIONNELS, DES LIMITES ET
pE LA coNTiNUITE; par M. René Baire, maiire de
Conférences a I’'Université de Montpellier. — 1 broch.
in-8° de 61 pages. Paris, Vuibert et Nony; 1905.

M. René Baire est un jeune mathématicien de talent qui a
coutume d’attaquer et de résoudre avec succés des prablémes
subtils et profonds de la Théorie des fonctions. A la fois
philosophe et mathématicien, il se meut a Paise dans un
monde terriblement abstrait, ol quelque cerveau moins bien
trempé succomberait a la tache.

Sa brochure sur la Théorie des nombres irrationnels et la
continuité n'est probablement que 'exposé tardif d'idées qu'il
a di marir depuis longtemps; et il edt été vraiment facheux,

B
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pour notre enseignement, qu’il ne nous les edt point fait
connaitre.

Sa méthode n’est pas essentiellement originale,*car elle
procéde de celle de Dedekind, retrouvée et magistralement
exposée par M. J. Tannery dans son Introduction & la
Théorie des fonctions; mais ce qui la caractérise et la recom-
mande & l'attention de tous les professeurs c’est sa simplicité,
sa concision jointes a sa généralité.

Comme de coutume, M. Baire définit un nombre irrationnel
par une coupure dans I'ensemble des nombres rationnels;
puis, de suite, par un ingénieux emploi des bornes supérieure
et inférieure d’un ensemble, il définit la limite d’une suite,
établit le théoréme fondamental de Cauchy et donne la notion
des valeurs approchées d’'un nombre irrationunel, et cela sans
avoir eu besoin de définir les opérations sur les nombres
irrationnels.

Contrairement a toutes nos habitudes, il commence par
définir la différence de deux nombres irrationnels. Cest la
la seule opération qu’il définit directement, isolément.

Ceci fait, il donne immédiatement la notion de fonctions
d’arguments irrationnels et celle de leur continuité,

Le principe d’extension d’une fonction, définie dans un
champ pour les valeurs rationnelles de la variable, aux valeurs
irrationnelles, fournit, du méme coup, et comme cas particu-
liers d’un cas plus étendu, les définitions de toutes les opéra-
tions sur les nombres irrationnels ainsi que leurs propriétés.

C. B.

CORRESPONDANCE.

M. Camille Massing. — Le théoréme bien connu de Stei-
ner, a savoir que le point de concours des hauteurs d’un
triangle circonscrit a une parabole est sur la directrice,
peut étre complété de la fagon suivante :

Si les normales auz trois points de tangence concourent
en un méme point M, le point de concours des hauteurs
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est le point de rencontre de la directrice et du diamétre
de la parabole qui passe par ce point M.

En effet, soient N, N, N” les trois sommets du triangle
normal circonscrit correspondant au point M; a et § les coor-
données du sommet N. On voit facilement que 'ordonnée du
point de contact du coté N'N” est —23. L’équation de ce

cOté est alors
pr+28y+aft=o.

Les coordonnées du sommet N’ seront
o= E(—prvE—ap),
, {
Yy =— ;(B*‘V@z—‘lpl);

Péquation du coté opposé NN” sera

(VBE=2pa—p)z+2ay—a(f+yB—a2pa)=o.

Ceci posé, il suffit d’écrire les équations des perpendicu-
laires abaissées des sommets N et N’ sur les cOtés opposés et
P

de faire dans ces équations # =— <. On trouve

2
2.8
‘.7::—'73=.711

car yy (ordonnée du point M) est, en vertu des formules de
Desboves, égal & — —2%9--

Cette démonstration est indépendante de celle du théo-
réme de Steiner.

Si l’on admettait le théoréme de Steiner comme dé-
montré, la démonstration se ferait en quelques lignes comme
il suit :

L'équation de la ‘perpendiculaire abaissée du sommet
N(%, §) du triangle normal circonscrit correspondant au
point M(zy, yy) sur le cdté opposé a N (représenté lui-
méme par l'équation pzx + 2Py +282=0) est

z—a y—8

P 2§

(1)
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Le diamétre (de la parabole) passant par le point M (2, y,)
est représenté par 1'équation

(2) y+=F=o

2af
p
(en vertu des formules de Salmon-Desboves).
Eliminant y entre (1) et (2), on voit que 'abscisse du point
de rencontre de ce diamétre (2) et de la hauteur représentée
par P'équation (1) est

SRS

Donc, le diamétre (de la parabole) qui passe par le
point M(zy, yy) (point d’émission des trois sommets) passe
par le point de rencontre d’une des hauteurs et de la direc-
trice et par conséquent par le point de rencontre des trois
hauteurs.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Bordeaux.

EeREUVE ECRITE. — 1. Les deux nombres w et w' ont un
rapport- imaginaire. Pour quelles valeurs du nombre

entier p la série
1
2 2 (mw+ nw')pP

sera-t-elle absolument convergente?
La sommation Z 2 s’étend a toutes les valeurs entiéres

positives, négatives ou nulles des nombres m et n, excepté
m = n = o. .
Dé finir les fonctions pu, {u, cu.

II. On donne en coordonnées cartésiennes rectangulaires
Planes de cercle

) z?+ yt=R?



( 182)

et la parabole
(2) xt=2py.

Par un point quelconque M du plan on méne une tan-
gente MP au cercle (1), P désignant le point de contact. Le
rayon du cercle qui passe par P rencontre en Q la para-
bole (2). ‘

Déterminer une courbe T' telle que la normale en tout
pointM de cette courbe passe par le point Q.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Appliquer le théoréme des résidus
au calcul de l'intégrale

1 1 1

/(a + @12+ a2+ a3 z3) (e3+ es—1 4 e;;)dz
)

prise le long d’un cercle C de rayon
R>1 et <2 (1< R<a),
a,, ay, ay, a; désignant quatre constantes.

II. On pose

w e r dr '
fo V(zt+z+1) (3222 +1)

Calculer x en fonction de u, en employant les fonc-
tions sn, cn. (Juillet 1go4.)

EerEUVE ECRITE. — 1. On considére l'intégrale

f dz
Va(1—2)
et l’on demande :

1° La valeur de cette intégrale prise le long d’un cercle
de rayon trés grand ayant l’origine pour centre;

2° La valeur de l’intégrale prise le long de cercles infi-
niment petits entourant les points z =0,z =1;

3°. La valeur de l’intégrale réelle

! dz .
fo‘ ve(i—ax ’
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4° D’étudier les différentes valeurs ae lintégrale -

[ 7=
L J, Vai—32)

lorsque le chemin d’intégration allant de z, & 3y varie de
toutes les fagons possibles. :

‘H1. Trouver, dans un plan, une courbe G telle que la
distance de Dorigine des coordonnrées a la tangents en un
point M de la courbe G soit proportionnelle a l’abscisse de
ce point. '

EPREUVE PRATIQUE. — On sait que l’égalité

f’ dz
tr) u = 1
L Va1

définit 5 comme forction uniforme et méromorphe de u.
Soit
z = f(u).

Au voisinage de la valeur u=o, le développement
de f(u) est de la forme suivante :

f(u)= % ~+ By+ Byu + Byu2+ Byud+....

On demande de calculer les coefficients A, By, By, By, ...
Jusqu’a By inclusivement.

On supposera que dans Uintégrale {1) la détermination
initiale du radical pour z = w est telle que le rapport

b1
PO

pour z infini.

Nota. — Enfai‘sant le changement de variable 5 = 7',
on cherchera d’abord le développement de A '=.7?';), en

série de Mac Laurin; soit

A=taqju+agut+...
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et l'on cherchera ensuite le développement de .. ..
! .
AU+ AU+ oy U ...
(Novembre 1904.)

Montpellier. -

EpREUVE ECRITE. — Déterminer une courbe plane telle
que e yayon de courbure soit égal a quatre Jois la lon-
gueur dela portion de normale limitée a 'axe OX.

-« On -étudiera séparément deux cas, suivant. le sens du.
rayon de courbure par rapport & cette portion de nor-
male.

Dans chaque cas : .

1° Etudier la fol me de la courbe etfm mer ses équations
au moyen d’un paramétre variable;

2° Calculer la longueur d’un arc de courbe;

3° Calculer Uaire comprise entre la courbe, l’axe Oz,
l'axe Oy convenablement choisi, et une normale quel-
conque; s

§° Chercher la relation qui existe entre le rayon de
courbure et ’ordonnée.

EPREUVE PRATIQUE. — On donne (en coordonnées rectan=
gulaires) I’ellipsoz'de

2L _
tEtrta T2
et le paraboloide .
»roe_ z_
T a= "

Trouver le volume du solide commun.
(Novembre 1904.)

“Toulouse.

Eprguve EchiTe. — k.~Construire les courbes qui, rap-
portées a deur axes de coordonnées Ox, Oy, verlﬁent
U’équation différentielle

A3y _ (Y o
7= (dz‘) —e&v=o.
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I1. On considére l'équation aux dérivées partielles
q9 14

03 . 0z .
203 —:"}Ty. +Zy =o.
1° Trouver son intégrale générale;
2° Déterminer la surface S qui, rapportée & trois axes
de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz, vérifie cette
équation aux dérivées partielles et passe par le cercle dé-
Jfini par les équations

z =o0, r+y?—y =o0;
3° Déterminer les lignes de courbure de cette surface S.

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer ’intégrale

-+
r—a d.
| e

dans laquelle a désigne un nombre donné.
(Novembre 1904.)

Grenoble.

EpREUVE ECRITE. — Une courbe S, tracée sur un céne
de révolution, rencontre les génératrices de ce céne sous
un angle constant. Trouver le lieu S; des centres de cour-
bure de S.

On démontrera :

1° Que les tangentes aux courbes S et Sy aux points cor-
respondants sont rectangulaires;

2° Que la courbe. S, est située sur un céne de révolution
dont elle coupe les génératrices sous un angle constant.

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver U’équation générale des
surfaces qui sont telles que le plan tangent en l'un quel-
conque M de ses points détermine sur Oz, a partir de
Uorigine O, un segment qui soit dans un rapport constant
avec la distance du point M a l'origine.

Déterminer une surface intégrale particuliére qui passe
par une hélice circulaire donnée ayant O z pour axe.

(Novembre 1go4.)
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SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSEES.

1953.

(1803, p. 46.)

Soient, pour un point M d’une courbe (M) quelconque,
m et p les centres des deux premiéres courbures. MT étant
la tangente en M a cette courbe, A une direction fize
quelconque, on porte des longueurs égales au rayan de
courbure mM en mM,; et MM, sur les paralléles a A menées
par m et M, en MM, sur la tangente MT.

Les tangentes en My, My, M3 aux courbes décrites res-
pectivement par ces trois points résultent des théorémes
suivants : '

I. La tangente en M, passe par M.

II. La tangente en My passe par le point de rencontre
de lu tangente MT et de la perpendiculaire abaissée de m
sur Mp.

II. La tangente en M; est symétrique de My par rap-
port ¢ la tangente MM,. (M. p’OcAGNE.)

SOLUTION
Par L’AUTEUR.

I. Appelons Ty le point inconnu ou la tangente en My a la
courbe que décrit ce point rencontre mM.

Puisque la direction de mM, est fixe, si d¢m) est la difié-
rentielle de 'arc décrit par le point m, on a

amM, mM,
d(m) ~ mT,

Mais, par hypothése,
d.mM;=d.mM,
ct, d’aprés un théoréme bien connu,

d.mM =d(m).
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Donc
nM,=mT,,

ou, en tenant compte de I’hypothése mM; = mM,
mM=mnT,,

ce qui montre que le point T, coincide avec le point M.
On peut donc dire que le point My poursuit le point M.

I1. De méme, si la tangente en M, coupe la tangente en !
au point T, on a, puisque MM, est de direction fixe,

d.MM, MM,
d(M) ~— MT’
ou, en vertu de '’hypothése MMy = Mm,
dMm _Mm
d(M) — MT

Mais, si d9 est Pangle de contingence en M, on a

d.Mm=nmp.db,
(M) =Mm.db.



Donc

et

Cela montre que les triangles rectangles mMu et _TMinlrl
sont semblables et, puisque leurs cdtés de I'angle droit sont
deux a deux perpendiculaires, il en est de méme de leurs

dMm _mp
dM) Mm
mip _ Mm
Mm ~ MT

hypoténuses M et mT.

I1J. Sila normale en ‘M; & la courbe (M;) coupe en Nj; la
normale en M a la courbe (M) dont l'angle de contingence

est db, on a
Mais

Donc

Or l'égalité de MM; et de Mm entraine I'égalité des angles
que My m fait avec MM; et Mm, donc avec mu et mN;. Il en
résulte que les triangles M;m N3 et Mym 2 sont égaux, et, par

suite, que

Or
TN

M,N,m =

N
May.m

Donc

Sotent

Ax*+By?r+ Cz?+2Fyz +aGzzr +2Hzy =1,
ar* +byr+c3*+o2fyzs +agsr+2hxy =1

les équations de deux quadriques rapportées a un systéme
quelconque d’axes rectangulaires passant par leur centre

d.MM;= mN;.db.
d.Mm = mu.db.

mNz = mu.

TN NG
M;Ngm = Mzpm.

(cotés perpendiculaires),
(alternes internes).

N
MM, T; = MM, .

1962.

(1903, p. 95.)
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commun; on demande de démontrer les propositions sui-
vantes :

1° Les conditions qui eé‘primeut que ces deuxr qua-
driques ont les mémes axes de figure sont
‘ U =(Hg)+(Bf)+(Fc)=o,
(1) IV =(Ga)+(FhR)+(Cg)=o,

ot l’on a posé
Hg—Gh=(Hg), Bf—Fb=(Bf),

2° La condition qui exprime que le plan ayant pour
équation
lz +~my+nz=o

coupe les deux quadriques données suivant deux coniques
ayant les mémes azes de figure est

(2+m2+n2)({U +mV+nW)
l m n
—|IA+mH~+nG H+mB—+nF (G+mF4+nC|=o0.
la +~mh+ng lh+mb+nf Ilg+ mf+nc

Si les azes sont obliques et font entre euw des angles .,
i et v, les conditions (1) prennent la forme

(Hg)sin2h + (Bf)sin2p + (Fe)sin?y
-+ (Bec)(cosp cosy — cosi)
+ [(Fg)+ (Hc)] (cosv cosh — cosp)
+ [(Hf)+ (Bg)] (cosh cosu— cosv) =o,
(Ga)sin?A + (FhA)sin2p + (Cg) sin?v
+[(Fg)—+ (Ch)](cospcosv — cosh)
+ (Ca) (cosvcosh —cosp)
+[(Gh)+ (Fa)](cosk cosp — cosv) = o,
(Ah)sin?X + (Hb) sin? . + (G f) sin2vy
+ [(Hf)+ (Gb)] (cospcosv —cost)
+[(Gh)+ (Af)](cosv cosh — cosp)
+(Ab) (coshcosp—cosv)=o.
(GENTY.)
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SOLUTION
Par M. LETIERCE.

1. Etant données deux quadriques de méme centre, on sait
qu'il existe un triédre de diamétres conjugués, commun a ces
deux quadriques.

Soit (a, B, 7) un point d'un de ces diamétres, les plans dia-
métraux conjugués de cette direction par rapport aux deux
quadriques sont confondus; ces plans sont

zfy+ yfa+afy=o,
xq:’,%—_yga’ﬁ—l— 39y = o,

f=o0 et 9 =o0 étant les équations des quadriques. On doit
avoir
’ r
Jo S8 _ Sy
AL QR g 85

‘?&_?lﬁn“?y

Le triédre conjugué commun est donc défini par les trois
droites communes aux trois cdnes

-Z'/E—ﬁ, Zé=ﬁ "é":"/_‘é’

¥ 9y ¢k ¢k 9y ¢
¢quations qui s’écrivent, en les développant,
(Ah)zt+ (Hb)y*+ (Cf)z2+ [(Gb) + (Hf)]y=
+ [(Gh) + (Af)]sz + (Ab)zy = o,
(Ga)z*+ (Fh)y*+(Cg)z*+[(Fg) + (Ch)lyz
+(CGa)zz +~ [(Gh) +~(Fa)lzy = o,
(Hg)z*+ (Bf)y*+ (Fc) 224 (Be)yz
+[(Fg)+ (He)lzz + [(Bg) + (Hf)]ay =o.
Pour que les quadriques aient mémes axes de figure, il faut
et il suffit que ces trois cones soient capables d’un triédre

trirectangle.
En coordonnées rectangulaires, les conditions sont que les
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sommes des coefficients de 22, y?, z? soient nulles; donc

U =(Hg)+(Bf) + (Fec) =o.

V =(Ga)+(Fh)+(Cg) =o,

W= (Ah) +(Hb)+ (Gf)=o,
et, en coordonnées obliques, elles sont exprimées par les con-
ditions de 1'énoncé. '

I1. Soit (', m', n') une direction du plan

lx+my—+nz=o, W+ mm'+ nn' = o.

Les plans diamétraux conjugués de (', m’, n’) par rapport
aux deux surfaces sont

(1) Ufep+mfi+n'fl=o,
(2) Ugle+m o)+ n'g; =
Quand (/', m', n) varic en restant dans le plan
lz+my+nz=o,
I'intersection de (1) et de (2) décrit le cone
I m n
3) fi fy f|=o
Y 9y ¢
D’aprés la définition méme de ce cone, le plan

lr ~my+nz=o0

le coupe suivant deux droites qui forment le systéme de dia-
métres coujugués commun aux deux coniques dmtersecuon
du plan et deux surfaces.

Pour que ces deux coniques aient mémes axes, il faut et il
suffit que le plan coupe le cone (3) suivant deux droites rec-
tangulaires.

Or on sait que pour que

UT + vy +wz =0
coupe le cdne

F(z, y,5)=Az*+ Ayrt+ A"z2+...=0
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suivant deux droites rectangulaires, il faut que
(A+A+A")Y (ut+ o2+ w?)—F(u, v, w)=o.
Appliquant cette formule au cas présent, on obtientla con-
dition
o= (l2+m?+n2) (IU+mV+nW)
l m n
—|IA+mH~+nG !H+mB—+nrF (G+mF+nC|,
la +mh+ng lh+mb—+nf lg+mf+nc

car les coefficients de xﬂy*, 52 sont respectivement
I(Hg)+ m(Ga) -+ n(Ah),
{(Bf) +m(Fh) +~n(Hb),
U(Fe) +m(Cg) + n(Gf). C. Q. F. D.

QUESTIONS.

2013. Un cercle a pour centre le sommet de I'angle droit
d’un triangle rectangle donné et il est tangent a I’hypoténuse
de ce triangle; les coniques qui ont pour foyers les extrémités
de cette hypoténuse, et qui touchent le cercle, ont pour points
de contact les sommets d’un triangle équilatéral.

(MANNHEIM.) |

2014. Les axes des quadriques de révolution par rapport
auxquelles deux droites données sont conjuguées engendrent
un complexe linéaire. (R. Bricasp.)

" 2045. Un triédre trirectangle a son sommet sur le cote E
d’un angle donné. Du point, ou 'autre coté D de cet angle
rencontre I'dne des faces de ce triédre, on éléve un plan per-
pendiculaire a ce coté. Ce plan coupe E en un point d’out I'on
abaisse la perpendiculaire A a la face considérée. On déter-
mine de méme B, C pour les autres faces du triédre. Démon-
trer queles deux droites qui rencontrent A, B, G, D sont per-
pendiculaires a D et perpendiculaires 'une a 'autre. (ot
(MANNHEIM.)
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[X4aetb]
NOTE SUR LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DES POLYNOMES ALGEBRIQUES:

PAr LE CommanDANT L. DENY,
Ancien éléve de 'Ecole Polytechnique.

I. — PrELIMINAIRES.

Nous appelons orthogone une ligne brisée a angles

droits telle que E,S,...S,E, (fig. 1), dont les élé-

Fig. 1.

_+Sm6
Sm-s
+
38’“-‘
Sm

Em+

ments paralléles consécutifs sont marqués du méme
signe ou de signes contraires suivant qu'ils sont tracés
d’un méme cité, ou de cité et d’autre de 1’élément
perpendiculaire adjacent commun. Le mot consécutif
implique la succession des sommets dans 'ordre naturel
des indices, sans lacune. Si un ou plusieurs éléments
sont nuls, comme au point double §; —S; ou au point

Ann. de Mathémat., §° série, t. V. (Mai 1905.) 13
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triple Sy — S,, —S,,, pour appliguer la régle il faudra
rétablir par la pensée les cotés absents et considérer
chaque sommet simple comme origine des positifs et
des négatifs, en tenant compte des précédents. Un choix
initial reste darbitraire : en wue de la commodité des
calculs, nous adoptouns pour les deux directions com-
mandées par le sommet S, supposées horizontale et
verticale, les inverses des signes de la Géométrie ana-
lytique. '

Il sera toujours possible de faire entrer a leur rang
dans une construction orthogonale, et avec leur valeur
et leur signe, les coefficients d'un polynome entier.
~ Lafigure obtenue représente une équation algébrique;
car elle préte a la recherche des facteurs irréductibles
du polynome. v

Soit, en eflet, 'orthogone S de cinq sommets ( fig. 2):

Fig. 2.
S3 Sy Vat Se

E’ .

une oblique E; S, tracée sous I'angle o, peut servir de
premier élément & un orthogone S;S)... ayant ses
sommets sur les cotés du proposé et mémes extrémités;
tango étant quantité positive, Vi, V,, ..., V, des
!ibmbres a signe latent réRrésemant les ¢Otés de S, on
pourra €crire d’abord

o . S5S), = Vy tanga,

NN
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puis pour-les restes snccessifs jusqu'au dermier
S, 8, = Vitanga + V,, ‘ B
S;Ss = Vs tang?a + V, tanga + Vj,

E{E, = Vs tang®a + V, tang*a + V; tang3a
+ Vytang?a + V, tanga + V,.

En vertu de la régle des signes, les sommes alge*
briques sont traduites par des expressions .ou n’inter-
vient pas l'indication de dz:ﬁérence, et il en résulte que
celle du dernier reste E{E, représente la ‘valeur
du polynome pour x =- tanga. Si ce reste est nnl
(E' coincidant avec E,), tanga sera une racine. .

Dans le cas ou S5S, aurait dit é&tre wacé.dans la
direction opposée par rapport a S;, V, serait un élé-
ment positif, et tanga deviendrait une quantité néga-
tive. Nous laissons du reste au lecteur le soin d’examiner
toutes les variantes possibles (inscription, ex-inscrip-
tion, ou mélange des deux formes), qui penvent se
présenter. Nous ne voulons noter que ceci : S' figure
le polynome quotient du proposé S par le facteur du
premier degré correspondant a la racine, et il est facile
de s’en assurer par un calcul analogue au précédent.
Dés lors, on peut opérer sur I'inscrit de m — 1 sommets
comme sur ’orthogone primitif, par conséquent arriver
a la détermination de toutes les racines réelles et du
polynome résidu irréductible ou tout au moins n’admet-
tant plus de facteurs du premier degré.

Les ressources que l'on peut tirer ainsi de cette
Géométrie ont déja é1é remarquées. Dés 1867, les
Nouvelles Annales (1. VI, p. 359) faisaient mention
du procédé du capitaine Lill, de I'armée autrichienne,
pour résoudre les équations par des figures. identiques
a celles que nous appelons orthogones et a I'aide d'un
instrument dont la partic essentielle était un disgne
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gradué portant quadrillage. En 1893, dans le Bulletin
de la Société mathématique (1. XXI), M. G. Arnoux
préconisait 'étude des mémes figures et le principe
d’un appareil, sorte de régle a compas, pour la recherche
des facteurs (*). Iguorant ces travaux antérieurs (nous
devons a la bienveillante érudition de M. Laisant de
pouvoir les citer) et peu enclin & une méthode de
tatonnement que nous estimions décevante, nous avons
envisagé la conception qui se présentait a notre esprit
comme la base d'une sorte d’algébre de forme particu-
liere s’adaptant sans doute plus spécialement a la réso-
lution des équations numériques, mais pouvant aussi
atteindre la théorie. C’est cette tendance qui nous dif-
férencie de nos prédécesseurs.

Nous présentons ici les linéaments principaux de
notre étude qui est susceptible d’extensions.

II. — PRriNCIPES GENERAUX.

Tracons, sur la figure 3, deux axes de projection,
Fig. 3.

paralléles aux cotés de P'orthogone, et passant par le

(') Voir pour plus amples renseignements :

A. Favaro, Lecons de Statique graphigque (traduction P.
TERNIER ). Méthode de Lill (1I° Partie, p. 197). Paris, Gauthier-
Villars; 1885.

Publications de M. Gabriel Arnoux : Deux fascicules sur I’Algébre
graphique (Digoe, Chaspoul, 18go); 4. F. 4. S. (Congrés de
Marseille ), 1891, Etude de méthode graphique.



(197)
milieu O de E,En. En appelant R la moitié de cette
ligne, il vient (1) :

Vo —Vm—s+Vpy...=—2Rcosw=+2RcosA=+2RcosT,

Vietr— Vo3 +Vys...=+2Rsinw =+2RsinA =—2Rsin T.

Ces formules nous serviront tout d’abord a réduire a
la méme échelle deux figures données.

Soient §' et S” deux orthogones, I'un de trois, 'autre
de quatre c6tés, que nous faisons ainsi aboutir aux
mémes extrémités.

Portons sur chacun des cotés de §' des semblables
a §"( fig. 4) et inversement sur les cOtés de S” des sem-
blables a §' ( fig. 4%*). Ces constructions fournissent
les deux mémes directions rectangulaires, et 4 un fac-
teur prés (~2—Iﬁ> les cotés des superposés représentent en .
grandeur et en signe les sous-produits venant dans la

\

multiplication des polynomes correspondant aux ortho-
gones donmnés.

Pour tracer le résultant S de cinq sommets, combi-
naison des proposés, il suffira de suivre graphiquement
les phases de I'addition algébrique, c’est-a-dire de
porter sur chaque direction, en tenant compte des
signes, les longueurs qui figurent les produits élémen-
taires; le premier et le dernier sommet sont donnés
immédiatement; le second et I'avant-dernier par la
superposition de deux lignes; ainsi de suite.

Les figures 4 et 4% prétent & deux remarques :

a. L'angle E, E;S; dans le résultant est 1a somme des
angles E, E; S} et E, E;S] similaires dans les com-
posants.

(I)A:';:——w,Tz‘lt—{—m,A—i—T:z?l.
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b. Les axes de projections X X', YY' étant tracés sur
les deux figures, si 'on appelle x, y; x', »'; 27, )" les
.coordonnées des points S, S/, §', on arrive facilement,
Fig. 4 et 4.

Y
S3

Se

e

pmm o ———

R ——

[
S s |
i

en consultant alternativement les figures 4 et 4%, a
vérifier les deux relations

2 x =Zx’ +Zx”,
Sr=SreXr
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D’on un énoncé général :

L'angle 'F, que nous appellerons ancLE pE L’orTHO-
GONE, est la somme algébrique des mémes angles dans
les composants; le point G,, barycentre des sommets,
est le résultant statique des similaires dans les com-
posants.

Ces propriéités fondamentales de l'orthogone sub-
sistent a toutes les phases de la décomposition, Qu’elle
soit compléte ou incompléte. ‘

Nous avons déja donné les expressions ressortissant
a la notion de I'angle A égal a (2= —T) (fig. 3); la
méthode de projection nous servira encore a déter-
miner sous une forme analogue les coordonnées de G,.

On a, en effet (fig. 3),

Fig. 5.
Y

I
i
'
'
'
4

29 =+ R cosA + V,,
2=+ RcosA + Vg,

x7=-+ RcosA +Vy—V-,

2y=-+ RcosA +Vyg— V4 Vg— V; 4+ V,;

de sorte que, si on appelle R, la longueur OG, et A,

.
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Pangle GOX, il vient

mR; cosAy =+ mRcosA +~mV, — .(m——'z)V,,,_,
+(m—4)V,,,_,,—... (')
et '
mRysinAj=+mRsinA —(m —1)V,,4

+(m —3)V,3—....

1II. — RésoLuTiON DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Les principes que nous venons d’établir aboutissent
a un procédé de recherche des racines par les intersec-
tions d’un cercle et d’une courbe.

Soit, en effet, S’ orthogone solution du proposé S de
huit sommets. On a ( fig. 6)

yh=ys+ Vytanga,

y:i= T

Vi=Ys— Vstang3a —V;tang?a — Vs tanga,

Y=

yi=yi+Vetangsa 4. ...+ V, tanga,
Yi=UYu

Yi=ye—Vetanga —. ...l — V, tanga.

Désignons par Y T'ordonnée du point sommet de
I'orthogone du premier degré correspondant a la

racine tango, Y est égal a Ey -—Zy’. Il vient
Y —y)=—Vg(tang7a — tangSa + tangda — tangla)

+ V;(tangba — tang*a + tang2a) +...

-+ V,tang?a + Vjtangla,

(') A remarquer la parenté de ces formules avec celles de la
dérivée analytique.
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ct de méme

X — xy=— Vg(tangba — tangta + tang?a)
— V;(tang®a — tang3a + tangla) —. ..

—V, tang?a — Vjtangla.

En éliminant tanga on aura une courbe du septiéme

degré, dont I’équation sera, 'origine étant reportée au

point F,,( —R cosA, +RsinA),

(@7 (Vo Vo Vi Vi)t — (V= V-V o
((l) b +(‘78_V6+Vk)yzx’;,,_(VT__VS)J,S.z‘S
( — (Vo= Vo) pat— Vo ysz + Vg yi=o,

ct les points-solution correspondant aux racines réelles
seront marqués par les intersections de cette courbe
avec la circonférence du cercle tracé sur E,E,, comme
diametre.

Un calcul analogue sur un orthogone d’'un nombre
impair de sommets, sept par exemple, donnerait une
courbe du sixiéme degré qui, rapportée a I'ori-
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gine F,(+ R cosA, — RsinA), aurait pour équatiorr

y5+(V,-V‘,+-V,)y‘
(&) §  + (Va=Vy+Va)ayt —(Ve—Vi)22y?
— (Vi—=V5)z3y2+ Vexby + Vizb=o0 (1).

En jetant les yeux sur le tableau des eoordonmnées
des sommets, on voit pourquei, r™ ' ou y™! étant
positifs, les signes des autres coefficients se suivent
dans la cadence — — —+ —+ si m est pair, + + — — si
m est impair; cette observation permet d’écrire les
courbes (a) et (b) pour un degré quelconque, sans
calculs.

Il peut paraitre compliqué de baser la recherche des
racines sur la détermination des points communs a une
courbe de degré m — 1 et 4 un cercle, les intersections
étant normalement en nombre 2m — 2. Mais l'indéci-
sion n’est qu’apparente, car les courbes admettent un
point de multiplicité m — 2 qui est précisément I'ori-
gine, I, ou I'y, située sur le cercle. Il ne reste donc
que m intersections possibles répondant a la question.

Les courbes (a) et (6) sont d’une éiude facile, mises
sous la forme

(«) r= o(p), y=pe(p)
(0) z=0%(5), y= ¢()
© est une fonction de degré m — 2; w et o Vinclinaison

sur I'axe des X et sur 'axe des Y de droites partant de
Vorigine I, ou Fy. On a du reste

dy _ ho'p+op i
== = ; ou .
dzx o' p aQ'c 4+ ao

(') On peut aussi, em faisant imtervenir cotz au lieu de tanga,
trouver des conjuguées a’ et b', mais qui sont rapportées, savoir :
a! & lorigine F,, "4 l'origine F,,, et dans lesquelles V,,, V
sont remplaéés respectivemment par V,, V,, ....

m—~1y **°
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ﬂ = ———————fL(P'F_’— 2”“& D 'S .
d‘?"z . NCIN Awp's+ga)2

Nous resterons dans les généralités, ne voulant iei
que donmer des notions sur V'allure des courbes (*)

Courbes p. : m est pair. — = o fournit S, dernier
2(0)
?'(0)

» est en général inclinée sur I'axe

sommet de I'orthogone : la tangente en ce point )

Vou—Vm-15 VY,
Vm__‘—Vm—s—f—...
de X.

Si ¢(u) n’a pas de racines réelles, x ne pourra étre
égal a o, si ce n’est au point I, qui restera isolé avec
la multiplicité m — 2. D’autre part, ¢'(p), fonction
impaire, aura une racine et une seule fournissant un

soit

maximum ou un minimum de x par une tangente ver-
ticale. On aura donc 'une des deux formes 7 ou 7%%, la

Fig.7. Fig. 7V,
Y iy
i :
! 1
' |
: 1
1
------------ P,
}% X X,
' :
i :
lYp ty?’

convexité étant toujours tournée vers l’axe des Y. Si
'on rapporte sur ces figures le cercle d’un orthogone,

(') L'étude des cas particuliers, ceux ou I'on suppose absents cer-
tains coefficients de ¢, aboutit 4 une classification des équations en
familles qui ressortissent & des tracés caractéristiques. Elle fournit,
dans la pratique, des observations intéressantes. K
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on reconnait que, suivant les positions relatives de E, et
de S,, il y aura o ou 2 solutions.

Si ¢(p) a deux racines, de méme signe ou de signes
opposés, il y a deux tangentes a 'origine qui comporte
alors un point isolé m — 4 et un point double sur la
courbe; car x et y changent de signe entre les racines.
On aura une des deux formes 8 ou 8% soit telles quelles,

Fig. 8. Fig. 8",

soit inversées par rapport a I'axe des Y; ¢/(u) a une
ou trois racines, d’ot une ou trois tangentes verticales.
Le nombre des racines de 'équation proposée ne peut
pas étre supéricur a quatre.

Avec quatre racines en o(p), suivant leur groupe-
ment possible par signes, on obtient les figures g, 9*%

Fig. 9. Fig. g¥.
!

et gt et il est aisé d'imaginer les formes que I'on
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obtiendrait avec six, huit, etc. tangentes a l'origine;
on aboutit en dernier lieu au cas o, ¢ ayant toutes ses

Fig. gter.

racines réelles, le point F,, est totalement soudé a la
courbe.

Courbes 5 : m est impair. — Dans les courbes o
I'allure générale est la méme que dans les courbes .
Signalons toutefois que le point S, (pour ¢ = o) est sur
I'axe des Y, et que 'origine F, est toujours sur le tracé
de la courbe, a titre de point simple ou de multiplicité
impaire. Les figures 10, 10%%, 10" correspondent au
cas o ©(q) a une, trois, ou cinq racines, et le poly-
nome proposé un, un ou trois, un, trois ou cinq fac-
teurs du premier degré. v

Nous risquerions de laisser dans 'ombre un point
important, si nous ne signalions pas un avantage inhé-
rent a emploi des courbes que nous proposons, celui
d’avoir le caractére d’'une méthode. Pour le tracé et la
détermination des accidents importants, nous sommes
amené a I'étude d’un polynome de degré m — 2, avec
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adaissement de deux degrés par rapport au polynome
proposé, ou a celle.des dérivées de o o. Mais les fone-
tions ¢, , étant entiéres peuvent, d’aprés le méme
principe, étre éludiées elles-mémes a l'aide de fone-

Fig. 10. Fig. 10",

]

:31

tions ¢,,_;, et ainsi de suite jusqu’a ce que I'on arrive
au sccond ou au premier degré.

Il est facile de constituer la chaine de ces poly-
nomes. ' i

" Si l'on a, par exemple,

Py=Vyz8— V27 .., RN
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il viendra successivement
?s=—!V8P-1+V7I-‘ + (Vg—Vg)ui
-'—(V7fvs)f11‘(vs“"'s+vb)¥1¥
A (Vi =V + Vi) g+ (Vg —Ve+ V;éf.\’,),
gy 2=+ Vapi—Voui— (2 Vs — Vo) i3
+(QV7—*V5)}13+(3V3——2V5+ \5),
?2=—V3P§+V7}l;+(3V3——v5).

On sait résoudre ¢,, et de la, par deux graphiques,
on remontera a Py.

IV. — EssAr DE DISCUSSION.

La théorie orthogonale aboutit en définitive a la
représentation graphique des racines réelles tanga,
tango/, ... a aide de points I,, I}, ... marquant sur la
circonférence de cercle E,E,, des arcs 24, ... comptés
a partir de E; ( fig. 11). Si toutes les racines sont

Fig. 11.
17
1y
l‘
Em
E,

m
l‘

réelles on comptera m point I et leur barycentre <qui
coincide avec celui des sommets de 'orthogone, c’est-
N . . cO0S \ . , o

a-dire avec le point G, : R, sin A.) sera a 'intérieur du

cercle. Voila donc un premier criterium indicatif de la
réalité des racines.
" Nous pouvons combiner 2 a 2, 3 a3, ..., kak
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les points I, c'est-a-dire faire les sommes algébriques
de k arcs E, I pour trouver des points Ix en nombre C}*.

Si P’on peut déterminer le barycentre de chaque classe
-—_1

. m .o m . . .
de points [, on aura - criteres ( s m est 1mpa1r> .

On arrive a ce résultat en remarquant (fig. 12) qu’un

point I est I'indice de I'existence réelle d’un ortho-
gone 5%, lequel, combiné avec son coexistant S”~*, doit
reproduire le proposé S™.

Les coordonnées, par rapport aux axes de 'ortho-
gone S, pour un point Iy quelconque seront

x = R(cos Ty cosT,,—i~+ sin Ty sin T,,—),

¥ =R(cosTgsinT,,_p—sinTscosT,,—x).
Si I'on suppute les C}* abscisses et ordonnées, on trou-
vera pour leurs sommes tous les produits partiels pro-
venant de la multiplication des deux polynomes S#
et S~k c’est-a-dire de I'équation que nous écrivons
symboliquement :

(Vi Vi + Vgt e e e e V) (Vo= Vi gy .4 V2),

mais ces produits seront répartis entre Zx et E ¥
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d’aprés les résultats de la notation
(cosTk—(- ¢ —1 sin Tk) (cosT,,,_k— V — tsin T,,,_k).

. R . e 4 R2
De plus, ils devront tous étre divisés par 2, (3—R>
2
La question étant posée ainsi, on vérifie sans difli-

cultés que le premier terme de 2.1‘ est :

f
+ ; CZL V”l')
le deuxiéme

1 Ch+ ChCp—t— Cpk
T Cyr

m
CI; Vm—?»

et ainsi de suite, et qu'en définitive, si I'on appelle
cos , . .
R Gin A les coordonnées du point cherché, barycentre

des points Iz, on peut écrire, toutes réductions faites,
et en altribuant a G, la valeur de unité :

m m—1
5 o —5—
Cl2r Cm—k__ck Cm—k+ +Ck Cm»v—l.-
. X _ i) 2P -1 1 0 _Z2p
'Ry CosA = E (—1y’ am Vm~2p~
p=0 *
m—1 m—2
2 ° 2
) Cff " Cm—k_ Gk Cm-k 4 Ckgm-k
, N _ 2 p+10 p 2p+1
2Ry sinA = E (=P 222 ém L 2PV 2ty
2p+1

p=0

Dans ces formules, les symboles Ck et Cm=k n’ont
de signification réelle que si I'indice inférieur, qui
marque le nombre des objets combinés, est plus petit
que k ou m — k, total des disponibles : cela suflit pour
indiquer ou s’arréte le calcul, dans chaque cas parti-
culier, aux numeérateurs.

On peut faire les remarques suivantes :

1° Le numérateur de V,,_ap, composé d’'un nombre

Ann. de Mathémat., ¢ série, t. V. (Mai 1905.) 14
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pair de termes, conserve sa valeur et son signe quand
I'on change k en m — k; celui de V,,_(2p,4) change de
signe. Les points G4 et G,,_z auront donc méme abscisse
et des coordonnées de signes contraires; et par suite,
si 'on a un point G,, (m pair), ce point sera sur I’axe
3

des X.

2° Les points G ainsi définis sont en réalité en
nombre m 1 : car, parmi cux, il faut compter G,

Sre ;. cos
que nous avons défini antéricurement R Gin Ao €L dont

on retrouve les formules en faisant ici kA = o. Clest le
point I, de la figure 2; E, figure le point G,. On
trouve l'expression de Gy, en faisant k=1, sous la
forme
m— 4 m—8 .
2R,y COSAIZVHL"‘Tvlu——l."‘TVnL-s—w' (1),

. m—2 m—=6
2Ry sin Ay = —Vpy— ——— Vs +....
m m

Il est donc facile de trouver la valeur de R,, de R,,
de Ry, ..., et il est évident que Ry, R, ... doivent

A . b ’ ’ . . m
étre plus petits que R. Il en résulte que I'on a ainsi -

m —1 .. , . ’ .
<ou > > conditions nécessaires pour que I'équation
ait toutes ses racines réelles. Sous la forme ou elles se
présentent ces conditions ne sont pas suffisantes, car
aussi bien que Gy, les points G, Gj, ..., tout en étant

a P'intérieur du cercle de rayon R, peuvent résulter de

(') Cette expression peut étre identifiée avec celle que nous
avons donnée antérieurement, en tenant compte de la valeur
de RcosA. Du reste, la fonction R cosA pourrait étre mise en
évidence dans R, cosA; : il suffit, pour arriver a ce résultat, de
remarquer que 'on a identiquement

et Ciert+. - Cert=cr.
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la composition de barycentres extérieurs afférents a des
orthogones élémentaires irréductibles.

Ne voulant pas allonger cette Note, nous terminons
sur le simple énoncé des considérations qui maintenant
jalonnent pour nous la route.

Les relations obtenues entre les quantités R, A et V
l)el‘m(',llenl:, ne serait-ce que par les Procédés connus
de résolution d’un systéme d’équations linéaires, d'ex-
primer V en fonction de R et A : on le fait plus com-
modément a 'aide d'un caleul inverse de celui que
nous avons présenté et I'on peut ainsi écrire les coef-
ficients sous une forme qui donne des renseignements
nouveaux. D’autre part, si I'on se reporte au schéma
de la figure 12, on arrive a la conception de points-
racines sommets d’un polygone inscrit indépendant du
diaméwe E E,, lequel, par sa position accidentelle,
détermine un polynome algébrique particulier, c’est-
a-dire une écriture analylique passagére du polygone.
II' en résulte pour le polynome lui-méme et pour les
polygones Iy provenant du primitif I, des variations
dont I'étude s'impose.

[H3c] :
EQUATION DIFFERENTIELLE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE;

Par M. H. LAURENT.

L’équalion générale des courbes du troisiéme degré
peut se mettre sous la forme
py3+(mx +n)y*--(ax-bx +c)y
+ ax3+ Bzt vz + 8 =o,
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p, m, n; a, b, ¢; «, B, v, 8 désignant des constantes
qu'il faut éliminer; or e¢n ditlérentiant quatre fois,
cinq fois, ..., g fois, on a’

dv 2
pd)/ “+ (mx +n) d}:

3 42 % 4,
+4m‘f1z; +(ax2+bx+c)-2—;}7
, &y Ly _
+4(zax+b)(7;;+6.2adx—2 =o,
dsys , dsyz
P +(mx+n) g
“+5m d}, +(ax+ bz +c) 5 diy
drv dzs
3
-+-5(2a:r—}—b)~——Z +10. ?aj‘y 0,

En éliminant p, mz +n, m, ax*+ bx +c,
2ax + b, 2a, on a

dvyd  diy? 4d3y? diy

Ay 6 dry
dx* dx* dxr3 dx*

dx3 dx?

4

10

sy’ dsy? _diyr dsy d‘y dy
3 5

drs  dxd drt dxd d:v* da3
6 6.... 1H....|=O
Vi 7. 20....
..., ... 8.... 28....
9 9.... 36....

Il serait aussi facile d’écrive I’équation diflérentielle
des courbes d’un ordre quelconque, ainsi :
diyt

—r? I"équation dillérenticlle

Si I'on pose a;j=
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d’une courbe de degré n s’obtiendra en égalant a zéro
le déterminant (1)

n+1 n-+1 (n+1\n

dyet n An+1,n—1 1 An n—1 Apiy n—2 1 “n,n—2 12 An—y n—2 ...
n-+42 n+2 (n+2) (n4-1)

gz n Ant-2,n~1 Ty “Inrayn—t Antayn—y 1" Ontap—e Ty o Tngna e

Ay (n+3) nin+3)
n T: n-i

3 a,,(,,:,,\ e tereeeeees eeeeaeeieiien e e e e

tn—1

[P1e]
SUR LES ELEENTS DOUBLES DE DEUX FIGURES SEMBLABLES
DANS L'ESPACE;

Par M. G. FONTENE.

1. Soient OX, OY deux axes rectangulaires; consi-
dérons la droite isotrope Y = X1, et faisons-la tourner
de P'angle 0 : elle ne cesse pas de coincider avec elle-
‘méme, mais un point M de cette droite vient occuper
unc autre position M’ que nous déterminerons comme
il suit. Soient OX', OY' deux axes rectangulaires
obtenus en faisant tourner les premiers de I'angle 8

(') On a du reste
!
@ =X FraT Y
Les facteurs y«yB... étant au nombre de j, et a + B +...=(;
cette formule se déduit de la formule symbolique

dn
ZZ—"(u,v,w....):(zz+v+w+...)",

en posant u = ¢ =W =...= ¥.
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les coordonmées du peint M dans le systéme primitif
élant X, Y, les coordonnées de ce point dans le systéme
transformé sont

X'=  Xecos0+ Ysin0 = X(cos® +Zsin0),
Y' =— Xsinf + Ycosb = Y(cosb 4 isin0);

comme X et Y sont aussi les coordonnées du point M/
dans le nouveau systéme, on arrive a ce résuliat : les
coordonnées du point M sont égales a celles du
point M multiplices par le facteur cosl~+ isinf.

2. Soient, dans 'espace, I et I deux figures égales
formées de droites issues d’un point O. Ce systéme a
trois droites doubles; 'une est 'axe OK de la rotation
qui fait coincider les deux tigures, et nous appellerons f
Pangle de cette rotation; les deux autres sont les
isotropes Ol, OJ du plan 1 perpendiculaire 4 OK au
point O, ct on se rappellera que, si Ol est une droite
double cn tant que droite indéfinie, un point M de Ol
n’est pas un point double.

Etant donnés deux triédres trirectangles de méme
orientation Ox, Oy, 0z et O2', 0y, 0z, qui sont
homologues pour I' et 1) proposons-nous de déter-
miner les trois droites doubles. Si M est un point de la
droite double OK, ce point (qui est un point double) a
les mémes coordonnées par rapport aux deux triédres,
et Pon a, avee S =1,

\ ' ou axr +by +c¢5 =Sz,
() ey ou dx+0y+c's5=8y,
( s ou a'w+0"y+"s=S8xz.

Si M est un point de la droite double OI, considéré

comme point de la figure I, M’ étant le point corres-
pondant de la figure F’, point distinct de M, situé tou-
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tefois sur OM, les coordonnées du point M par rapport
au second triédre sont proportionuelles aux coordon-
nées du point M’ par rapport a ce second triédre, c’est-
a-dire aux coordonnées du point M par rapport au pre-
mier triédre, de sorte que les coordonnées du point M
sont proportionnelles dans les deux systémes de réfé-
rence; on a donc encore les relations (1), la valeur
de S étant cos + ¢sinf. Il suit de la que Iéquation

en S
a—S b c

a' b'—S ¢ =o0
a" b” ¢"—S8S

a pour racines 1 et cosf == i sinf.
Pour vérifier que 1 est racine, on peut écrire,
avec S =1,

a—1 b c a b ¢
A= a' b'—1 ¢ |, i=|a b ¢ |
all br/ C”—- 1 i a:/ b// C”
et la multiplication donne
t—a —b —c
A=| —a 1—b' —¢ |=—A=o,
—_ a” —_ b” l — C”

le déterminant étant d’ordre impair. L’équation dé-

veloppée devient
S3—(a+b'+c")S?+(a+b+c")S—1=0,

le coefficient de S résultant, si ’on veut, de I'existence

de la racine 1; la suppression de cette racine donne

I'équation
S2—(a+b'+c"—1)S+1=0o,

dont les racines doivent étre cosf *=isinf. On doit
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donc avoir
a+ b+ c"—1=12cosh,

et 'on peut vérifier cette égalité par les formules
d’Olinde Rodrigues.

Pour vérifier que les deux droites doubles fournies
par les deux derniéres valeurs de S sont des isotropes,
il suffit d’ajouter les équations (1) aprés les avoir éle-
vées au carré; on obtient

(1 — S?) (22 + y2+ 5?) = o.

[Jai écarté le cas singulier § ==. Si M est alors un
point du plan I, il est aisé de voir que les coordonnées
de ce point relativement aux deux triédres ont méme
valcur absolue et des signes contraires : les coordon-
nées de M rapporté au premier triédre sont, en effet,
les coordonnées de M’ rapporté au second triedre, ou
les coordonudes changées de signes de M rapporté au
second tri¢dre, puisque M et M’ sont syméiriques par
rapport 4 O. Dans ce cas,on alaracine double § = — 1,
ct loutes les droites menées par le point O dans le
plan IT sont des droites doubles.]

II.

3. Soicnt, dans l'espace, deux figures F ey I dont
I'une est semblable & P'antre ou & la symétrique de
Iautre. 1l existe un point double Oj une certaine
droite réclle OK passant en O estune droite double en
tant que droite indélinie; le plan IT perpendiculaire
en O a OK est un plandouble en tant que planindéfini.
La transformation par laquelle on passe de I' a I’ est
une homographie dont le téiraédre double a pour som-

mets les points O, K, I, J, en appelant K le point a
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I'infini sur OK, en appelant I et J les points cycliques
du plan 1I.

Une homographie dépend de 15 paramétres; une
similitude dépendant de 7 paramétres sculement, il
faut 8 conditions pour qu’une homographie soit une
similitude; les conditions relatives a la nature da
tétraédre double sont au nombre de 7 seulement. On
a 8 con'litions en disant que le cercle de Dinfini doit
étre une conique double.

4. Soit k le rapport d’homothétie des deux figures
rendues homothétiques. Si M et M’ sont deux points
correspondants des deux figures, la trace Op du
plan OMM’ sur le plan II est hissectrice extéricure ou
intéricure pour le triangle OMM' selon que £ cest
positif ou négatif; done, en appelant w le point on la
droite MM’ perce le plan 11, on a

Si la transformation est définie par deux tiiangles

semblables ABC, A’B'C/, ct par le signe de k, dont"la

AB .
valeur absoluc est A cette relation permet de con-
struire le plan double NI en construisant sur les

droites AA', BB, CC' les trois points a, 8, v d’aprés

les relations

I
[t
o
%

En appelaut o, B, v, les conjugués des pointsa, 3,y
par rapport aux segments AA’, BB, CC/, le point
double O est 'un des deux points communs aux trois
sphéres qui ont pour diameétres aoy, B2, Yy, @ savoir
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celui qui est dans le plan [I. 8¢ Uon projette ay, B4, v,
sur ce plan en ay, by, c,. les trois circonférences de ce
plan qui ont pour diamétres aay, 364, ycy ont un point
commun qui est le point O. Ayant O, on a la droite
dbuble OK.

Si Pune des figures I et I7 est égale a la symétrique
de lautre, les deux triangles sont égaux, et I'on
a k=—1. Les points a, 2, y sont alors les milicux
des segments AA’, BB, CC'. Les plans perpendicu-
laires aux droites AA', BB/, CC' en a, 3, vy se coupent,
dans le plan aly, en un point O tel que l'un des
tétraédres OABC, OA'B'C! est égal au symétrique
de DUautre.

Si les deux figures sont dgales, les deux triangles
sont égaux, et Von a k =—+41. Le plan Il disparait &
Uinfini, et il en est de méme du point O. La droite
double continue d’exister.

5. Sil’on définit un pointm dela droite variable MM’
par la relation

S étant une constante, le calcul montre qu'il y a un
lieu du point m, et que ce lieu est un plan, si S a I'une
des valeurs 1, cosf == sinf; les trois plans ainsi obtenus

sont les plans doubles O1J, OKI, OKJ.

III.

6. Dans ’espace, les figures que donne la symétrie
par rapport & un plan sont fournies au point de la
grandeur par la symétrie par rapport a un point; le
fait analogue n’a pas licu en géométrie plane, sil'on
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s'interdit de sortir du plan. Il faut alors étudier sépa-
rément la similitude (homographie dont les points
doubles sont les points cycliques), et la transformation
par laquelle on passe d’une figure a une figure inverse-
ment semblable (homographie dans laquelle chacun
des points cycliques se transforme en I'autre).

Il existe dans chaque cas un point double O, et la
recherche des droites doubles conduit aux équations

cosh — S sin cosh — S sinf)

=0

—sinf  cosh — S sinf —cosfh — S

ou
S2—9Scost+1=o0, S2—1 = o;

dans le premier cas, on a comme droites doubles les
isotropes du point O; dans le second cas, on a deax
droites doubles rectangulaires, avec des faits analogues
a ceux du n° 4.

7. Si Pon veut rattacher ce qui se passe a propos du
plan aux faits relatifs & Pespace, il faut supposer que
les deux wriedres Oa, Oy, Oz et O/, ..., considérés
plus haut, ont leurs axes Oz ¢t Oz’ coincidents ou
opposés. Dans le premier cas, I'équation du troisieéme
degré ¢n S devient

cosh —S —sinb o
sin cosf — S o =o,
o o 1—S

ete. Dans le second cas, cette équation devient

cos®—S§ sin® o
sin —cosh —S o =0

o o —1—3S
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ou
(S—1)(S+r1)=o0;

la racine double — 1 s’explique par le fait que 'on est
ici dans le cas singulier signalé a la fin du n° 2.

[R8a]
SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE;
Par M. A. TRESSE.

Tout ce que nous avons dit dans notre article précé-
dent, Sur Uéquilibre d’un corps solide (1), s’étend a
) / )
Pétude du mouvement d’un systéme invariable par la
) I
considération de ce qu'on appelle force d’inertie.
Ecrivons les équations qui définissent le mouvement
d’un point matéricl de masse m, sous la forme

(2) EX—ml.,=o, 2Y —mly=o, SZ—ml.=o,

ot Jz, Jy, I désignent les projections sur les excés de
Paccélération J, et appelons force d’inertie du point
materiel un vecteur égal et opposé au produit de sa
masse m par son accélération J; ces trois équations
expriment que le point est en équilibre sous Paction
de cette force d’inertie et des forces proprement dites
qui le sollicitent; ainsi interpréiées, les équations (2)
jouent, dans le cas d’un seul point matériel, le véle des
équations (1).

Pardillement, le mouvement d’un systéme quelconque
de n points matériels sera défini par 3 relations de la

forme (2), entre les forees intéricares, d'une part, et,

(") Nouvelles Annales, avril 1905, p. 133.
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d’autre part, Jes forces extérieures et les forces
d’inertie; ces 3n relations jouent le role des équa-
tions (a).

Enfin, dans le cas d'un systéme invariable, on
déduitde ces 3 n relations sixéquations, analogues aux
équations (), indépendantes des forces extérieures, qui
définissent complétement le mouvement du systéme,
les autres équations (a) déterminent les forces inté-
ricures, toujours avec le méme ordre d’indétermination
et sous les mémes restrictions.

Nous n’énoncons pas U'interprétation bien connue de
ces nouvclles équations (8); bornons-nous a en signaler
cette conséquence immédiate :

Tutorkime. — Pour que deux systémes de forces
extérieures appliquées & un corps solide lui impri-
ment, dans les mémes conditions initiales, le méme
mouvement, il faut et suffit que, dans les deux sys-
témes, la somme algébrique des projections des forces
sur chacun des trois axes de coordonnées soit la méme,
ainst que celle de leurs moments par rapport a chacun
des meémes axes.

[P6d, P6f]
SUR LA TRANSFORMATION D'ERNEST DUPORCO
ET SUR CELLE DE LIE;

Par M. R. BRICARD.

1. On doit a E. Duporeq (') une transformation
de contact remarquable qui généralise celle de Lie, en

(") Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVII,
1899, p. 146.
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faisant correspondre aux droites de 'espace mon les
sphéres, mais les quadriques circonscrites a une qua-
drique fixe.

Cette transformation a été présentée par le regretté
géomeétre sous une forme entiérement synthétique qui
en rend les applications un peu pénibles.

On peut, comme on va le voir, définir, par des for-
mules trés simples, une transformation qui jouit de
propriétés identiques a celles de Duporeq.

2. Proposons-nous, a cet ellet, de résoudre le pro-
bléme suivant :

Exprimer, en fonctions rationnelles de trois para-
métres, les coordonnées d’une droite quelconque tan-
gente a une quadrique fixe.

Soient
X—zy Y—yo ZL-—23

r 9 r

les équations d’une droite D. Les coordonnées plucké-
riennes de cette droite sont p, g, r, ct les trois quan-
LiLés :

P=gze—rys, @ =rxy—ps,, I'=pye— qa,.
On a l'identité fondamentale
(1) pp +qq +rr'=o.

Exprimons que la droite D est tangente a la qua-
drique (Q) représentée par 1'équation

(2) X2 Y2 —Z2—j=o.
On forme aisément l’équation

(3) p?.‘l_ qz_"z"'P’g“‘.- (lvz_":2= .
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Cela posé, on tire de (1) et (3), par des combinaisons

simples,
) P+pr+(g+qg)P—(r—ri=o,
(3) (p—p)+(g—q 2—(r+r)yr=o.

Nous résoudrons, d’'une manicre aussi générale que
possible, le systéme précédent, en posant (a un facteur
de proportionnalité pres)

prp=hzy, q+q =222—y?), r—r=aaxtt+y?),
p—pP=—43 q—q'=2032—1), r+r'=a(s2+1),

z, y, 5 étant trois quantités quelconques. On tire

de 1A

gy Vp=2Ey—23), g=at— it r= 2yt s,
<

I p'=a2(xy+3), ¢g=xr—y2—352+1, r=—a2—y>+32-1.

Les formules (6) résolvent la question proposde.

3. 8t lon considere x, y, z comme les coordonnées
d’un point, on voit gue les formules (6) font corres-
pondre a tout point m de Uespace une droite D qui

touche la quadrique (Q).

On vérifie sans peine que les équations de la droite D
peuvent s’écrire

2+nX +(zy—2)(Y—=Z)+y*—1 =o,

(7) (2 +2)X —(2y —2)(Y+ZL)— 22+ 32=0.

La droite D engendre une quadrique, quand le
point m décrit une droite quelconque.

Supposons en effet que le point m décrive la droite

y=ax-+b,
z=cx +d.
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Si I'on remplace dans les formules (6) y ct 5 par les
expressions précédentes, on trouvera pour p, ¢, r, p',
g’y ', des expressions de la forme

A,:.z'?+Biz+Ci (i=‘7 2, 37 “/h 576)'

Or, entre quatre polynomes homogénes et du second
degré en x et y, il existe une relation linéaire et homo-
géne a cocflicients constants. On peut donc former
entre les coordonnées p, g, r, p', ¢', 1, trois relations
linéaires et homogénes, en géndral distinctes. Autre-
ment dit, lorsque le point m décrit une droite, la droite
correspondante D varie en appartenant a trois com-
plexes linéaires : elle engendre done une quadrigue
comme il est bien connu. Cetle quadrique est d’ailleurs
évidemment circonserite a (Q).

On retrouve ainsi les propriétés caractéristiques de
la transformation de Duporeq.

Je n'1usiste pas sur les applications nombreuses que
Pon peut faire de la transformation de Duporeq. Elles
ont é1é exposeées dans le cours professé par M. Hum-
bert au Collége de France (semestre 1904-1905), sur
les fonctions abélicnnes et leurs applications géomé-
triques, et dont tous les géomeétres espérent une publi-
cation prochaine.

4. Quand la quadrique (Q) dégénére en 'ombilicale,
la transformation de Duporeq devient celle de Lie.

Pour retrouver les formules classiques qui définissent
cette derniére, il est nécessaire d’user de quelques pré-
cautions.

A cet cflet, considérons, au licu de la quadrique (Q),
la quadrique (Q') représentée en coordonnees tangen-
tielles par I'équation

(8) U+ 9?4 wr—2A2=o,
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La condition pour que la droite D lui soit tangente
cst

(9) P g 2= R(p g+ 1) =o,
d’ou, par combinaison des équations (1) et (9),

(P Ihp )24 (g+ihg 2+ (r+ikr)2=o,
(p—1ihp' )24+ (g —ihg" 2+ (r—ikr'2=o.

Je résoudrai le systeme précédent en posant

i prilip = x-—-1,, p—ilp'= (z+A5)2—(1+ 1 ))2,

(10) < g - Ihg'=--i(xi+41), q—ihg'=—i[(z-+r3)2+(1+ Ly)?],

/ r-iAr =—ar, r—ihr'=—o(x+%rz)(1+ Ay,

d'on Von tive p, g, 1, p', ¢', 1.

Les expressions obtenues conviennent quel que
soit A; si la quadrique (Q'), en particulier, se réduit a
Pombilicale, ¢’est-a-dire si on fait % = o, elles ne de-
viennent pas illusoires, grace a la forme choisie pour
les secconds membres des relations (10).

On wouve en ce cas

»= p= dxs—y),
qg=—1ilx*+1), 9 = z3+y,
r=—nu, M =—1i(xy + 3),

et la droite correspondante a pour équalions

X+Yi +2Z+z =o,
20X —Yi)— Z+y=o.

Ce sont les équations bien connues de la transforma-
ton de Lie.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Mai 1905.) 10
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BIBLIOGRAPHIE.

Cours npr GEOMETRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS
(sections coniQues); par M. H. Mandart, ancicn
éleve de VEcole Normale des Sciences de Gand, pro-
fesseur de Mathématiques supéricures i I'Athénée royal
de Tongres. — 1 vol. in-8" de vii-574 pages. Namur,

Wesmael-Charlier; 1go4. Prix @ 1o™.

En Belgique on étudie, en deux fois, les courbes de
second ordre. Dans I'enseignement secondaire, la théorie est
exposée & peu prés comme dans les premiers Chapitres de
G. Salmon : le point de vue géométrique domine; les variétés
des coniques sont examinées successivement et représentdées
par leurs ¢quations réduites; on ne s’éléve guére a des vues
d’cnsemble. 11 en est autrement dans les Facultés : a conique
devient la forme quadratique ternaire; ses propriétés projec-
tives traduisent les relations liant les dérivées particlles de
la forme, le discriminant, le divariant, ete.; ses propriétés
wmétriques s'obtiennent en lui adjoignant les points cycliques.

Le Livee de M. Mandart rompt avec cette tradition. Il est
manifestement destiné & des débutants, comme le prouvent,
d'unc part, le grand développement donné aux principes et,
d’autre part, exclusion des notations symboliques. Mais en
méme temps il va droit aux considérations les plus géné-
rales et les plus fécondes. D'un bout a l'autre, le travail est
imprégné d'invariantologie; depuis les proprictés les plus
usuelles du cercle et des coniques jusqu’a celles des faisceaux
et des réseaux tant ponctuels que tangentiels, tous les faits
géomdtriques répondent a des invariants déduits des équa-
tions des figures. Nous croyons qu'il serait difficile de faire
un Livre plus homogéne et plus complet.

Convicent-il pour Penscignement? Nous en sommes con-
vaincu, d'autant plus que lauteur professe ces matiéres
depuis nombre d’années.

L'Ouvrage de M. Mandart mérite donc beaucoup mieux que
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Pindifférence. Il aura de chauds partisans; mais, par contre,
nous osons lui prédire, et ceci n’est pas un mauvais com—
pliment, qu’il aura pour adversaires, en Belgique, tous ceux
que leur grandeur ou leur petitesse attache au rivage de la
routine. M. STUYVAERT.

GORRESPONDANCE.

M. H. Brocard. — S’il m’est permis d’apporter un témoi-
gnage qui pourra paraitre intéressé, sinon intéressant, au
sujet de la remarque de M. Massing (1903, p. 179-180), je
dirai que je la retrouve dans les Notes sur la question 1343,
dont I'énoncé, di a M. Chauliac, renferme au paragraphe V
la proposition plus générale que voici :

Si l'on considére trois normales quelconques & une pa-
rabole (ne se coupant pas aw méme point), le point de ren-
conire des hauteurs du triangle des normales et le point
de rencontre des hauteurs du triangle des tangentes sont
sur un méme diamétre.

Il suffit donc de supposer les trois normales issues d'un
point M.

C’est le théoréme énoncé par M. Massing (Zoc. cit.)

Jignore si cette remarque particuliére a été faite anté-
ricurement; cela me parait bien probable et je I'attribuerai
volontiers a M. Chauliac (question 4543, 1885, p. 440), mais
M. Emmerich I'a énoncée trés explicitement dans Mathesis,
1903, p. 236, a l'occasion de sa réponse a la question 1033
(R. Teeker, Mathesis, 1895, p. 215) relative a la parabole et
A trois normales concourantes ou quelconques.

J'ai toujours pensé que cette configuration dennerait le
sujet d'une étude bibliographique meéritant P'attention des
mathématiciens; mais, si cette publication a pu étre ajournée
sans inconvénient, je crois devoir retenir trois questions
qui la justifieraient pleinement, les questions précitées de
MM. Chauliac et Tucker, et la question 316 (G. pr Loxg-
cHAMpS, Journal de Math. sp.) résolue en 1892, p. 211-215.
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M. Troin. — La question 2008 proposée sous mon nom
dans le numéro de février 1905 des Nouvelles Annales n'est
pas nouvelle, au moins en ce qui concerne la deuxiéme partie.

La propriété qui fait I'objet de cette deuxiéme partie se
" trouve énoncée dans Exercices sur la géométrie du triangle
de M. Laisant (p. 16, quest. 33) et les renseignements biblio-
graphiques qui 'accompagnent indiquent que la question fut
proposée par M. d'Ocagne dans le Journal de Math. élém. de
M. de Longchamps et résolue dans I'année 1889 de ce journal
aux pages g2 et 116 par M. d’Ocagne lui-méme.

Jignore si la propriété qui fait I'objet e la premiére partie
de la question 2008 fut énoncée par M. d’Ocagne dans une de
ses solutions.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1805.
{1898, p. 388.)
Etant donnée Uéquation
s o(z)= azt*— nbxn-!
A 4 n(n—i
(A) +-<———)c.~r'l“2-——...—-n/\‘x+l:o,

' 1.2

dont le degré n =2v est pair, st l'on désigne par ¢, @,
s, ... les dérivées successives de ¢(x), divisées respective-
ment par n, n(n—1), n(n—1)(n—2), ..., l’équation en s

?v—'r— s Py—1 Qy—2 . RN 14
z
Pv+1 Pv— 5 Pv-1 . ‘e ©1
+ 1.2
© D, — 3 . e [
Oy+2 Pv+1 v e _l)v D9
e e e \
z
Pn—-1 L T v F 3 Pv—1
a T Pyvi1 ... PyEZ

est indépendante de x.
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Trouver les relations qui lient les racines de l’équa-
tion en x a celles de U'équation en 3.
(P. Soxpar.)

SOLUTION

Par 'AUTEUR.
En posant

V()= bant—(n—1ncx"1+.. .+ (n—nkx—|,

on aura la relation

(o) =z01—¢
qui, appliquée aux dérivées successives, conduit aux égalités

( b=azx — @n-1,

€ =ax*— 229, 1+ QOn-yg,

()

br —c = TOn—1 — Yn—2,

cr —d =229, | — 2705+ Pp_3,

Si R est une fonction homogéne quelcongue des coeffi-
cients de (A), nous désignerons par R’ cette méme fonction
oli nous remplacerons @, b, ¢, ..., k,lpav a, 9,1, 953, ...,
¢ 9

Dans le déterminant f(z), remplacons chaque horizontale
de rang p +1 en remontant, par celle obtenue en ajoutant
termes & termes les horizontales inférieures respectivement
multipliées par les termes de (2 —1)» développé, cest-a-dire
la premiére Hy par Hy, la deuxiéme H, par 2 H; — Hy, la troi-
sieme Hy par 2H— 22 Hy + Hj, et ainsi de suite. ‘

Dans le nouveau déterminant, égal & == f(3), opirons de
méme sur les verticales, en allant de la gauche vers la
droite, ou remplacons la premiére Vy par Vi, la deuxiéme V,
par £V;—V,, ..., ¢t nous aurons un nouveau diéterminant
égal a + f(z), car, si la premiére substitution a changdé le
signe de f(3), la seconde le rétablit, en le changeant de nou-
veau.

Pour avoir le terme connu, soit R de f(3), on fera z = o,
ce qui donne, d’aprés les égalités (1), aprés les deux substitu-



tions successives,

R’

Il
[}
I

=]

b ¢ ... . g

Rétablissons les termes en z en faisant abstraction des
autres ct considérons I'élément A,.y 4+, appartenant a la
(p =+ 1) horizontale et a la (g + 1) verticale. En rem-
plagant Hpy par

xPHy — par—Hy+...mpxrH, = H,yy,
on améne dans A, si p + ¢ > v, un terme en 3, recueilli dans

la diagonale principale, sur 'horizontale H,y, si p'+ g = v.
Ce terme recueilli, soit B, a pour valeur

’

_ *+r1.2...p -
Tvlv—1)...(v—p+1)"

ou
_ E1.a...(v—q)
T —1)...(g+)

et, amené dans A, il devient

C = ip(l—"“])...(}’)——v_i_q_'_l)
- l“l...(‘l—q)

xP+9-vVx< B
ou

) _Ep(p—1)..Ap—v4+qg+1)
(2) C= v(v—r1)...(g+1)

P4V,

En faisant p =v, v—1,v—2, ... et donnant a ¢ les va-
leurs o, 1, 2, ..., v, que ¢ peut prendre, on aura dans Hy,, :

: (—W)V[s, 52,522, ..., 32];
dans Hy :

1
(— 1)"; [0,3,222, ...,vz2V-1];

dans H,_, :

1.2 V(v —1I
(=1 —— [o, 0, 3, ...,—(—)zx\'—z];

v(v—r1) 1.2

et ainsi de suite.
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Si maintenant nous remplacons V, par
2tV —qri= ' Vo+...52qe V=V,
le total des termes amenés dans Hyiq scra
(—1)Vsxt(1—n2=0  (sig#o).
Dans Hy, ce total serait

(_.,>Viz-f/-l(‘_|)'[—l::o (si(/?ﬁl‘).
N

Il en sera de méme dans toutes les horizontales.

En résumé, les s amenés par les substitutions des lignes
sont détruits par les substitutions des colonnes, sauf dans la
diagonale principale ot ils changent de signes avec v impair.
ce qui importe peu, puisque alors f(5) = f(— 3).

On aura donc finalement

g+ 3 . !
. g—i k
\ . v
(B) /(Z,): . = 0.
b ¢ .
a b RN = 4

L'équation (B) jouit des propriétés suivantes :

1o Elle reste la méme quand on y change les signes des
coefficients &, d, f, ...; quand on y permute les coeffi-
cients @, b, ¢, ..., h, k, | équidistants des extrémes et
quand on y remplace @, b, ¢, ..., I par a, o,_1(m),
Pa—a(Mm), ..., 91(m), o(m), quel que soit m, ou clle con-
vient aux équations

s(x)=0, g(—a)=o,

-G

5
(;)—_—0, w(m—x)=o.

2° Avec v impair, elle ne contient que les puissances paires
de z, puisque f(3) = f(— z), ou elle est de la forme

4+ phaV-l4 gAZV3+...+sR =o,

P:9q, -.., s étant numériques.
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3¢ Si v est pair, elle ne contient pas le second terme, car,

si on développe f(z), aprés avoir multiplié les lignes par
v(v—1 .
1, v, ——?——), < «+5 le coefficient de zv sera

v(v-—1) A
+ g 1—‘/-%———;——«—:—...1‘/:‘::) =xgt—1)V=o0

ou elle est de la forme
VL pAsY e w32 TR

4° La fonction A s’obticnt facilement en remplacant dans
9(z) les puissances croissantes de¢ z pav a, b, ¢, ..., &, I,
comme on peut s'en assurer en développant.

5° On a

No= 1, nw = w, A= 3, ce R’ = R.

6° Si I'équation (\) a v -i- ¢ racines dgales annulant 3, oy,
9,3, ..., oy, on aura les conditions de multiplicité

n= o0, w =0, A=o, Ceey R = o,

avee v pair,

Quant aux relations qui lient les racines de (B) a celles
de (), on les trouvera en s'aidant de celles qui, dans cha-
cunc d'elles, lient ses racines a ses coefficients.

Applications. — 1. n =2 ou
o(x) =ax*—2br-+c=o.

A= 02— ac.

Si
¢ d e
3N =3¢c2— 4bd + ae, w=|b ¢ dI
a b ¢
on a

3—3A5—2w =o.
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Avec une racine double annulant ¢ et ¢, on a

/

ei=N, ¢i=o

e

et, par suite,
B—wi=o0 (résultante de Cayley).
D’ailleurs k = o, w = o avec une racine triple.
HI. n =06 ou

() =axr®—6bxrs+15cxt—r0dx?

+1hex?—6fr + g =o.

Si '
d e [ &
. L ¢c d e f
10h =10d2—15ce +6bf — ag, A= b e d e
a c d

on a
s¥—10h32+9A =o.

Avec une racine triple annulant o, ¢, g,, on a
/

o= oy =A" et par suite, A=A,

D’ailleurs,

avec une racine quadruple.

1932.

(1902, p. 336.)

Etant donné un quadrilatére convewe ABCD, on con-
sidére des plans reliés aux tiges AB, BG, CD, DA. On
demande de trouver, respectivement dans ces plans, quatre
points m, n, p, q tels que la droite mp soit égale ¢t per-
pendiculaire & la droite nq pour toutes les déformations
du quadrilatére. Démontrer que les milieur des droites
mp, nq et des diagonales du quadrilatére sont les sommets

d’un carré. (J. REVEILLE.)
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SOLUTION
Par M. Canon.

Extérieurement au losange ABCD de centre O ( fig. 1) pre-

c

nons sur les bissectrices des angles formés par les diagonales
AGC, BD les points m, n, p, ¢ a égales distances de O. Les
droites mp, ng sont alors égales et a angle droit. Le losange
étant supposé articulé, si on le déforme, les droites mp, ng
passeront toujours par le point O. Sila droite m O doit tou-
jours ¢tre la bissectrice de 'angle BOA, il faut que le point m
soit le sommet de l'angle droit du triangle rectangle iso—
scéle AmB; car les points A, m, B, O sont toujours sur un
cercle puisque alors les angles Am B, BOA sont droits et par
suite 'angle m O A est égal a mBA, c’est-a-dire a 45°.
Ainsi ¢

Si les triangles rectangles isoscéles AmB, BnC, CpD,
DqA sont liés incariablement aux cétés AB, BC, CD, DA,
les droites mp, nq sont égales et & angle droit quelle que
soit la déformation du losange articulé ABCD.

Nous allons voir que cette propriété est vraie pour un qua-
drilatére Convexe quelconque.

Prenons ( fig. 2) le quadrilatére ABCD et les triangles rec-
tangles isoscéles AmB, BrnC, CpD, DgA. Appelons m/, n’,
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P’y ¢’y I, J les milieux des cotés et des diagonales du quadrila-
tére. Menons les droites I, In', mm', nn'. Le segment mm'
est égal & m’B et alors aussi & In'; de plus mm’' est per-
pendiculaire & In’. De méme nr' est égal et perpendiculaire
a I'm’. Et comme les angles nn'l, Im’'m sont égaux, nous
voyons que les triangles nr'I, Im'm sont égaux et ont
leurs cotés respectivement perpendiculaires; par suite les seg-
ments I'm, In sont égaux et a angle droit. Il en est de méme
deIp,Iq. Les angles nlg, mIp étant égaux. les triangles nlgq,

mIp sont égaux et ont leurs cOtés respectivement perpendicu-
laires, donc les segments mp, nq sont bien égaux et a angle
droit, quel que soit le quadrilatére convexre ABCD.

On peut dire que le point I est le centre de rotation autour
dugquel on peut faire tourner le segment mp pour I'ameneren
coincidence avec ng. Le milieu K de ce segment mp vient
coincider avec le milieu L de ng, les segments (K, (L sont
donc égaux et & angle droit.

On peut dire de méme, en-appelant J le milieu de BD, que
les segments JL, JK sont égaux et a angle droit.

Les points I, K, J, L sont alors sur un cercle. Mais le point I,
étant a égales distances des droites mp, ng, est sur la bissec-
trice HI de ’'angle p Hr. De méme le point J est sur la bis-
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sectrice de 'angle droit p Hg. L’angle JHI est alors droit etle
cercle JLIK passe par le point H.

Le segment IJ est un diamétre de ce cercle et I:mOIe JLI
est droit, donc le quadrilatére IKJL est un carré.

Remarques. — [. Cette derniére propriété estindépendante
du quadrilatére. Lorsque l'on a deux segments égaux a
angle droit, les centres de rotation qui permettent
d’amener U'un des segments en coincidence avec l'autre
et les milieux des deux segments sont les sommets d’un
carré.

1. Dans le courant de la démounstration précédente se
trouve ¢tabli ce théoréme

Ona untriangle quelconque ABC( fig.a)et les (riangles
rectangles isoscéles AmB, BnG; les droites qui vont du
milieu 1 de AC auxr sommets m et n sont égales et a angle
droit.

1. En s'appuyant sur cette -propri¢té, on voit tout de
suite que, st ABCD est un parallélogramme, le quadri-
latére mnpqg est un carré.

IV. Réunissons en A les sommets A et B du quadrilatére.
On n’a plus alors que le triangle ADC. Soit r le sommet de
Pangle droit du triangle rectangle isoscéle extérieura ADC et
dont Phypoténuse est AC : le sexment Ap est égal et per-
pendiculaire a qgr.

V. On a une droite telle que Ap pour les sommets B, C.
Ces droites coincidant avec les hauteurs du triangle pgr pas-
sent par un méme point, on retrouve ainsi que : les droites
partant de \. C, D et aboutissant respecticement aux som-
mets p, . 1 passenl par uﬁ meme poin!.

Noti. — L'¢élégante réponse de M. Canon ne fait connaitre
qu'une solution particuliére de la question 1932. Le probléme
est assez (acilement abordable par 'emploi des imaginaires (1)

(1) Pour P'application des imaginaires a la théorie des systémes
articulés, on consultera utilement un Mémoire de M. Darboux ( Bul-
letin des Sciences mathematiques, 1879, p. 151).
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(méthode des équipollences). On parvient ainsi aux résul-
tats suivants, que je laisse au lecteur le soin d’établir :

PREMIERE HYPOTHESE. — Le quadrilatére ABCD nest pas
un parallélogramme.

Construisons un carré a8y, de centre w, et un triangle lwK,
isoscéle et rectangle en w, tel que le sens dans lequel il faut
parcourir le périmétre du carré pour rencontrer les sommets
dans l'ordre «, 8, ¥, ¢ soit le sens de la rotation d'un angle
droit qui améne wl sur wK

le triangle AmB directement semblable an triangle 12K,

» BnC » I8K,
» C])D » ]'\{K,
» DgA » 10K.

Le segment mp est égal et perpendiculaire au seg-
ment nq, et cetle propriété subsiste quand le quadrila-
téere ABCD se déforme, les cités AB, BG, CD, DA entrai-
nant respectivement les points m, n, p, q.

Cette construction fait connaitre la solution, aussi générale
que possible, de la question 1932.

On obtient la solution de M. Caron en supposant que le
carré afyd se réduit au point w.

Il est a noter que la propriété énoncée a la fin de la ques-
tion 1932 : les milieux des droites mp, nq et des diagonales
du quadrilatére sont les sommets d’un carré, ne se vérific
pas en général.

Skcoxpi HYPOTHESE. — Le quadrilatére ABCD est un pa-
rallélogramme.

Il suffit alors que le quadrilatére x3yS soit un parallélo-
gramme, et non plus nécessairement un carré. Sa construc-
tion se poursuit exactement comme dans la premiére hypo-
thése. R. B.

2001.
(190%, p. H28.)
L’hyperboloide déterminé par l’aze d’une quadrique
de révolution et par deuz droites conjuguées par rapport
a cetle quadrique est équilatére. (R. Bricarp.)
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SOLUTION
Par M. PARRoOD.

Soient
A(ar+y?)+Cs2—1=0

Péquation de la quadrique donnée,

r—a y—b z—c
& T

% 14 f
x—u  y—0  F—(

7 = 0’ = VG

% 14 {

celles des droites conjuguées, on a

(1) Alaa' -~ bb') + Cee' =1,
(2) Alar =By +Cyy' =o,
(3) ANaa =505 )-+=Cey' = o, g
(4) A(ad'a+b'f)+Cc'y =o;

A ¢tant la cote d'un point P de l'axe des 3, les équations
de la paralléle mence, par Porigine, a la droite menée par P
et rencontrant les deux droites sont
z by —cl) --y(cu—ay) —+s(al—ba)
= hbar —ay) =o.

by =)y —ay ) - sa P — 0

Il

=N —d y)=o.
Aprés avoir ¢liminé . il faut vérifier que la somme des coef-
ficients des carrés de .y et 5 est nulle ou

Caa - bb'y (o —r ) = (wd + O ) —ce(da+ b B) = o.

Nous pourrons prendre y =+ =1, en tenant compte des
relations (3) ct (4), la condition est vérifiée.

Si vy ou y'=o. la droite correspondante est parall¢le au
plan 20y, Pautre rencontre I'axe de révolution; 'hyperbo-
loide se réduit & deux plans perpendiculaires.
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AUTRE SOLUTION
Par M. R. B.

Soient (Q) la quadrique de révolution, X son axe, D et A
les deux droites. Appelons G et I' les deux droites qui ren-
contrent X, D, A et la droite de l'infini du plan équatorial
de (Q). La conjuguée de G doit rencontrer les conjuguées
de ces quatre droites, c’est-a-dire les quatre droites elles-
mémes, prises dans un autre ordre : celte conjuguée est
donc T'. On voit ainsi que les droites G et I', qui reu-
contrent X & angle droit, sont aussi rectangulaires entre
elles.

De Ia résulte que 'hyperboloide (H) défini dans I'énoncé
renferme trois droites rectangulaires deux a deux : cela
établiv la proposition énoncée.

Remarque. — Soit ABA'B’ un quadrilatére gauche tracé
sur (Q), AB, A'B’ étant deux génératrices d'un systéme,
BA', B'A deux génératrices de Pautre systéme. L’une des
bissectrices de l'angle B'A B rencontre X; lautre, a, est
paralléle au plan équatorial (II) de (Q). Soient §, o, &' les
trois bissectrices analogues des autres angles du quadrila-
tere ABB'A".

Les quatre droites 2, §, o/, &' sont sur un parabo-
loide (), dont (1) est un plan directeur. En effet, elles
sont toutes paralléles & (1) et elles rencontrent toutes les
deux diagonales AA’, BB du quadrilatére. Je supposerai,
pour simplifier Ie langage, que (IT) est un plan horizontal.

Les plans tangents menés & (P) par X sont rectangu-
laires. En effct, ils sont déterminés par X et par les deux
génératrices horizontales de P qui rencontrent cette droite :
il est visible que ces deux génératrices ne sont autres que les
droites G et T dont il a été question plus haut; elles sont
donc reclangulaires, ce qui établit bien la proposition.

Considérons alors le contour apparent du paraboloide (P ).
projeté horizontalement sur (I1). Ce contour apparent est
une parabole qui touche les projections des quatre droites 2.
£, «', U, et dont la directrice passe par le pied de 'axe X
sur (11). On obtient ainsi le théoréme qui a fait l’objet de
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la question 2002, et dont M. Retali a donné une
démonstration directe (méme Tome, p. 95).

(28

—

-
U

ante

Autres solutions par MM. G. PaixviN et TroixN.

QUESTIONS.

2016. Si 'on considére toutes les loxodromies passant en
un point M d’une sphére et si, pour chacune d’clles, on prend
le centre de courbure correspondant au point M, le licu de
ces centres de courbure est un cercle situé dans le méridien
perpendiculaire a celui du point M. (M. »’OcaeNE.)

2017. Si une cubique gauche et une quadrique admettent
un tétraédre inscrit a la cubique et conjugué a la quadrique,
on sait qu'elles en admettent une infinité. Démontrer que le
lieu des centres de gravité de ces tétraédres est une cubique
gauche. (G. FoNTENE.)

2018. Soit P une parabole générale d’ordre m
Y =ai+ a4+ as .. .+ ap .

Si, sur la parabole P22, on prend les points Ag, Ay, ..., Aap
dont les abscisses croissent en progression arithmétique et si
Pon fait passer par ces points une P@r+1' quelconque, aire
comprisc entre ces deux courbes depuis le point Ag jusqu’au
point A,, est algébriquement nulle. (M. p’OcAGNE.)

ERRATA.

Page 1o, sixi¢me ligne, au lieu de : Sur la déformation. .., il
Saut : Sur la définition. . ..
Uy Yo

Page 163, sixieme ligne, au liew de —
8 ’ gne, AM, T BN,

=1, il

u ¢
Sfaut : L= 2L =,
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[K2aetb]

BISCUSSION D'UN TRIANGLE DONNE PAR LES POINTS
REMARQUABLES O, I, H;

Par M. G. FONTENE.

I.

1. Un triangle ABC est déterminé quand on connait
le centre O du cercle circonscrit ( fig. 1), le point de

Fig. 1.

concours des hauteurs H, le centre I d’un cercle tangent
aux rois cotés, cercle inscrit ou cercle ex-inscrit. Au
moyen des formules

(1) (lezR?—-erzo,R(-l;-—r) (EuLER),
R
(2) Ql = S =7 (FEVERBACH),

dans lesquelles r est négatif s’il s’agit d’un cercle
ex-inscrit, on a d’abord

—2

0)]

>R = 43

on peut donc tracer le cercle circonscrit, le cercle des
neuf points, et par suite le cercle I. Le triangle ABC
Ann. de Mathémat., f® série, t. V. (Juin 1g05.) 16
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doit en outre &tre circonscrit & une conique de foyers O
et H, admettant pour cercle directeur le cercle circon-
scrit. Si cette conique et lecercle [ont quatre tangentes
comunes, trois de ces tangentes portent les cotés du
triangle; la quatriéme n’est pas a considérer. Le pro-
bléme ne peut avoirn qu’une solution ; il est du troisiéme

degré.

2. En supposant que le triangle existe, on a ceci :

Le point Lest le cenire du cercle inscrit au triangle
ABC, ou le centre d’un. cercle ex-inscrit, selon que ce
point est intérieur ou extérieur au cercle décrit sur
GH comme diamétre, ou encore selon que I’angle GIH
est obtus ou aigu.

On a en cffet

et 1 sera positif si Pon a g > 2; or, le lieu des points
pour lesquels ce rapport est égal a 2 est le cercle décrit
sur GH comme diamétre; donc....

On peut d’ailleurs appliquer le théoréme de Stewart
aux trois obliques 10, 1Q, IL, le point L éiant le
milicu de GH, ce qui donne

—2

10" +3IL° — 410 =120L =3GL
ou
) —2 —2
R(R—27r) = (R—o2r2=3(L6 —LI")
ou
(—2 2
ar(R—ar)=3(LG —LI );

1 sera positif si 'on a
LI < LG.
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Lorsque l'angle GIR est droit, on a r =o0; cc cas
singulier forme transition entre celui de la figure 5 et
celui de la figure 6 : Pangle A. est alors nul, ainsi que Le
caié BG ( fig. 2). La vérification directe est facile.

Fig. 2.

~+H

3. Les points O et H étant donnés, Ie point [ variant,
chacun des triangles ABC que l'on obtient est obtenu
quatre fois, le point donné I pouvant étrele centre i du
cercle inscrit, ou le centre d’'un cercle ex-inscrit, &/, i
ou i ( fig. 3). Chacun de ces triangles correspond a

Fig. 3.

une position du point I a P'intérieur du cercle décrit
sur GH comme diamétre, et ’on verra par le caleul
que le point I peut étre quelconque dans ce cercle.
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Si le point I est donné sur la circonférence méme
de ce cercle ’'angle A et le cdté BC devenant nuls,
les points i et ' sont confondus en 1, tandis que les
points i” et i” viennent occuper des positions limites;
ces positions limites se trouvent sur la perpendiculaire
menée du point A a la droite Al, perpendiculaire qui
passe constamment par le point P symeétrique de H
par rapport a O, et sur les bissectrices des angles Al z,
Alz'. Le cercle O, circonscrit au triangle ABC, passant

au milieu de ”7”, le milieu M du segment PA est aussi

le milieu de "

tangle I:i”i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>