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[L*17ex]
SUR L’EXTENSION A L'ESPACE DU THEOREME
DE PONCELET;

Par M. R. BRICARD.

1. Dans un article récemment inséré aux Nouvelles
Annales ('), M. G. Fontené a signalé I'intérét que
paraissent devoir présenter les polyédres homogénes de
genre un, pour I'extension a I'espace du théoréme de
Ponceler, relatif aux polygones inscrits et circonscrils
a des quadriques.

M. Foutené, a V'appui de ses vues, a considéré des
polyédres tétragonaux, ayant un nombre de sommets

(') Méme Tome, p. 433.
Consulter aussi I'article de M. Deltour ( méme Tome, p. 481) pour
le sens des expressions employées dans la présente Note.
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égal 3 pg (p et ¢ étant deux nombres entiers dont
chacun est au moins égal a 3).

Jenvisagerai un polyédre tétragonal a huit sommets,
dans cette Note qui a pour but, moins d’avancer la
question que de moutrer, par la considération d’un
exemple particulier, la nature des difficultés auxquelles
on doit s’attendre, et dont le théoréme plan de Poncelet
ne pouvait donner idée.

Il faut d’abord établir I'existence d’un tel polyédre.
Considérons, a cet effet, la figure 1 qui représente un

Fig. 1.

a

tore, projeté orthogonalement sur son plan équatorial.
Marquons, respectivement sur le paralléle maximum
et sur le paralléle minimum, les quatre points a, b, ¢, d
et les quatre points @, b, ¢/, d'. Menons, a la surface
du tore, les huit lignes suivautes :

ab', bc', cd, da'

el
ad, ba', cb', dc';

les quatre premiéres (traits pleins) étant tracées sur le
demi-tore supérieur, et les quatre autres (traits ponc-
tués) étant tracés sur le demi-tore inférieur). 1l est
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visible que ces huil lignes, et les paralléles maximum ct
minimum, décomposent la surface du tore en huil qua-
drilatéres curvilignes, assemblés quatre par quatre au-
tour de chaque sommet.
Ces quadrilatéres sont

. { abc'b’, bedc, cda'd, daba,
(D k aba'd, bcba', cdcdb, dadc.

Cherchons maintenant a construire un polyédre téira-
gonal organisé, au point de vue de la connexion, comme
la figure précédente. Désignous encore par a, o, .. .,
d, d' les sommets de ce polyédre. Ses huit faces seront
les quadrilatéres du Tableau (T). Il faut que ces qua-
diilatéres soient tous plans.

Considérons une aréte quelconque du polyédre, abd,
par exemple. Elle appaitient aux deux faces planes

abe'd', aba'd.

Donc ab rencontre a’'d' et b'c’; ab rencontre de plus,
évidemment, a{ et be. On voit de méme que chacune
des droites cd, a'b', ¢'d' rencontre les quatre droites

ad, be, a'd, b'c,
et 'on parvient 4 cette conclusion :

ad, bc, a'd', b'c" sont quatre génératrices d’un
méme systéme d’un hyperboloide (H); ab, cd, a'b’,
c'd' sont quatre. génératrices du méme hyperboloide
et de l'autre systéme.

Réciproquement, tragons sur un hyperboloide (H)
quatre génératrices quclconques d’'un méme sysiéme
et quatre géncératrices quelconques de I'autie systéme
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(fig- 2). Parmi les seize points de rencontre de ces
géuératrices, prises deux a deux, marquons-en huit,
a,ad, ...,d,d, telles que chaque génératrice en con-
tienne deux et deux seulement. Les huit quadrilatéres
du Tableau (T') sont tous visiblement plans et consti-

Fig. 2.

tuent les huit faces du polyédre tétragonal 4 huit som-
mets (').

2. Le probléme de construire un tel polyédre
inscrit & une quadrique (Q) et circonserit & une
quadrique (Q') paralt au moins triplement indéter-
miné. En cllet, le polyédre dépend de 17 paramétres
[9 correspondant au choix de 'hyperboide (H), 8 an
choix des huit génératrices]. En outre, ses sommets
Sorment un systéme ponctuel de Lamé, et ses faces
un systéme tangenticl de Lamé, ¢’cst-a-dire que toute
quadrique contenant sept sommets contient le huitiéme,
et que toute quadrique tangente a sept faces est tan-
gente a la huitiéme. On le voit immédiatement, en

(1) Ce polyédre, inscrit a I’hyperboloide (H), lui est également
circonscrit : en effet, toutes les faces contiennent deux génératrices
de (H).
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remarquant que les sommets peuvent étre, de diverses
maniéres, répartis quatre par quatre sur deux plans, et
que I'on peut énoncer, pour les faces, un fait corrélatif.

Le probléme de construire un tel polyédre inscrit a
une quadrique (Q) et circonscrit 4 une autre qua-
drique (Q') parait donc bien triplement indéterminé,
quelles que soient (Q) et (Q'), parce qu’il ne fait
entrevoir que yuatorze conditions distinctes entre les
17 paramétres dont dépend le polyédre. 1l y aurait lieu
d’examiner si, contraircment a la vraisemblance, les
quadriques (Q) et (Q’) ne satisfont pas 4 une relation,
et si, dans certains cas particuliers, I'indétermination
ne peut pas étre plus grande que dans le cas général.



