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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

1974.
(1903, p. 240.)

Posons d'une manière générale

y/c — (m -h i)kaox
m-+- mka^xm-^

-+- (m — 1)*a2xm~*H-. ..-+- am,

k et m étant des entiers positifs; si l'équation y0 = o a
toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équa-
tion yjc= o, quel que soit k, les deux équations ayant
d'ailleurs le même nombre de racines positives. En outre,
si p > k, toute racine pllPie de y0 = o est racine (p — k)uPle

de y h—o.
Par exemple, en partant de y0 — (x — i)"1, on voit que,

pour k < m,

( m -T- 1 )kxm mkx™-1

= (a? —!)*-*ƒ(*)>

f(x) ayant toutes ses racines réelles et positives.
(M. D'OCAGNE.)

SOLUTION

Par M. A. LAUREAUX.

On a visiblement



Si l'équation yk-\ = o a toutes ses racines réelles, il ea est
de même de l'équation xyk—\ = o, et par suite, en vertu du
théorème de Rolle, de l'équation yk=o. Or yo= o a, par
hypothèse, toutes ses racines réelles. Donc, etc.

En second lieu, les nombres des racines positives des équa-
tions^o = o ttyk=o sont exactement donnés parles nombres
de variations que présentent leurs premiers membres, puisque
ces deux équations ont toutes leurs racines réelles, et ces
nombres de variations sont évidemment identiques.

Enfin, l'identité signalée^ au début, qui, développée, s'écrit

yk = JKA-I H- x
dx '

montre qu'une racine multiple d'ordre a de yk-i=:o est
racine multiple d'ordre a — i d e ^ * = o. Donc, etc.

Remarque. — La dernière proposition est en défaut si la
racine multiple considérée est nulle. Ainsi, supposons que zéro
soit racine multiple d'ordre p de yo= o. On a

yk = (m-\- i)kaQx»1^-,. .-f-(/?i— p -

et zéro est racine puv]t de ^Ar= O, quel que soit k.

Autre solution par M. LETIERCE.

1989.
(1904, p. 43.)

On donne les demi-diamètres conjugués OD, OD' d'une
ellipse et les segments OG, OGi perpendiculaires et égaux
à OD'. Démontrer que les bissectrices de Vangle GDGi,
limitées au diamètre OD', se projettent orthogonalement
sur DG ou DGi, suivant des segments respectivement égaux
aux demi-axes de Vellipse. (MANNHEIM.)

SOLUTION

Par M. P. P.

Soient J le point où la bissectrice intérieure de GDGt

coupe OD', H et Hi ses projections sur DG et DGi. On a



(47* )
Les triangles rectangles JGH, JGJHJ seront donc égaux et

Donc

2

Or, d'après le théorème énoncé au même Tome (p. 7),

DG = a — b, DG, = a-hb.

Par suite
DH = DH1 = a.

Même démonstration pour la bissectrice extérieure DJ';
seulement, ici, le segment DHJ étant dirigé dans le sens
de DGi, tandis que DH' est en sens contraire de DG, on a

Autres solutions de MM. BARISIEN, TROIN et LEZ.

1990.
(1904, p 4S )

On considère une hypocycloide à trois rebroussements
qui varie de manière à avoir, avec un cercle donné, trois
tangentes communes fixes. Ses deux courbes ont, en outre,
trois tangentes communes variables. Quel est le lieu des
sommets du triangle formé par ces trois dernières tan-
gentes? (R. BRICARD.)

SOLLTION

Par M. H. B.

Soit O le centre du cercle donné G, dont on supposera le
rayon égal à l'unité. Une hypocycloide à trois rebrousse-
ments H étant de la troisième classe, G et H ont bien six tan-
gentes communes. Soient m\, m2, . . . , m6 leurs points de
contact a\ec G.

Appelons H' la polaire réciproque de H par rapport à G :
H', qui coupe C aux points mj, mîy . . . , m6, est une courbe
du troisième ordre, ayant en O un point double à tangentes
isotropes.



( 473 )
Si l'on prend cotnme axes de coordonnées les droites iso-

tropes issues du point 0 , le cercle G a pour équation

(r) 2 ^ = 1,

et, la courbe H',

(2) Aa?3+ Bx*y-+- Gxy*-±- Dy*-+-.ry = o,

A, B, G, D étant des coefficients quelconques.
L'équation aux x des points d'intersection de C et de G'

s'obtient par l'élimination d e ^ entre les deux équations pré-
cédentes, ce qui donne

(3 ) Aa?«-+-B3?*H-a7»-4-C3r»-+-D = 0 .

Les racines xiy a?2, . . . , a?6 de cette équation sont les ab-
scisses des points mj, m2, . . . , /?i6. Il est visible qu'elles satis-
font aux relations

Par conséquent le point O est le barycentre des points m\,
m2, . . . , m6. Réciproquement, lorsque six points m\,m%, . . . ,
m& du cercle G sont tels que leur barycentre tombe au point O,
leurs x sont racines d'une équation de la forme (3), et l'on
peut trouver une courbe H' qui coupe C en ces six points.

Cela posé, supposons fixes les trois points mi, m2, m3, et
soit g leur barycentre. Les points m4, /?i3, m6 doivent alors
varier sur G de telle manière que leur barycentre soit le point
fixe g' défini par O g'=—Og.hes milieux des cordes niants,
/n6m6, m6m^ décrivent donc un cercle G' homothétique à G,
le centre d'homothétie étant le point g' et le rapport d'ho-

mothétie étant Le triangle formé par les tangentes à G

aux points m4, m5, m6 (triangle dont les sommets sont des
points du lieu demandé) est par suite inscrit à un cercle fixe Y',
inverse de G' par rapport à C.

Mais, de même, les milieux des cordes m1m2, m j ^ , tn^nii
sont sur un cercle G, homothétique de G par rapport à g, le

rapport d'homothétie étant > et les sommets du triangle

formé par les tangentes à G aux points /ra^ /?i2, /n* sont sur



( 474 )
un cercle F, inverse de G par rapport à G; G et G' sont visi-
blement symétriques par rapport au point O ; il en est donc
de même de F et de F', et l'on peut énoncer le résultat final
que voici :

Soient O le centre du cercle donné, F le cercle circon-
scrit au triangle formé par les trois tangentes fixes. Le
lieu demandé est le cercle F', symétrique de F par rapport
au point 0.

1991.
(1904, p. 96.)

Soient (S) et (S') deux surfaces réglées ayant la même
ligne de striction C, et telles que les génératrices G et G'
de (S) et de (S') qui se coupent en un point m de C fassent
entre elles un angle constant. Toute droite G*, qui passe
par le point m et constitue avec G et G' un trièdre de gran-
deur invariable, engendre une surface (Sff) dont la ligne
de striction est aussi G. (R. BRICARD.)

SOLUTION

Par M. EMIL RATH.

J'appliquerai la méthode de Grassmann à la solution de
cette question et de la question suivante. J'emploie les nota-
tions de M. Burali-Forti {Introduction à la Géométrie diffé-
rentielle suivant la méthode de Grassmann. Paris, 1897).

Si U, U', U" sont des vecteurs unités parallèles aux géné-
ratrices des trois surfaces, qui passent par la courbe donnée C.
et T un vecteur unité parallèle à la tangente de la courbe G,
on a

(l) U*=U'*=U"*=T*:=I.

La courbe G est la ligne de striction des deux premières
surfaces, on a donc

dû dü'

s désignant l'arc de la courbe G. Les angles des vecteurs U.
U', U* sont constants; on a donc

<3) U|U'=const., ü' |ü<r=const., U' | Ü = const.



L a d é r i v a t i o n d e s é q u a t i o n s ( i ) e t ( 3 ) d o n n e

(4)

dû
ds ~

dû'

U'

U'

dû'
ds

dû

= U '

= U'

— U

dû"

dû
~ds

dû'
ds
dû
ds

Si nous posons

les a, ar, a" désignant des nombres, nous avons, en vertu des
relations (4) et (2) :

dû

o = T

dû
~ds ~~

dû'
ds ~~

dû"
ds ~~

a'U'

a U

a ü

ds

dû'
ds

dû

in
= — a U"

•a'U'

ds
dû
-7- H- Uds

dû"
ds

dû'
ds

dû'

La dernière équation T dû"
ds

= o montre que la courbe G

est la ligne de striction de la troisième surface.

1992.
[1904, p. 96 et 144 M.]

On donne dans Vespace une courbe G.
i° Définir la surface réglée la plus générale dont G est

la ligne de striction en même temps qu'une ligne de cour-
bure.

i° Définir la surface réglée la plus générale dont G est
la ligne de striction en même temps qu'une ligne asym-
ptotique. (R. BRICARD.)

(*) Les deux énoncés dont l'ensemble constitue la question 1992
ont été séparés par suite d'une erreur matérielle.
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SOLUTION

Par M. EMIL RATH.

Considérons un point P de la courbe donnée G comme
fonction de l'arc s. Si T, B, N sont trois vecteurs unités,
parallèles à la tangente, la normale principale et la binor-
male de la courbe G au point P, on a

J T2 = N2 = B2 = i, T | N = N | B = B | T = o,
( l ) / B = | T N , T = |NB, N = |BT,

ds p ds \p T / ds T

(formules de Frenet; - est la courbure, - la torsion ).

Soit U un vecteur unité, encore indéterminé, tel que la
surface réglée TU admette la courbe G pour ligne de stric-
tion ; nous aurons

Si donc nous posons

(4) U =

où x, y, z sont des nombres fonctions de s telles que

(5) U 2=

les formules de Frenet donnent

ds \ds p

En substituant la valeur de -y- dans (3), nous avons, en vertu

c le ( i ) ,

dx y

i° Pour que la courbe donnée soit asymptotique, il faut et
il suffit que le vecteur U soit parallèle au plan osculateur de
la courbe, et par conséquent perpendiculaire à la binormale ;
on a donc

U I B = o ou z = o.
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Si nous posons donc x2— coscp, y = sincp, (7) donne

En supposant sincp ̂ 6. o, nous avons

do i

et, en intégrant

*s ds
y

P

cp0 est la valeur de © pour s = o. La génératrice passant par
le point P de la surface réglée cherchée est donc définie par
le vecteur

(io) U — coscpF -+- sincpN,

cp étant donné par la formule (9).
'i° Pour que la courbe donnée G soit une ligne de cour-

ir»
bure, il faut et il suffit que T soit parallèle à —7-* R dési-

gnant un vecteur unité parallèle à la normale de la surface.

Le plan tangent est parallèle au bivecteur UT; on a donc
] TTT

T>

mod UT

ou, en vertu de (4) et (1),

En dérivant et en tenant compte des formules de Frenet,
on

dz dy
dK z^ y ds ds

*J ds p

Pour que —r- soit parallèle à T, il faut que l'on ait
ds

d —
dz dy y2-+- z2 y ds

r~ds~Z~ds x = ° °U ~ T Z V ^ "



Si nous posons — = dty (angle de torsion), on a, en inté-

grant,
z

arc tang — = <l -4- c.
y

La c o n s t a n t e c e s t la valeur de arc t a n g — p o u r s—o

e t ty = o. En subs t i tuant à <p •+• c la g r a n d e u r <J>', o n a

( i 3 ) — = t a n g ^ ' .

D e s équat ions ( 5 ) e t ( 7 ) on t ire

dx __ cos Y ds . __ rs ds costy'

est la valeur de arc sina7 pour s = o),

a: = s in l / L + Ci

La surface c h e r c h é e est définie par la re lat ion ( 4 ) ; l es

n o m b r e s x, y, z é tant d o n n é s par les équat ions ( i 3 ) et ( i4)«

1993 .

(1904, p. 144 )

Soient m et m' deux points d'une ellipse E. Sur la nor-
male en m on porte, extérieurement à Vellipse, une lon-
gueur mp, égale au demi-diamètre conjugué de celui qui
aboutit en ni. Soit p' le point analogue que l'on peut con-
struire sur la normale en m'.

Démontrer que, si la tangente en m'contient le point py

la tangente en m contient le point p'.
(R. BRICARD.)

SOLUTION ANALYTIQUE

Par M. E.-N. BARISIEN.

Si l'ellipse E a pour équation
2 — a2 62 = o,

et si cp et «p' sont les angles d'anomalie excentrique en m et m\
on sait que les points p et p' sont situés sur le cercle de Ghasles



p

( 479)
concentrique à E et de rayon ( a -h b). Les coordonnées de p
et p' sont

x — (a -h 6)coscp, ; ( # = (a-f-6)coscp',

^ = ( a - h 6)sincp, ( ^ = ( a - t - ô ) sinV.

Les tangentes à E en m et m1 ont pour équations

bxcosy -+- a^sincp = a6,

6a" coso'-h a^ sincp' = ab.

On voit que la condition pour que la tangente en m' passe
par p est la même que si la tangente en m passe par/?'. Cette
condition est

{a -+- b) (b cosj^ coscp'-i- a sincp sincp') = ab.

Remarques. — On a encore les propriétés suivantes :

J. Le lieu du point de rencontre des tangentes en m
et m' est l'ellipse

b(2b -+- a)x*-h a{2a-h b)y2= ab(a-\-b)*.

II. Le lieu du point de rencontre des droites pp' et mm'
est la kreuzcurve

b*(ia -4- &)#2H- a5(a -h ib)y*

Soient p\ le symétrique de p par rapport à /w, p[ le symé-
trique de p' par rapport à m. On trouve encore :

IIF. Le lieu du point de rencontre des droites pp' et p\p\
est la kreuzcurve

b*(ia -h b)x^--\- a*(a -f- ib)y*— {a -h b)*x2y*.

IV. Le lieu du point de rencontre des droites pxp\ et mm'
est la kreuzcurve II.

Autres solutions analytiques de M. D. TABAKOFF, de M. TROIN et
de M. LEZ.

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE

i»ar M. THIÉ.

On sait que si l'on porte, sur la normale en m à une
ellipse E, et de part et d'autre du point m, deux seg-
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ments rnp, mg, égaux lous deux au demi-diamètre conjugué
de celui qui aboutit en m (le point p étant extérieur à l'el-
lipse), les points p et q se trouvent respectivement sur les
cercles de Chasles, de rayons a -+- b et a — b, a et b étant

les demi-axes de E. On sait aussi que op et oq sont éga-
lement inclinées sur les axes de E.

Soient p' et q' les points analogues relatifs au point ni \ si
le point p est sur la tangente à E en m', on a

pp' = pq'-

Mais les deux triangles poq', p oq sont égaux, comme ayant

op — op , oq = oq , poq = p oq.

Donc

11 en résulte
pp'= p'q.

Par suite le point p' se trouve bien sur la tangente en m
à E. c. Q. F. D.


