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SOLUTION DE LA QUESTION DE MECANIQUE RATIONNELLE
PROPOSEE EN 1902 AU CONCOURS D'AGREGATION DES
SCIENCES MATHEMATIQUES ;

PAR UN ANONYME.

L. Un corps homogéne pesant de révolution est sus-
pendu par un point O de son axe : étudier son mouve-
ment, sachant que U'axe est assujetti par une liaison
sans frottement & rester dans un plan P passant par la
verticale du point O ettournant autour de cette verti-
cale avec une witesse angulaire constante w. Dans
quelles conditions le mouvement relatif du corps par
rapport au plan P se réduit-il & une rotation perma-
nente autour de son axe?

I. Soient Ox, Oy,, Oz, trois axes rectangulaires
fixes passant par O, Oz, étant dirigé suivant la verti-
cale ascendante.

Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires inva-

(') SucHAR, Sur un exemple de transformation corrélative en
Mecanique (Comptes rendus, 27 octobre 1902).
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riablement liés au corps et orientés comme les précé-
dents, Oz étant I’axe de révolution du corps. Oz, Oy,
Oz sont trois axes principaux d’inertie pour le corps,
relativement au point O, et si A, B, G sont les moments
d’inertie correspondants, on a

A =B.

La position du corps dans I'espace est complétement
définie par la connaissance des angles d'Euler ¢, o, 0
comptés comme d’habitude; OI étant I'intersection des
plans Ozy ¢t Oz, y,, on a

¢ = Oxy, Ol ¢ = OI, Ox, 6=023,,0z23.

Ici d’ailleurs, le plan z,0z tournant autour de Oz
avec la vitesse angulaire constante v, on a, en appelant ¢
le temps, et désignant par §, une constante,

qa:wt—i—%.

11 en résulte que si p, g, r sont les composantes de la
rotation instantanée du corps suivant Ox, 0y, Oz on a,
d’aprés les formules connues,

P db
p =wsinfsino + coso —,

dt

. . db
= wsinb cose ——smq:(—i—t;

d
r =uwcosf + E;E .

Puisque l'on demande d’étudier le mouvement du
corps, sans parler des réactions qui s’exercent sur lui;
puisqu’en outre, les liaisons auxquelles il est soumis
sont sans frottement, la voie la plus rapide consiste
manifestement a se servir des équations de Lagrange.

SiT est la demi-force vive du corps, on' a, comme
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Pon sait,
2T =A(p?+ q2)+ Cr2

. do? d? 2
=A<w’5m’0+ >+C<wcosﬁ+m).

dt?

Il y a d’ailleurs une fonction des forces — M gl cosf,
en désignant par M la masse du corps, par g I'intensité
de la pesanteur, et par [ la distance OG du point de
suspension O au centre de gravité G, distance comptée
dans le sens Oz,

Cela éiant, on a immédiatement, par les équations
de Lagrange

de
r=wcosh + L =r
dt 0
ou 7y est une constante arbitraire; puis :
d Ve _ oo
A a0 — Aw?sinf cosh + (Cwry—Mgl)sinb =o;
il faut d’ailleurs bien observer qu’il n'y a pas licu
d’appliquer le théoréme des forces vives, puisque les
liaisons ne sont pas indépendantes du temps.

L’équanion précédente s’intégre immédiatement une

fois, et donne

do \?
A(Ft‘) + Aw?2cos? —2(Cwrg— Mgl)cosb — Ah = o,

h étant une nouvelle constante arbilraire.
Les inconnues du probléme sont donc déterminées
finalement par les deux quadratures

= = M ’
\/h—f—'zg—w—:{‘—glcose — w?%cos29

d

—£ = ry— wcos?b.

On pourrait exprimer § et ¢ en fonction elliptique
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du temps; mais c’est inutile pour se rendre compte de
la variation de ces angles. L’étude de cette variation
est d’ailleurs immédiate, suivant ordre de grandeur
des racines du trinome en cos§ qui figure sous le radical,
relativement aux quantités — 1 et 4 1. Il ne semble
donc pas utile d'insister davantage sur ce point.

Le mouvement relatif du corps par rapport au plan P
se réduit a une rotation permanente autour de son axe,

lorsqu’on a constamment — = o, ainsi qu'on le voit

dt
immédiatement. L’angle 8 doit donc conserver une

| ] I doit avoir
valeur constante Yy, el puisque 7z = 0, on doit avoir,
soit

sinf, = o,
soil
Aw2costy=Cwr,— Mgl

si toutefois ¢’est possible.

La valceur de & en résulte, puis ue@ —=o0
L cu h , puisque - = o.

. ds . .
L’expression de ?1? est conslante, ct par suile ¢ varie

proportionnellement au temps.
Dans 'un comme dans l’autre cas, tout se passe
comme si la liaison n’cxistait pas entre ’axe du corps

et le plan P.

II. Un disque circulaire homogéne, infiniment
mince, de masse M et de rayon R, se meut, assujetti
& rester dans un plan o sont tracés deux axes rec-
tangulaires fixes Ox, Oy. A un certain moment, le
centre du disque est en O; la vitesse v de ce centre est
dirigée suivant Ox, et la vitesse angulaire de rota-
tion du disque autour de son centre est w. Au méme
instant, on rend immobile, par une liaison sans frotte-
ment, un point A du disque, défini par ses coordon-
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nées polaires OA = p, .r/(i& = a. Déterminer la per-
cussion que subit le disque, le nouvel état des vitesses
des points du disque aprés la percussion, et la varia-
tion de force vive qui se produit.

II. Le point A étant fixé, le disque ne peut plus que
tourner autour de ce point, avec une vitesse de rota-
tion o/, immédiatement aprés la percussion. Cette per-
cussion est d’ailleurs appliquée en A, et ses composantes
suivant Ox et Oy sont X et Y.

La rotation «' autour de A peut étre transportée au
point O avec adjonction d’une translation qui a pour
projections sur Ox et Oy les quantités w'psina et
— w'p cosa.

Les théorémes généraux donnent, par suile, immé-
diatement les relations

M(w'psina — o) =X,
M(—w'pcosz) =Y,
MR:?

2

(w'—w)=p(Ycosa— X sina),

le moment d’inertie du disque par rapport a son centre
, MR? .
étant ——- On en tire
R? .
e e vp sina
- 2
w= TR
5 e
R2 .
T(wp sina — ¢) — pp?cos?a
X= M R s

— 4 p2
S P

R? .
<—q—w+vpsma>pcosa
Y=—M_ =

— 4+ pn?
Py P



(79)
La perte de force vive subie par le disque est évi-
demment :

2
M(v2— w3p?) + M?—(w’— w'2)
R2 .
T(m’pi— 2wppsing 4+ ¢?)+ 02p2cos?a
=M .

Yl

Le théoréme de Carnot aurait d’ailleurs donné pour
cette perte de force vive I'expression

’ * 13 MR, !
M[(¢v —w'psina)?+ w'2p2 cos?a ]+ —2—(w——m )2,

et en égalant cette expression au premier membre de
I’équation précédente, on retrouve la valeur de o' donnée
ci-dessus.



