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SUR UNE INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES DU SECOND ORDRE A COEF-
FICIENTS CONSTANTS ET AVEC SECOND MEMRRE;

PAR M. PAUL-J. SUGHAR

Docteur es sciences.

1. On sait que toute .équation différentielle linéaire
du second ordre à coefficients constants peut s'intégrer
par des quadratures. Je me propose dans cette iNote de
donner l'intégrale générale à l'aide d'une interprétation
géométrique. Nous allons d'abord rappeler quelques
résultats connus.



( 6 g )
Soient

(0 / ( ^ 7 ) = o .

une courbe plane, et

(•2) /> = ? ( « )

F équation, de la courbe en coordonnées tangentielles.
On sait que l'équation de la tangente à (1) peut se
mettre sous la forme

(3) ipsina—ycosoi=p,

et l'équation de la normale à la même courbe sera

/ t\ . d p
(4) ar cosa -\~ y sina = - j - ;

CLOL

or p et -j- sont les distances de l'origine des axes aux

droites (3) et (4), il s'ensuit que la distance /• au point
de contact de (1) avec (3) est la diagonale d'un rec-
tangle construit sur p et -— y on aura donc

(5) ' H
d'où on obtiendra par dérivation

dr _ d^p
V~d~p ~

or chacun de ses membres représente, comme il est
bien connu, le rayon de courbure à la courbe (1) en un
point de coordonnéees x et y. Nous aurons donc

2. On sait que toute équation différentielle linéaire
du second ordre à coefficients constants, et avec second



( 7 o )
membre, peut toujours se ramener à la forme

(7) £+'=/<«>•
Or, dans cette équation, nous pouvons évidemment
regarder v et u comme étant les coordonnées tangen-
tielles d'un point dont les coordonnées cartésiennes
sont x et y. Le second membre de cette équation sera,
d'après (6), l'expression du rayon de courbure au point
de coordonnées x ely7 exprimé en fonction de l'angle
de la tangente à la courbe avec une droite fixe ; et l'inté-
grale générale de (7) sera, par conséquent, l'équation
de la courbe en coordonnées tangentielles. On aura
alors, comme il est bien connu,

x = / f {u) cos u du -

y = f ƒ ( u) sin u du

où a et b sont des constantes. Portons ces valeurs dans
l'équation de la tangente

x sin u —y cos u = v,

on obtiendra l'équation de la courbe en coordonnées
tangentielles, et par conséquent, l'intégrale générale
de ( 7 ) .

3. Nous allons terminer par une application à un
problème de Mécanique dans le cas d'un point matériel
sollicité par une force centrale et dont la loi est de la

forme \ • » indiquée par Jacobi. On sait, d'après Binet,
que l'équation différentielle de la trajectoire est de la
forme

1 ) F



( 7 ' )
d'où

( 9 ) dër + r ^ -

Le théorème des aires peut se mettre sous la forme

(10) r.v sincp = C,

où r est le rayon vecteur d'un point matériel M, que
nous supposons de masse égale à i, v sa vitesse et cp l'in-
clinaison de la vitesse sur le rayon vecteur. On sait
que si, par l'origine des axes qui est le centre de la
force, on mène un segment OM< égal et parallèle à la
vitesse p, le lieu de M, est une courbe appelée hodo-
graphe par Hamilton et qui jouit de la propriété que
la tangente en M< à cette courbe est parallèle au rayon
vecteur OM, de sorte que si cette courbe est rapportée
aux mêmes axes que la trajectoire du point M, l'angle
de la tangente à Yhodographe avec l'axe polaire est
l'angle polaire ô. Il s'ensuit que l'inclinaison de cette
tangente sur le rayon vecteur OiVIi est égale à cp ou
à 7t — cp. Si donc p est la distance du point O à la
tangente M et pK la distance à la tangente en M u la
formule (lo)nous donne pour le théorème des aires
les deux formules

(u) pv=plr = Ct

et la formule (9) nous donne

11 résulte donc, d'après ce qui précède, que le rayon
de courbure p< au point M< de la courbe hodographe a
pour expression

pi =



Si, en particulier, la loi de la force F est celle trouvée
par MM. Darboux et Halphen à la suite d'un problème
proposé par Bertrand ( ') , à savoir

(.3) F =
*(a cos2ô -H ib sinô cos6 -+- c sin2 6)2

on aura, d'après (12), pour le rayon de courbure, en
un point de la courbe hodographe exprimé en fonction
de l'angle de la tangente avec l'axe polaire,

K

{a cos26 -+- ib sin6 cos6 -f- c sin26)2

où nous avons posé K = — £• Dans une Note publiée

dans les Nouvelles Annales (mars 1902), nous avons
démontré que si, sous l'action d'une force centrale, un
point matériel décrit une conique quelles que soient les
conditions initiales, la courbe hodographe correspon-
dante est aussi une conique. La loi de force donnée par
la formule (i3) donne pour trajectoires des coniques,
il s'ensuit que si, d'une manière générale, nous dési-
gnons par a l'angle de la tangente à une conique avec
une droite fixe, on aura pour le rayon de courbure de
la conique exprimé en fonction de a

K
p = r(À cos5a -4- üB sina cosa -4- G sin2a)2

II est facile d'interpréter les constantes A, B et C. On
remarque que si B = o, A = C, la courbe est un cercle;
donc ces constantes sont, à un coefficient constant près

( f) BERTRAND, Comptes rendus, t. IAXXIV.



(73 )
qui est le même, les coefficients de la forme quadra-
tique d'une conique dont l'équation générale est mise
sous la forme habituelle.

4. Une dernière remarque intéressante est la sui-
vante :

II résulte par analogie de la formule (5),

la formule

d'où, en ayant égard à (i i) ,

Diflerentions ces formules et multiplions la première
par y, nous aurons

v. r dr = - \ -7— H— ) v dv,

v d v = -

où, en ayant égard à la formule

ç dv = F dr,

qui est Ja différentielle des forces vives, nous aurons



( 74 )
finalement

On obtient ainsi la formule de Binet et une nouvelle
formule d'un intérêt facile à comprendre (*).


