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[B11a]
SUR LA CANONISATION DES FORMES BILINEAIRES;

Par M. LEox AUTONNE.

1. Considérons une matrice A ouTableau des n2 coef-
ficients
ayy ... Q"
A=laj]= (/s k=1,2,...,n)

Apy -+ QApp

de déterminant
g cee Ayn l
[A =

Qny  «oo Qnn
La matrice définit sans ambiguité, soit une forme
bilinéaire
A=A(z,y) =20jk)’j$/.-,

Ik
soit une substitution n-aire

A= LZ‘/ E aj;,m/,.

k

2. La méme lettre A peut désigner indifféremment -
la matrice, la forme bilinéaire ou la substitution. Je
suivrai les régles du calcul symbolique telles qu’elles
sont exposées par Frobenius (J. /. r. u. a. M.,
t. LXXXIV, p. 1). Les formules symboliques compor-
teront une triple interprétation, suivant qu’elles s’en-
tendront de matrices, de formes bilinéaires ou de sub-
stitutions.
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3. Unec matrice A, sera canonique si
Av(z, ) =Zhﬂ‘/}’j=2h»’€)’-
)
Si hj=1, la matrice devient la matrice unité E,
E(z,y) =Ewy.

Soient A et B deux matrices, avec [B]£0.SilonaB
telle que
A =B-1A,B, Ay = canonique,

A cst canonisable ct admet A, pour forme canonique
et B pour canonisante.

A est toujours canonisable si 'équation caractéris-
Lique

((D) .\(I‘):AO(I‘>::I)‘E——AI =0

wa que des racines simples. A cesse en général d’¢tre
canonisable, s’il apparait dans ® des racines multiples.

4. M. Jordan a signalé, il y a longtemps déja, que
toute substitution d’ordre fini était canonisable. 11 en
est de meéme pour les substitutions unitaires ct les sub-
stitutions hermitiennes que j'ai éwudiées [ Sur I"Hermi-
tien (Rendiconti du Cercle Mathématique de Palerme,
1902); Sur les groupes linéaires réels et orthogonaux
(Bulletin de la Sociéré Mathématique, 19o2)] et les
substitutions réelles et orthogonales, cas particulier
des unitaires, ainsi du reste que pour toutes les ortho-
gonales.

Par contre, je n’ai vu publi¢es nulle part les condi-
tions géndrales, nécessaires et suftisantes de canonisa-
bilité.

Elles se déduisent facilement, ainsi qu'on le verra
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ci-dessous, d’'un fameux théoréme de Weierstrass
(/l[onatsber[chre de ' Académie de Berlin, 1868,
p- 310 a 338).

5. Rappelons d’abord les principes de la théorie.
Prenons un  faisceaw de matrvices fr=rA 4B,
rétantun paramétre variable, et nommons A(r) = A,(r)

le déterminant
| rA+BJ,

premicr membre de Péquation caractéristique @,
A(r)=o.

Dans le déterminant A, les £™s mincurs scront des
polynomes en r, de degré n— k. Nommons Ag(r) le
plus grand commun diviseur de tous ces mincurs,

Supposons qu'une racine o de ® posséde un degré
de multplicité ax dans équation Ax(r)=o0, avec
k=o, 1, ..., ¢, tandis que : 1° ay=1m cst le degré
de multiplicité dans ®; 2° ag= o.

Les degrés de multiplicité oy forment une suite
décroissante

A > AP > > A > > A > O

Les différences {3y = as_, — a5 forment une suite
non croissante

B12Bez...2Bsz...2 B4

Sil'on pose Bx= 1+ o4, les entiers positifs ou nuls o4
Sorment une suite non croissante

31282, .2 82...23,.

D’ailleurs
h=q

Wl .

Z?DI,—: (ao—fl;)—\—(d;—i— Ap) e
hA=1

.:I/
A kS
(Mo — Bp) ARy = = M= (]+> Ofy

hA=1
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d’ou la formule
k:r/
(1) m—gq =28/,.
A=1

Si tous les ¢ sont nuls, g est précisément le degré m
de multiplicité que la racine p posséde dans ®.

6. Weierstrass dit que les expressions
(r—op )3k

sont les Elementartheiler aflérents a la racine p.

Pour abréger, je dirai que ces expressions sont les
successifs (sous-entendu : facteurs ou diviseurs) affé-
rents a la racine p.

Le successif est simple, si 'exposant 2 est égal a
Punité, d’ou ¢4 = o.

7. Deux faisceaux de matrices

rA+~B et rC+D

sont équivalents s'il existe deux matrices L et M, avec

[Lis#0, [M]so,
telles que
rC+D=L(rA+B)M,
c¢'est-a-dire
C=LAM, D=LBM.

Alors C est équivalente 2 A et D a B.
Dans le cas particulierot C=A =E, on a
L = M-t

el U'équivalence se change en similitude.
Amsi pour que deux matrices A et A, solent sem-
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blables, il faut et il suffit que les deux faisceaux
rE—A et rE—A,
soient équivalents.
8. L’admirable théoréme de Weicrstrass s’énonce
ainsi :
Pour que deux faisceaux
rA+B et rC+D

sotent équivalents, 1l faut et il suffit que les successifs
sotent identiques de part et d’autre.

9. Je vais en déduire la solution du probléme pro-
posé.

Tutorkme. — Pour qu'une matrice A soit canoni-
sable, il faut et il suffit que le faisceau caractéris-
ligue

(o]

—A

op=rl
r’admette que des successifs simples.

La démonstralion est trés courte, aprés quelques
explications préliminaires.

10. Conservons les notations du n® 5 et envisageons
le systéme Q des n équations linéaires et homogénes

(Q) ij:Eaﬂ‘x" (Jyk=1,2,...,n).
A

On a A4(p)=o0 pour p=o0,1, ..., g —1, landis
que Ag(p)sZ0; Q ne contient que n — ¢ équations

distinctes.
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Réciproquement, sile systéme Q, anx ninconnues x,
ne contient que n— q dquations distinctes, on a
Ax(p) =o pour k<< g et Ay (p) £ o.

Ces propriéiés deviennent évidentes si 'on remarque
que le déterminant des inconnues z; dans Q est préci-
sément Ay (p).

En particulier, si les successifs relatifs 4 o sont
simples, les 64 sont nuls, ¢ = m [formule (1) du n° 5]
et Q contient n — m équations distinctes. Réceiproque-
ment si Q contient n — m équations distinctes, les suc-
cessifs sont tous simples, car les entiers ¢ ne peuvent
étre ndgatifs.

11. Lemye. — Unematrice canonique A, a tous ses
successifs simples.

Soit
Ag(d‘,y)z p(.’l‘.]’|+n-+a"m}’m)+P’(_uTnHAIyHH—l‘+’°~-)+-"
("5 0, 000)

La racine 3 de @ possede le degré me de multiplicité. Le
systeme Q contient les n — m équations distinctes
Lpps= 0, $==1, 2, .., 2 — m. Par suite (n° 10) tous
les successifs sont simples dans la matrice Ay, ou, plus
exactement, dans le faisceau caractiristique rE — A,

de A,. ¢C. Q. F. D.

12, La démouswation du théorc¢me s’achéve mainte-
nant en quelques mots.

Pour qu’unc matrice A soit canonisable, il faut et il
suffit :

Ou bien que A soit semblable & une canonique A,

(n" Tet 3);
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Ou bien que les deux faisceaux (n° 7)

rE—A et rE—A,

soient équivalents, c’est-a-dire (théoréme de Weier-
strass, n° 8) admettent les mémes successifs.

Or (lemme du n* 11) le faisceau caractéristique
rE — A, dela canonique A, a tous ses successifs simples
et le théoréme du n° 9 est démontré.

13. Si pour le faisceaun caractéristique rE — A on a

tous les successifs simples et
rE—Al=(r—g)n(r—2yo)ym(r—zg")ym". ..
| s ( v ) h

(prtp' #Zp"#...),
on construira la canonique A,

AO(‘Ty.)/) = P(xl.}’i_“' e xm}’m)
-+ FI(-T/IL—H Ym+rt+o.o o1 7'/1:+l:£’,}'/1)+m’)

H+ " )+,

ct 'on sera str de 'équivalence des faisccaux 7E— A
et rE — Ay, dela similitude de A avee la canonique A,
et de la canonisabilité de A.

14. Voici quelques applications de ma proposition
du n° 9.

Frobenius (J. f. r. w. a. M., 1. LXXXIV, p. 53)
signale que dans le faisceau caractéristique d’une ortha-
gonale R rvéelle, tous les successifs sont simples. Toutes
les matrices R doivent donc éire canonisables. Clest ce
que j’ai effectivement établi, par voie directe, dans mon
travail Sur I' Hermitien (loc. cit., n° 22,33 et 36).

Parecillement, dans ce méme travail, je montre que
toute hermitienne ou toute unitaire ({oc. cit., n® 22) et
méme toute orthogonale (car la démonstration vaut
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aussi pour une orthogonale), est canonisable, donc : le
Jaisceau caractéristiqgue d’une hermitienne, d’une
unitaire ou d'une orthogonale a tous ses successifs
simples. 1l en est de méme pour une substitution d’ordre
fini, toujours canonisable (M. Jordan).

15. 11 me semblerait surprenant que ma proposition
du n° 9, conséquence si immédiate du théoréme de
Weierstrass, elit échappé jusqu’a ce jour a la sagacité
des algébristes. J'en publie néanmoins la démonstration
et I'énoncé, n’ayant rien trouvé dans aucun Mémoire de
Mathématiques, qui ressemblat au théoréme du n° 9. An
sul'p]us, si la I)roposiliou ne se trouvait pas nouve“e, la
démonstration le serait peut-étre.,



