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SOLUTIONS ne QUESTIONS PROPOSÉES.

1895.
(1900, p . 574 )

On considère Vhyperbole équilatère (H) ayant pour
sommets les foyers d'une ellipse (E). Dyun point quel-
conque P de cette hyperbole on abaisse une des normales
dont le pied est en A. Du centre O de (E) on abaisse la
perpendiculaire OS sur la tangente en A et OQ sur la no?*-
male en A. On obtient ainsi le rectangle OQAS. Montrer
que le produit des aires des quatre rectangles analogues
correspondant aux pieds des quatre normales est une quan-
tité constante. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. Y.-II. COUVERT.

Soit acoscp, 6sincp le point A. Les distances de 0 à la tan-
gente et à la normale en A sont :

os= \ja'1 sin2cp •+- 62 cos2o

OQ = c2sincpcoscp

y/a2 sin2 cp -f- 62 cos2 cp

Ou a donc

aire OQAS = OS x OQ

sincp coscp _ 2 t
= a2sin2cp-T-62cos2cp ~ a c' a

2 « â - + - ^ '

en posant tangcp = t. Si tu t2, tz, tk sont les valeurs de t cor-
respondant aux pieds des quatre normales issues d'un point de
coordonnées x, y, nous nous proposons donc de calculer

P =z(abcîy ( i t ^ b % ) i t t t + bi) ( a t t i f a ) ( ait* + fry
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Or les quatre valeurs de t sont fournies par Véquation

(0
( 4- (a2 a?2-h b*y2 — c*)r2 — labxyt -h b2y2 = o

r, par exemple, Théorèmes et problèmes sur les normales
aux coniques, par DESBOVES, p. 16).

Dès lors

.

Le dénominateur de P est le produit des quatre détermina-
tions de 0 = a2t2-\- 62, quand on y remplace successivement t
par les quatre racines de (i). Pour avoir ce produit, il suffit de
former la transformée en 0 de (i). Or la transformée de

correspondant à la relation 6 = a2/2-f- b1 est

-+- [a'+E —

Nous n'avons indiqué que les termes extrêmes, les seuls
utiles. Le produit des quatre racines de cette équation est

Si nous appliquons à la transformée de ( i ) , nous avons

t
)

Cette expression simplifiée devient

C'est le dénominateur de P. On a donc

y2 —
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p = x'2

Le point rr, y étant sur ( H ), on a

* — j r2__ c2 r =

Donc
j r2__ c2 r = o.

Le produit est donc constant.
D'une manière générale, le lieu des points tels que le produit

des aires des quatre rectangles considérés soit constant est la
quartique

où X désigne une constante. On voit que pour X — 4 cette
quartique est l'hyperbole H prise deux fois.

La forme générale de cette courbe est facile à indiquer, son
équation étant bicarrée par rapport à chacune des coordonnées,

1913.
( 1 9 0 1 , p . IC)2.)

Trouver en nombres entiers les solutions de l'équation

(II.-J. KRANTZ.)

SOLUTION •

Par le P. F. PÉPIN, S. J.

1. Il s'agit de trouver en nombres entiers les solutions de
l'équation

(i) 23?8=3j'1—I.

Gomme je n'ai pas la prétention de résoudre complètement
cette question, je me contenterai d'indiquer deux méthodes
différentes pour chercher les solutions demandées. Nous par-
viendrons à la solution x = 6T, y = 389. On parviendrait peut-
être à d'autres solutions en poursuivant les calculs indiqués.
Mais il resterait toujours à décider si le nombre des solutions
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-est fini ou infini. Je suis convaincu que celui qui résoudra cette
difficulté aura trouvé quelque chose de nouveau dans la théorie
des nombres.

2. Première méthode. — On ramène la question proposée
à celle de rendre rationnelle la racine carrée d'un polynôme
du quatrième degré au moyen d'une valeur rationnelle de la
variable.

D'abord on déduit immédiatement de l'équation (i) que x
et y doivent être impairs et positifs. Puisque 3 est résidu qua-
dratique des diviseurs de x, on conclut, par le théorème de
Legendre, que ces diviseurs sont compris dans les deux, for-
mules ioj -+- i, i2 / -h i i . Quant au nombre xy il doit être de
la forme 12/ + 1. En effet, le produit ixz étant représenté par
la forme (3, o, —1) ainsi que le facteur 2, il faut que l'autre
facteur soit représenté par la forme (1, o, —3), laquelle ne
convient qu'aux nombres de la forme 12 / -+-1. Le cube x* et sa
racine x sont donc l'un et l'autre de la forme 12/-H 1. Posons

x = \iz -h 1.

Par cette substitution, l'équation (1) de\ient

(2) t r *=I-^-2i^H-9. l445 î -+-8 . ï44« 3 =?(-8) .

Cette équation admet la solution évidente z = o, y = 1. Elle
admet aussi une infinité de solutions en nombres rationnels.
On peut obtenir ces solutions au moyen des formules que j'ai
publiées, en 1877, dans les N. L. M. Les solutions en nombres
entiers s'obtiennent alors comme cas particuliers des solutions
rationnelles.

3. Nous chercherons d'abord une solution de l'équation (2)
par la méthode de Fermât, en posant

y = 1 H- 12 z -T- h z2

et en déterminant h de manière à donner trois racines nulles
à l'équation

\1Z - )

i44)S2 -+- 8 (3 A — i4
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On y parvient en prenant h = 72, et en supprimant le fac-

teur z3 on prouve

Connaissant deux solutions.

z = o, y = i ;
9

nous pouvons employer les formules (II) (n° 3) du Mémoire
cité :

' ƒ +• g30-*-hzl = /©(*<>),

( I I )

f -t- g z i - t - h z % z= z y o ( z i ) , ( e = d b i ) ,

2 ^/ç>(^0)

— hk

Prenant -3,, = o, on a

La deuxième équat ion , pou r z^ = i devient

__ — ± I H / * = — 1 8 , A = 72.
«< 9 9

P o u r A = — 18 l 'expression de ^ devient

- _ M-'8-*-8.144 _ ^ 44 _^ J_ _ 5

" ~ i*.i$ ~ 9 9 9 ~

On obtient ensuite /cp(5) par la formule

I-I-I2.5 — i8.25 = ± /o(5) , y/o(5) = 389.

La formule x = \iz-\-1 donne la valeur correspondante

La seconde valeur de h, h— 72, donne pour z la valeur pri-
mitive z = o.
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4. Connaissant trois solutions :

ç(o) = i,

on peut appliquer les formules ( I ) du Mémoire cité

8.144—?^/i

Les quatre premières formules font connaître une quatrième
solution, £, la cinquième formule donne la valeur rationnelle
de y/cp(z). A raison des quatre combinaisons de e et de E', trois
solutions données so> î> ~2 en font connaître quatre; mais
quelques-unes de ces solutions peuvent s'identifier avec des
solutions déjà calculées. J'ai montré dans le Mémoire cité
(n° 10) comment le théorème d'Abel sur les sommes d'inté-
grales elliptiques donne l'explication de ce fait.

5. Sans nous arrêter aux applications de ces dernières for-
mules, reprenons le système précédent (IJ) pour indiquer une
méthode simple qu'on peut en déduire, pour obtenir successi-
vement une suite indéfinie de solutions de l'équation (2).

Prenons z0 = o, désignons par Z\ une solution connue, diffé-
rente de o, et par z, les solutions qu'on en déduit par les for-
mules (IJ) en y prenant s = ± i . La première équation et la
troisième donnent ƒ = 1, g = 12, de sorte que l'on a

(III)
[ -h 12Si -f- hz\ = s

8.144 — 24/1

1 -h 125 4- hz2 =dz

La première formule donne la valeur de l'inconnue auxi-
liaire, h] la seconde détermine la nouvelle solution z et la
troisième, la valeur correspondante de y = y&(z). Prenons
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Nous trouvons

A = ± 4 5 H-12.9 — 81, h = j2, h = — 18.

72.72 ~ % 9 ~*~ 9

On retrouve la solution primitive.
Pour h = —18, on a

_ 8.144-+-21.18 £ _ 44 J_ _ ^
* ~~ 18.18 ~ h 9 ~ ~ 9 ~ f ~ 9 ~ ~ '

Pour ^j = 5, on a

14-12.5 + /?.25 = ± 3 8 9 .

Avec le signe inférieur on retrouvera

A = — 18 et z —
9

Avec le signe supérieur on obtient

_ (8.i4f.25 —3o8.o{)s525 h = 3o8,
3o8.3o8

6. Dans les deux applications que nous venons de faire des
formules (III) une seule des deux valeurs de s donne une solu-
tion nouvelle, l'autre ramène une solution déjà calculée. On se
rend compte de ce fait en remarquant que les solutions déter-
minées par ces formules sont les nombres rationnels z que Ton
peut associer à des nombres rationnels h de manière à vérifier
l'équation

(3) A»,3»-+-(24^—8.144)*+ (*A —144 ) = o.

A chaque valeur convenable de h cette équation fait con-
naître deux solutions z, z^ dont la somme est exprimée par la
formule

. , 8 .1I4-24.A
(a) * + * =



Si zv et h sont deux nombres rationnels vérifiant l'équa-
tion (3), la nouvelle solutions est aussi rationnelle. De même,
à chaque valeur rationnelle de z l'équation (3) fait corres-
pondre deux valeurs de h dont la somme est

/ , . . il\z -h 2{b) /i-f-Aj— _j .

Si l'une des deux valeurs de h est rationnelle, l'autre le sera
également. Il suffit donc de connaître deux nombres ration-
nels /i, z vérifiant ensemble l'équation (3) pour former, par
l'emploi alternatif des formules (a) et (6), une suite indéfinie
dans laquelle chaque valeur de z sera comprise entre les deux
valeurs de h qu'on peut lui associer de manière à vérifier
l'équation (3).

On voit immédiatement la solution

Ai = 72, zi = o.

La formule (a) donne ensuite

8.144 —12.144 _ 4 _ 1
" ~~ 3b.i4{ ~ 36 ~ g"

La formule (b) donne ensuite

, 4-24.9 — 2.81 . . . a

h -u 72 = — , h = 54 — 72 = —18.

Avec les valeurs correspondantes Z\ = > / ' i = — '8, on

déduit de la formule (a) une nouvelle valeur de A, et ainsi de
suite. Nous retrouvons ainsi la méthode posthume d'Euler que
j'ai exposée dans le n° 8 du Mémoire cité de 1877.

7. Seconde méthode. — On considère l'équation proposée
comme cas particulier de l'équation

(4) 2# 3 =3j r 2 — z2.

On exprime d'une manière générale toutes les solutions de
l'équation (4) en nombres premiers entre eux. On arrive à cette
conclusion que :

T H É O R È M E . — Toutes les solutions de l'équalion ( 4 ) tn



nombres premiers entre eux sont exprimées par les deux
systèmes :

, l*=/«-3^, y =

Il reste à trouver les systèmes de valeurs de ƒ et de g, en-
tières et premières entre elles, qui déterminent pour z des
valeurs égales à zt i.

On se trouve ainsi amené à chercher les solutions en nombres
entiers de chacune des deux équations

Le lecteur trouvera dans le § XV de la Théorie des nombres
de Le gendre (Ire Partie) la méthode à suivre pour résoudre
ces équations. D'après un théorème de Lagrange, les valeurs du

rapport — — qui correspondent aux minima des formes eu-

biques indiquées se trouvent parmi les fractions convergentes
vers les racines des deux équations auxiliaires

< 3 _ 9 < 2 _ + _ 9 ^ _ 9 _ Oj 5*3— 27t2H- 45* — 27 = o.

Gomme ces développements peuvent se prolonger indéfini-
ment, et que, passé le second degré, leur loi est inconnue, on
ne peut pas affirmer que le même minimum ne se représentera
plus au delà d'une certaine limite. On peut trouver par cette
méthode tous ceux des nombres ƒ, g inférieurs à une limite
donnée qui satisfont à la question, mais on ne peut pas démon-
trer qu'il n'y a plus de solution au delà de cette limite.

1924.
( 1902, p . 96. )

Si la tangente en un point M d'une hyperbole rencontre
ne des asymptotes au point T et si la droite qui joint Mune

à l
on a

une acs asymptotes au point 1 et si la aroite qui joint ivi
à l'un des foyers F rencontre la même asymptote en Ar

A T = AF.



Déduire de là le lieu des foyers des hyperboles d&nt
on connaît une asymptote, une tangente et son point de
contact. m (M. D'OC\GNI:.)

SOLUTION

Par M. FRIZAC.

1. Les tangentes issues de T à l'hyperbole sont l'asymptote et
la tangente MT, par suite TF est la bissectrice de l'angle MFH,

FH étant la paiallèle à l'asymptote menée par le foyer. Donc

MFT=:fFH;
or

TFH = FTA

comme alternes internes; donc

FTA = AFT,

le triangle AFT est isoscèle et

AF = AT.

2. Menons par M, point de contact de la tangente, une droite
qui coupe l'asymptote en A; on obtiendra les foyers des hyper-
boles satisfaisant à l'énoncé par l'intersection de la droite MA
et d'un cercle ayant son centre en A et pour rayon AT d'après
le n° 1. On engendre ainsi une strophoïde oblique passant
par M et ayant le point "î pour point double (T est le point
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d'intersection de la tangente et de l'asymptote) et le lieu des
foyers est cette strophoïde.

Solution analytique de M. E.-N. BARISIEN.

1925.
(1902, p. 144.)

L'hyperbole équilatère ayant pour diamètre une corde AB
quelconque d'une conique G et dont les asymptotes sont
parallèles aux axes de cette conique passe par les extré-
mités du diamètre de G symétrique par rapport aux axes
du diamètre conjugué de la direction de AB.

(M. D'OCAGNK.)

SOLUTION

Par M. R.-M. MILNE.

Soit PP' le diamètre de G, qui est symétrique par rapport
aux a\es du diamètre conjugué de AB. La tangente à G en P
fait avec les axes le même angle que AB : le cercle circonscrit

au triangle APB touche donc G en P. Il suit de là que PA
et PB sont également inclinées sur les axes de G, c'est-à-dire
sur les asymptotes de l'hyperbole équilatère. Donc enfin P
et P' appartiennent à cette courbe, en vertu d'une propriété
bien connue.

Autre solution géométrique et solution analytique de M. FRIZAC.


