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[L'6b]
SUR LE RAYON DE COURBURE D'UNE CGONIQUE;

Par M. Paur-J. SUCHAR.

1. Soit

(1) f(z,y)=Az2+2Bxy +Cy2+2Dxr+2Ey+F=o0

I'équation d’une conique.
Nous allons d’abord montrer que le discriminant de
la conique peut se mettre sous la forme

(2) A=Af?—2BfLfy+CfF,

ou f, f, sont les demi-dérivées partielles de (1).
En effet, si /2 est le Hessien de la forme (1) rendue
homogéne, on aura

" " "
a2 xy xz

(. " ” ”

— A= 5= | o= Sy JSys
" " !

sx sy f;=

ou encore, en ayant égard au théoréme bien connu sur
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les fonctions homogénes,

‘Tf.;.,’ }’ .Z'y < .’rl:; f:: f;'»:’y ;,;
—A= o afie P e =1 | Sl S S
zfie ¥fiy 3fia sz Jiy Sy

an encore .
ofis afiy «fe L iy [
—8= | a e e SF = | S S S

sfix &fzy 3f: fr fy o
en ayant égard a la relation
efe+yfy+3fi=o

pour les points de la conique. Si donc nous développons
ce dernier déterminant el nous faisons z =1, on ob-
tiendra ’expression (2), en remarquant que 'on a
;I"_: ’ -AIII'J'= B, ;z‘: C.

2. On sait que le rayon de courbure, en un point
d’une courbe plane, est donné par la formule

[ () |
- (2r
- dr .
v d*y >
dz?
et, d’aprés (1) et (2), on a
& _ S Ly _ A
dz ~— — fy der T T [

dong, le rayon de courbure en un point d’une conique,
exprimé en fonction des coordonnées du point, est de la
forme

3
2

3) =g (RSP

ou f,, f, sont les demi-dérivées partielles de (1).
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3. Cette derniére expression va nous permetire de
déterminer un certain nombre d’expressions différentes
pour le rayon de courbure, utiles &4 connaitre.

Soit, en effet, « 'angle de la tangente 4 la conique
avec une droite fixe, que 'on prendra pour axe des x.
Nous aurons, en ayant égard a (2), la suite des rap-
ports

o fife SR

cos?a  sinacosa  sin®a

A
~ Acos?a + 2Bsinacosx + C sin?a

11 résulte donc, d’aprés (3), pour le rayon de cour-
bure a une conique en fonction de 'angle «, 'expres-
sion

roj=

(4) p= = .

(A cos?a + 2B sinacosa + Csin2a)

€8

Cette expression devra éire modifiée s'il s’agit d’une
parabole, car alors I'cxpression entre parenthéses est
un carré parfait.

4. L’expression qu’on vient de trouver pour le rayon
de courbure n’appartient qu’aux coniques. En d’autres
termes, si en chaque point d’une courbe plane le rayon
de courbure est de la forme

K
p= - - 3°
(A cos?2a + 2B sina cosz - Csin2x)?

ot K, A, B, C sont des constantes et a 'angle de la
tangente a la courbe avec une droite fixe, les courbes
correspondantes sont des coniques.

En effet, si p cst la distance de I'origine des axes i la
tangente en un point de la courbe cherchée, le rayon
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de courbure est donné d’aprés Euler par la formule

dp
Gt TP

on aura donc I’équation différentielle des courbes cher-
chées en coordonnées tangentielles
d2p K

i TP : N~
(A costa—+ 2B sina cosa + Csin2a)?

Supposons B*— ACZ o, on remarque alors que la
fonction

K

1
—_ 2 i in2aq)2
p AC—B’(ACOS a +2B sina cosa + Csin?a)

est unc solution particuliére de I'équation précédente;
par conséquent, 'intégrale générale sera

p =acosa—+ bsina

K

1
4+ ——— (A cos2a + 2B sinz cosz + G sin2a)?
pYopy i %

ou a et b sont des constantes. Nous remarquons que
cette fonction n’est autre chose que la condition qui
exprime que la droite

rsing — ycosa = p
est tangente a la courbe cherchée. Si, au lieu des coor-

données p et a, nous introduisons les coordonnées de
droite, comme on a ’habitude en posant

sina cosa
= Uu, —_— —

P P

on aura alors .

K

1+ av—bu)= AC—Bis

(Avt—2Buv + Cu?),

rclation algébrique et du second ordre; donc les courbes
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cherchées sont des coniques. Si B2 — AC = o, on rai-
sonnera de la méme maniére sur I’équation modiliée.

5. Nous allons maintenant démontrer quelques théo-
rémes sur les rayons de courbure d’une conique.

Tatorime L. — S8i dans le plan d’une conique on
prend un point et l'on considére la polaire de ce point
par rapport & la conique; le rayon de courbure en
chaque point est proportionnel au cube de la dis-
tance & la polaire et inversement proportionnel au
cube de la distance du péle a la tangente i la conique
au point considere.

En eflet, soient f7, fy, f, les demi-dérivées particlles
de la conique (1) rendue homogéne. Nous aurons la
suite des rapports

e __ S oI
p

sin cosx

ou p est supposé 1ié a a par la relation qui exprime que
la droite
reina—ycosa=p

est tangente a la conique (1)3 enfin a, b ctc les coor-
données homogeénes d’un point du plan. Nous aurons,
daprés (3),

1 (af.+ Of .+ cfi)3
(5) \O — .f.r f\ ./‘.,)

T A (asinz—bcosa—cp )

L’expression entre parenthéses du numérateur n’esi

autre chose que le produit de la constante ( f.* + f;? )j-’
par la distance d'un point de la conique a la polaive
donnée, et celle du dénominateur est le produit de ¢
par la distance du point donné des coordonnées a, b, ¢
a la tangente a la conique au point considéré. Nous
Ann. de Matheémat., 4° série, t. 1II. (Septembre 1903.) 26
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aurons donc, en désignant par D et d ces distances,

3
2 '2y2 /D\3
(6) P=(fa +fl:) et ,
c3A d
et le théoréme est démontié.
Une premiére conséquence est le théoréme suivant :

. , D
En chaque point d’un cercle, le rapport — est con-

stant.

Remarquons encore que si le point (a, b, ¢) est

3
. : 2 finyE X
sur la conique, le coefficient (—‘—f"—Af—’—L de (6) est,

d’apres (3), le rayou de courbure en ce point. Il s’en-
suit alors comme conséquence le théoréme :

En deux points quelcongues d’une conique, le rap-
port des rayons de courbure est égal au rapport des
cubes des longueurs des tangentes en ces points.

6. Tutorime II. — En chaque point d’une conique,
le rayon de courbure est inversement proportionnel
au cube de la distance de son centre a la tangente a la
conique au point considéré.

En cffet, veprenons I'expression du rayon de cour-
bure sous la forme (5) et supposons que le point
donné (e, b, ¢) coincide avec le centre de la conique, la
polaire sera, comme on sait, rejetée a l'infini et le numé-
rateur de cette expression se réduit a

(zfe)

a cause de¢ la condition f,= o, f;=o0. Si donc nous
faisons z = 1, nous aurons, en ayant égard a (1),

(Da+Eb+ Fe)3;
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mais cette expression n’est autre chose que A%, On aura

donc finalement

A2
(7 P=Ed

et le théoréme est démontré. On doit remarquer que la
troisieme coordonnée ¢ dans ce cas a pour expression la
caractéristique AC — B2 de la conique.

7. Ce théoréme nous conduit aisément a une con-
struction géométrique du centre de courbure. Suppo-
sons la conique rappottée a son centre et a ses axes et
soient a ct b les demi-axes. On aura alors

A:—(‘,

et, par conséquent, o
a

P?

P =
Nous avons posé p a la place de d.
Soient OM =17 ( fig. 1) le rayon vecteur d'un point

Fig 1

R’

de la conique et 7/ le demi-diamétie conjugué i la di-
rection OM, enfin ¢ angle de la tangente avee le rayon
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vecteur. Le théoréme d’Apollonius nous donne
rr'siny = ab

et, comme on a p = r'sing, on aura donc

il résulte de i la construction suivante. Sur la tangente
en M on porte MR'=17/, on méne la perpendicu-
laire R’P = p, on joint P 4 M et 'on méne la perpen-
diculaire R'C a4 PM, le point de rencontre G avee la
normale MC est le centre de courbure. En effet, 'angle
en C érant égal 4 R'MP, le uiangle rectangle R7MC
nous donne

PO p
r'=MC tang(R'"MP) = MC 5

8. Unc autre conséquence du théoréme | est le théo-
réme connu qui s’énonce comme il suit :

En chaque point d’une conique, le rayon de cour-
bure est inversement proportionnel au cube du sinus
de U’angle de la tangente i la conique avec le rayon
vecteur qui joint le point de contact au foyer de la
conique.

Supposons, en ellet, que le point de coordonnées a,
b, c coincide avec un foyer de la conique (1), la polaire
coincidera alors avec la directrice correspondante. La
distance D qui figure dans la formule (6) est, d’apreés la
définition méme de la conique, proportionnelle a la
distance du point de la conique au foyer correspondant,
et la formule (6) nous conduit alors a ce dernier théo-
réme. ’
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9. Supposons que le point donné (a, b, c) est rejeté a
I'infini dans la direction g, la polaire correspondante

est alors un diamétre de la conique, ct la formule (5)

se réduit a
oo L _(afirbL)

T A (asina—bcosa)

11 résulte de la le théoréme suivant :

En chaque point d’une conique, le rayon de cour-
bure est proportionnel au cube de la distance du point
& un diamétre donné et inversement pl'oportionnel au
cube du sinus de I’angle de la tangente & la conique
avec la direction conjuguée au diamétre donneé.

Ou encore, si le diamétre donné est un axe de la
conique, on aura le théoréme connu :

En chaque point d’une conique, le rayon de cour-
bure est proportionnel au cube de la portion de la
normale a la conigue, comprise entre son pied et
" axe donné.

Il résulte de ce dernier théoréme, comme consé-
quence, le théoréme connu, a savoir :

En chaque point d’une conique, le rapport des por-
tions d’une normale comprises entre son pied et les
aves est constant.

10. 11 résulte enfin un dernier théoréme du théo-
réme I, qu’on peut énoncer comme il suit :

Si, par un point du plan d’une conique, on méne les
deux tangentes, le rayon de courbure en chaque point
de la conique est proportionnel & la puissance 3 du
produit des distances de ce point aux deux tangentes
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et inversement proportionnel au cube de la distance du
point pris dans le plan a la tangente & la conique au
point considéré.

En effet, I’équation d’unc conique bi-tangente & 'en-
semble des decux droites,

az*+2bxy + cy?= o,
peut se mettre sous la forme
ax?+ 2bxy + cyr=(dz + ey + f )2,

et la droite
dz +ey+f=o

, . . e
n’est autre chose que la polaire de Iorigine par rapport
ala conique. On aura douc, d'aprés le théoréme I, en
ayant égard aussi a I'équation de la conique

3
x4+ 2bxy + cy?)?
’

(a
p=K s

ou p est la distance de Porigine des axes a la tangente a
la conique, ce gqui démontre le théoréme. Il est a remar-
quer, ce qui d’ailleurs est évident, (ue, lors méme que
les deux tangentes sont imaginaires, le produit des dis-
tances a ces droites est réel.

Une conséquence de ce dernicr théoréme est :

Le rapport du produit des distances d’un point d’un
cercle & deux tangentes menées par un point du plan
au carré de la distance de ce point & la tangente au
cercle au point consideré est constant.

11. Les réciproques dc ces théorémes sont aussi
vraies. Nous allons nous borner a démontrer la réci-
proque des théorémes I et 11 .
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Nous nous proposons donc de démontrer la proposi-

tion suivanlte :

8i, dans un plan, on se donne un point et une droite
et si, en chaque point d’une courbe située dans ce plan,
le rayon de courbure est donné par une expressicn de

la forme

= K —d—a- L)
ote K est une constante, D la distance d’un point de la
courbe & la droite donnée et d la distance du point
donné é& la tangente & la courbe au point considéré, la
courbe est une conique.

Nous avons besoin, pour donner la solution, d’établir
un théoréme sur les polaires réciproques.

Supposons une courbe plane rapportée a un svstéme
d’axces polaires ( fig. 2) et soient r ¢t 0 les coordonndées

Fig. 2.

C X

d’un point M, MP la tangente & la courbe, OP=p la
distance du point O a la tangente, enfin M, le point
correspondant de la polaire réciproque par rapport au
cercle directeur de centre O et de rayon égal a 1,
M, P, perpendiculaire 2 OM est, comme on sait, la 1an-
gente en M, & la polaire réciproque; posons encore
OM, =ry et OP, = p,. La similitude des triangles OMP
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et OM,P, et le théoréme bien connu sur les poles et
polaires d’un cercle nous donnent

(8) Pri=pir=u
et
(9) p =rsing, P1=rysino,

ou ¢ est I’angle de la tangente avec le rayon vecteur,
angle qui, d’ailleurs, se conserve. Si p est le rayon de
courbure au point M et g, au point M,, on a le théo-
réme suivant :

Le prodwit des rayons de courbure en deux points
correspondants d’une courbe et de sa polaire réci-
proque par rapport & un cercle directeur de rayon
égal & 1, est inversement proportionnel au cube du
sinus de l'angle de la tangente en un point d’une des
courbes avec le rayon wecteur qui joint le point de

contact au péle de la transformation.
En effet, le rayon de courbure en un point d'une
courbe plane est donné aussi par la formule

rdr
p= _dp 5

on aura par analogie, pour la polaire réciproque,

r dl‘l

dp,

)

p1=

d’on, en ayant égard a (8) et (9), on trouve.

10 . = — .
(10) PP1= g

12. Nous sommes maintenant en mesure de démon-
trer le théoréme du n° 11. Prenons pour origine des
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axes le point donné et soit
ar+by=c

la droite donnée. Le rayon de courbure en un point de
Ja courbe cherchée sera donné par

o= K (ax+by —c)®
(Vars ) r?

Considérons encore la polaire réci proque des courbes
cherchées par rapport au cercle de rayon 1 et dont le

centre est a 'origine des axes. Le rayon de courbure au
point correspondant & x et y sera, d’aprés (10),

3
o1 = (a?+ b?)? p?
! K

sindg(azx + by — c)3 ’

ou encore, en passant en coordonnées polaires et en

ayant égard a (8) et (9),

3
_ a2+ 02)? 1
1 K

(acost -o—bsin()——cpi):*'

Les polaires réciproques étant supposées rapportées
aux mémes axes que les courbes cherchées, si 'on
désigne par 8, I'angle de la tangente M, P,, avec 'axe
polaire, cet angle 8, est lié a § par la relation

™
0= — +0;
1 Py ’

on aura donc finalement, en posant
3
(@607 _ L,
K

J— K’ .
() pl~(asin(il——bcosﬂ,«cp,)"“

or 'expression entre parenthéses n’est autre chose, a un
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factcur constant preés, que la distance du i)oint dont les
coordonnées homogénes sont a, b, ¢ a la tangente en M,
a la polaire réciproque, de sorte que, si la réciproque
du théoréme I est vraie, la réciproque da théoréme II
scra aussi vraie.

Remarquons enfin que Péquation diflérenticlle des
polaires réciproques est, d’'aprés Euler,

&Epy K
dao? Pr= (asin;— b cosl;— cpy )3

Si, dans cette équation, nous faisons le changement
de la fonction, en posant

cepy=cie+ asinl;— b cosly,

I'équation précédente se transforme en la suivante :

dilt+l R 1
—n (= — —
db, 3 us’

qui est intégrable par des quadratures et nous donne

u?= A co0s20; 4+ 2B sin 0, cos0; 4+ C sin20,,
d’on
(epy— asinl;+ b cosf;)?
= ¢2(A cos20, + 2B sinf; cos; + sin20,;);

si, dans cetie derniére relation, nous remplacons 6, en
. 1 . .

fonction § et p, par o Q’apreés (8), on obticudra, pour

les courbes cherchées, Péquation d’une conigue ex-

primée en coordonnées polaires ct, par conséquent, la

réciproque du théoréme I est vraie.

La polaire réciproque de cette conique étant aussi
une conique, la formule (11) et le théoréme Il nous
montrent que les coordonnées homogénes a, b ct ¢
qui figurent dans la droite donnée.sont les coordon-



(411)
nées du centre de ces coniques, polaires réciproques.
Il résulte de la la proposition géométrique suivante :

Les polaires réciproques de toutes les coniques qui:
ont un point et une droite donnés pour péle et polaire
par rapport a un cercle directeur de rayon 1, et dont’
le centre est le point donné, sont des coniques qui ont
un méme /)oint_ﬁxe pour centre.



