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[O5h]
SUR UNE PROPRIETE DES LIGNES DE COURBURE
DES SURFACES;

Par M. R. BRICARD.

1. Oun doit a M. Raffy un théoréme élégant dont
voici ’énoncé :

Considérons une surface ayant ses lignes de cour-
bure planes dans un systéme. Si par chaque point de
Uune de ces lignes de courbure on construit le plan
osculateur a la seconde ligne de courbure passant en
ce point, tous les plans ainsi obtenus sont paralléles
une méme droite.
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M. Rafly exprime ce résultat en disant qu’une famille
de lignes de courbure planes est cylindrée (*).
Je me propose, dans cette Note, de le rautacher a Ja
proposition générale que voici :

Soient m un point d’une surface (S), [C] et [C'] ses

deux systéemes de lignes de courbure, C la ligne [ C
> 5
et C' la ligne [C'] qui se croisent au point m. En
chaque point de C menons le plan osculateur a la
ligne | C'] qui passe par ce point : ces divers plans
osculateurs enveloppent une surface développable (T).
Soit L la génératrice de (T) gui correspond au
5 / Ii

point m; soient enfin (T') la développable analogue
a (T) qu’on peut définir au moyen de la ligne de
courbure C', et 1 la génératrice de (T') qui corres-
pond au point m. Je dis que les droites L et L' sont
rectangulaires.

2. Pour démontrer ce théoréme, considérons la
représentation sphérique de la surface (S).

Désignons par (Z) la sphére sur laquelle se fait la
représentation, par T et IV les courbes tracées sur (X)
qui sont les images des courbes C et €7, par [T'] le sys-
teme des lignes I'y par [ '] celuides lignes 1. [T'] et [}
forment deux systémes de lignes orthogonales.

On sait que les lignes de courbure d’une surface et
leurs images sphériques se correspondent par parallé-
lisme des tangentes et, par suite, des plans osculateurs.
I résulte de 1a que si nous menons en chaque poiunt
de T e plan osculatear a la ligue [T'] qui passe en ce
poiut, la développable (8) enveloppée par ces plans a

(") Voir Comptes rendus, 1899, p. 285. Tout récemment, M. Rally
a déterminé toutes les surfaces qui présentent un réseau doublement
cylindré¢ (Bulletin de la Soc. math. de France,* 1903, p. 77).
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ses génératrices paralléles & celles de (T). En parti-
culier, la génératrice A qui correspond au point p,
commun aux courbes I' et T”, est paralléle 4 L. Soient
de méme (0') la développable analogue déliniec au
moyen de la courbe I et A’ celle de ses génératrices
qui correspond au point p : A’ est paralléle a L. Nous
avons & montrer que les droites A et A' sont rectan-
gulaires.

3. Tracons a cet effet la courbe Ty, appartenant au
systéme [T] et infiniment voisine de T. Soit de méme I’
la courbe [I] infiniment voisine de I’ (voir la figure).

Désignons par i, uy, s, u, les sommets du quadrila-
tere infiniment petit formé par les courbes T', T, Ty, T;
tracons enfin les cercles Q, &, Q,, Q, osculateurs aux
courbes T', I, T, T, respectivement aux points @, 1,
Py By

Prenons comme infiniment petit principal I'un des
arcs Wy, }L}L,‘; supposés de méme ordre. Je dis que
Uangle sous lequel U'un quelconque des cercles Q, Q,
est coupé par 'un quelconque des cercles &, Q, ne
differe d’un angle droit que d’un infiniment petit
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d’ordre supériecur au premier. (L'un de ces angles,
celui des cercles Q et @, est rigoureusement droit.)

Considérons, par exemple, les cercles Q, et Q|, et
soit s leur point de rencontre. Le cercle Q, étant
osculateur a T, en Wy les courbes Q, c¢t Iy se con-
fondent, dans les environs du point p, aux infiniment
petits du troisiéme ordre prés. Il y a la méme relation
entre Q) et T, dans les environs du point ). On a
donc, aux infiniment petits du troisiéme ordre prés,

arc juy B3 = arc [y Mg,

arc g g3 = arc @ Ha.

Cela posé, menons trois arcs de grands cercles,
tangents, le premier 4 @, et T, en u,, le deuxiéme a Q,
en g, le troisiéme a Ty en p,. Soient § et §' les angles
que font respectivement le deuxiéme et le troisiéme de
ces arcs avee le premier. Si Pon appelle p le rayon
sphérique du cercle Qy, ¢’est-a-dire le rayon de cour-
bure sphérique de la courbe Ty au point i, on a

arc e =0(p +2),

arc gy p3=0(p +¢'),

e et ¢ étant des infiniment petits. Les premiers membres
, . . ’ , e , e
élant égaux, on voit que I'on peut écrire, en négligeant
les infiniment petits d’ordre supérieur au premier,

6 =0

Autrement dit, Parc de grand cercle tangent a T,
en .y et Parc de grand cercle tangent a Q, en py font
entre cux un angle infiniment petit d’ordre supérieur
au premier,

On voit de méme que l'arc de grand cerele tangent
a Q) en py et Fare de grand cercle tangent 4 T en w,
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font entre eux un angle infiniment petit d’ordre supé-
vieur au premier. Il en résulte immeédiatement que
I'angle en s des cercles @, et Q) et angle en p, des
courbes T, et T, sont égaux, au méme ordre d’approxi-
mation : comme le second de ces angles est droit, notre
proposition est établie, en ce qui concerne les cercles Q,
et Q).

On vertait de méme (et plus simplement encore) que
Pangle sous lequel se coupent les cercles Q' et Qy, et
celui sous lequél se coupent Q et Q| sont droits, tou-
jours en négligeant les infiniment petits d'ordre supé-
rieur au premier.

Cela établi, appelons « et 3 les points communs aux
cercles Q et Q,, c'est-a-dire les points ou le cercle Q
touche son enveloppe, quand on passe de la courbe T a
la courbe I'y. Soient o et B’ les points analogues rela-
tifs au cercle Q'.

Par les points « et B on peut faire passer deux cercles
(Q eL Q) coupant orthogonalement deux cercles passant
para’ et §(Q e1Q)). Autrement dit (o, B) et (¢, §) sont
les couples de points bases de deux faisceaux de cercles
orthogonaux tracés sur la sphére ().

On sait que, dans ces conditions, les droites af et o'’
sont conjuguées par rapport a la spheére (X) et, par suite,
rectangulaires ().

Mais la premiére de ces droites est visiblement la
droite commune aux plans osculateurs a T et T',, res-
pectivement aux points p et . Cest donc la généra-
trice de contact du plan osculateur a T en i, avec la
surface (8), c'est-a-dire la droite désignée plus haut
par A. De méme, o« 3’ n’est autre que la droite A'. Il est

(1) Des deux couples (x, B), (', 3') 'un est nécessairement réel,
I'autre imaginaire.
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donc ctabli que A et A’ sont rectangulaires, ce qui
démontre le théoréme énoncé a la fin du n® 1.

4. Montrons a présent comment, de cette propo-
sition générale, on déduit immédiatement le théoréme
de M. Raffy.

Supposons, par excmple, que toutes les lignes de
courbure [C] sont planes. Conservons toutes les nota-
tions employées dans le n° 1. Quel que soit le point m
sur G, la droite désignée par L est invariable, puisque
c'est la droite d'intersection du plan de C et du plan
de Gy qui estla ligne de courbure [C] infiniment voi-
sine de C.

La droite L' est donc perpendiculaire a une droite
tixe, ¢’est-a-dirve paralléle a un plan fixe.. Par suite, la
sutface développable (T7) est a plan directeur : cest
necessairement un cylindre, ce qui est le résultat de
M. Rafty.

Enfin, si les lignes [C] et les lignes [(V] sont toutes
planes, nous retrouvons le théoréme bien connu, du a
O. Bonnet :

Quand une surface a ses lignes de courbure planes
dans les deux systemes, les plans des lignes de cour-
bure, dans chaque systéme, enveloppent un cylindre;
de plus, les deux cylindres ainsi mis cn évidence ont
lewrs génératrices rectangulaires.

Note pE La Reépaction. — La Rédaction recevrait ct
insérerait avee plaisir une démonstration analytique du
théoréme établi géométriquement dans la Note précé-
dente.



