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[C2h]
DU CALCUL EXPLICITE DES INTEGRALES DEFINIES DU TYPE
H,= 37sinjz ds, Jy= EX
p [ 7sinjz dz ¢ [ z7cosjzds

AVEGC QUELQUES APPLICATIONS A LA RECHERCHE DE
DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES

Par M. E. ESTANAVE.

Les intégrales dont il va étre question se rencontrent
dans le développement des fonctions en séries trigono-
métriques.

Dans les expressions de Hy et Jg, ¢ et j désignent des
nombres entiers. En appliquant la méthode de l'inté-
gration par parties, on a

™
ll,,lz‘/ smsinjzds
)
T

1 LA\ m .
=(— .3Mcosj3) + — zm=1cosjzds;
J 0 J 0

de méme

™ e m
. 1 T N n L.
Jn= [ srcosysds = <~—.z"smjz> —_—= f zr=tsingz ds;
J 0 J Jy

“0

ou encore

) m
H, = (— l)j_H 1'}‘ -+ %?Jm—-h

n
I =— = Hyy;

ce sont les formules de récurrence.



On a
Hy=(— l)f'“;: 3y =—;—2 (pourj impair seulement),
car J, est nul pour j pair. On peut écrire

J1=—[1+(—1)i+1]1—%-

Nous allons d’abord chercher & exprimer H, en
fonction de H, et de J,, qui viennent d’étre calculés.
On a les relations

. ks : 1
H, =(—l)/+lj—.: J1 =—'[I+(—'l)~’+‘]'7_2)
I{z :1‘:[11+2.J1, J2=—'2-.H1,
J J
1 9
( ) H3 :TE2H1+§.J2, J3 =—2.Hg,
J J
H,, = =m—1H,+ E-Jm—i- Jn:—zﬂn_l.
J J

Le calcul direct permet de reconnaitre que les inté-
grales H, et J, se divisent chacune en deux catégories,
suivant que p el ¢ sont pairs ou impairs.

. , I

Occupons-nous des intégrales H,. En posant H =1,

on a

Hy== Hy+2AJ,,

H, = n2H, —2.3)2H,,

H,=n3H;—3.422% H; —2.3.4)3J,,

Hy=m+H,—5.402n2 H,+2.3.4.5\+ Hy,
Hg=mH;— 5.6 \273H;+ 3.4.5.6 %% H;+2.3.4.5.6A5],
H,=n0H, — 6.7 0w Hy+ 4.5.6.7m2 At Hy —2.3.4.5.6.7 A6 H,,

et ainsi de suite. On apercoit la loi de formation
des H,, et des H,,,,. Nous remarquons, en effet,



( 330)
que H,, est un polynome homogéne de degré ap —1
en = et X, dont les puissances de = ont méme parité et
dout tous les coefficients, saufle dernier, contiennent H, .
Mettons ce terme en J, a part, il a pour coefficient 2p!

Les coefficients numériques des autres termes sont
ap!
(n+1)!
déré. Quant aux signes, cn faisant abstraction du

» 1 étant Pexposant de = dans le terme consi-

terme en J, et supposant les H ordonnées suivant les
puissances décroissantes de =, il sont alternativement
positifs et négatifs, le premier élant toujours positif.
Les signes des coefficients du terme en J; sont alternés
quand on passe de Hyp 4 Hyp o, Ces considérations, qui
sont évidentes pour p=1, p=2, p=3, ..., vont
nous permettre, en supposant laloi vraie pour p,
d’éerire la formule

q=p
1
Hyp=(—1)p-tap! her—1),+ M, Z (— 1)r-am2-1)2p=q z‘;i' .
q=1

Nous pouvons démontrer que cette loi est générale en
montrant que 'on a

Hypio= (—1)P(2p +2)! A2pH1 ],

q=p+1 ,
-+ H, 2 (._|)p+l—qﬂﬂq—l)\2(p+l—-rﬂw,
2q!
q=1

formule obtenue en changeant p en p <4 1. En eflet, si
1'on mulliplie la premicre par (2p 1) (2p + 2)R2 et
qu’on ajoute a la scconde, on a

(2) (2p +1)(2p + 2) A2y, + Hopyp = w2r+1H,

q=p+1
car le symbole 2 pent se dédoubler en deux parties :
=1
Punc ot ¢ prend les valeurs 1, 2, 3, ... p et Vauwe
qg=p-+1.
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Or, la relation (1) résulte des formules de récurrence.
S$i, en cffet, on y suppose
m=ap+2, n=2p-+1,
on a
I"e_p,,.,.g: w2P+1H (2[) -+ 2))\-]2[;4—1'

Or
Japri=—(2p +1)AHy;

en remplagant, on a la relation (2) ci-dessus; ce qui
établit que la formule trouvée pour H, ), est générale.
On établirait pareillement la formule qui donne

Hopyo
l,:ll ( )‘
- g2 )p- 2P 1)
Hopri=H,y (’Z—o( 1)P=qx20)2p-q CYED)

En la supposant vraie pour p et démontrant qu’elle
est vraie pour p -+ 1, on aurait & montrer pour cela que

(2p-+2)(2p + 3)AN2Hy g+ Hypy 3 = w2p+2H,,

relation qui résulte encore des formules de récurrence.

Transformons maintenant les formules qui donnent
H,, et Hypyy; pour cela, remplacons, dans Hypyy, H,
par la valeur calculée, ainsi que X, 1l vient

(op+0!
Hipo= o X

g=0

(jr)r

(e (2g +1)! )

Si nous considérons le développement limité qui sc

trouve sous le signe 2, nous reconnaissons qu’il peut

220+1
2(—1) Ty T (2q+1)’

en posant n = p +]+ 1et ]w =
Or, ceci est le développement de (—— 1)?sinz suivant

s’écrire
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les puissances de x, limité au terme en x2P*!. Dési-
gnons par le symbole [sinx],p, le développement de
sinx limité au terme en x2”+'. Alors, avec ces nota-
tions, H,p,, s’écrit

(2p +1)!

Hypig = (—1)p+i+t e

[sinjm]eps1-

Un calcul semblable conduit 4 expression de H,p,

|
oy 2L 00 (= s s

De méme 'on a

oepl .
Jop=(— I)p+.i+1j“}):_i [sinjm]op—1,
(2p +1)! . .
Japry=— %+—> H(— 0P (= 1)p+i+t [cos jlap

ce sont les formules qui permettront de calculer H,,
et J,.
Nous pouvons donc écrire

™ !
f 32P+tsin jads = (— )P+t (Qﬁ%:)— [sin j=]2pt1,
)
T . 0 izd ap! , it . )
] 3P sin js zz‘m,(——l)l—{—(-——-x)l’ J+t{cosj]apy,
0
11 2p
3P cosjrds = (— l)l’“r.'+‘j2”+'I [sinjw]spi,
Yo
™ . (2[)—(—1)" . . |
f s2p+icosjzd =—-—W'(~l)l'+(——1)p+j+1[cOSJn],ps.
0

On trouve dans les Nowvelles Tables d’intégrales
définies de Bierens oe Haan (Table 218) deux cas par-

ticuliers de ces formules, cas relatifs a p—o et p=1.

Applications. — Nous pouvons mous servir de ces
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formules pour établir des développements en série. Si,
dans la premiére, on fait p =o0, on a

n N+t
f 3sinjsds = g———'—)g;
9 J

par suite
™

3 1
—8inj5ds = (—1)/+1 =.

2
“b

. “ 3 . ¥4 ,
Or, si 'on considére la fonction = développée en

série Lrigonométrique
3 . . ..
— = A;sinz + Apsin2s+ ...+ Ajsinjz+...;
2

si 'on multiplie les deux membres par sinjzdz, et si
I'on intégre de 0 a =, on a

-
~.
I
dlw
o\)
A
N3

; sin j 5 ds;

par suite

. I
x\jz(——l)J'HJ-.-

On adonc, en donnant 4 j les valeurs entiéres1, 2, 3, .. .,

z . sin2s sin3 3 sin4 s
- =sing — + — — 4.
2 P 3 4

sin j 5

4 (—1)/+t

développement connu, que nous retrouvons ici pour la
vérification des formules établies.

De méme, si dans la troisiéme intégrale on fait p =1,
on a

T
f z‘-’cosjzd/:=(~—l)-l'?‘.—72t
0 J
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et, par suite,
k13 .
2 22 . (—1y
- —co0sj3ds = ——-
[4 J J?
3 . . 2 ’ ’ I3 .
Si 'on considére la fonction % développée en séric
trigonométrique

22
T = Ao+ Ay coszs +AyCc0825 + Aycos3z +...,

on a, d’aprés la méthode de Fourier,

2 [T 52 (—rn)/
A =—f —cosjrds = —"—;
! A Jr’

™ 2

d’ou
cOs3 Cc0s2.3 cos3z
ERiRaiar aa T

= Aj—

-l-\lﬁ~7

Pour déterminer A,, on peut multiplier les deux
membres par dz et intégrer de 0 4 w; on a

2
A= —>

12

d’ou le développement connu

22 w2 cOS 3 cos23 cos3z
AT - -

12 12 22 32

De méme, si dans la quatriéme intégrale nous faisons
p = 0, nous aurons

U3
f zc0sj3ds =— _1_2 e+ (—1)+t1].
() J
Or, considérons le développement

3=A¢+ Ay cosz+ Aycos25+...+A,co8/5+...,

on a

T .
A,-:%f zcosjzdz:-—_‘#[l—ﬁ—(—l)f“],
0
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ce qui conduit au développement
j=®

T3

N\ 1 .
T _Ao—zm cos(2) +1)3.
j=0

Pour déterminer la constante A,, multiplions les
deux membres par ds et intégrons de o a w, on a

2
A°= Eg-y
d’on
2 T3 T I
T =cosz+§cos3z+5cos5z+....

En considérant la deuxiéme intégrale pour p =1,

on a
T

.. 2 [ ./'27:2)
2 B3 = = | — — 1)/ _—— .
Jo z%sinjzd J“l I+ (—1) (l 5 ]
Or, sil'on prend

32= Aysins + Agsin2z +...+Ajsinjz+...,

on a

2 [T . : 22
Aj:"_f./“‘ z2smjzdz=#[—14—(—[)/([—"2 )]

On est ainsi conduit, en donnant & j les valeurs 1, 2,

3, ..., ala formule

R 8<sinz sin3z )
&= - = -+ “+...

T 13 7 33
sinz sin2z sin3 3
+ 27 - + — —...
I 2 3

ou, en remplacant la deuxiéme série par sa valeur, a

sinz sin3z sinjz _ms(n—23)
o ot TR = T

résultat connu.
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Nous avons ainsi, pour la vérification des calculs,

retrouvé certains résultats connus, en donnant a p des
valeurs particuliéres.



