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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Besangon.

EPREUVE ECRITE. — Mouvement d’un mobile sollicité d’un

. m n . .
centre fixe par une‘/orcef<—; -+ ——5> et animé d’une vitesse
rer

initiale.
SOLUTION.

On peut supposer lamasse du mobile égale a r. On appliquera
les théorémes des aires et des forces vives. Les intégrales obte-
nues sont trigonométriques ou logarithmiques. Soient 7, vo, 9o
le rayon vecteur initial, la vitesse initiale et I'angle de la vi-
tesse initiale avec le vecteur, il y a deux cas principaux a dis-
tinguer :

1o Si

ried sin?oy> n,

les intégrales qui se présentent sont trigonométriques et les

résultats se rapprochent de ceux que donne la loi de Newton. Si

2fm n
f BT
ro ri

v >

on a une courbe présentant un rayon vecteur minimum et des
branches infinies. Si
afm n

i<
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la courbe a un rayon vecteur maximum et un rayon vecteur
minimum.
2° Si
rie? sinz?o< n,

les intégrales sont logarithmiques; la courbe admet I'origine
comme point asymptote. Si
2 fm n

2 '
N e
ry r3

il y a un paralléle maximum. Si

2 /m n
5> -f— el
o 0

la courbe s’étend a linfini.

EPREUVE PRATIQUE. — Tracé d’une came.
(Novembre 1901.)

EPREUVE ECRITE. — 1° On considére un systéme matériel
soumis a des liaisons moyennant lesquelles le systéme
admet une fonction des forces; démontrer que toute posi-
tion du systéme pour laquelle la fonction des forces prend
une valeur minima est une position d’équilibre stable;

2° On considére le systeme d’un solide incariable PESANT
tournant sans frotlement autour d’un axe VERIICAL Ty et

d’une masse pesante glissant sans frottement sur'la sur-
Sface d’un céne de révolution dont ’axe est xy et qui est
lié invariablement au solide.



( 328)

Déterminer le mouvement de ce systéme et les valeurs
MAXIMA ef MINIMA de la somme des réactions des appuis de
U’axe estimées parallélement a cet aze.

Achever ce dernier calcul dans le cas ot la vitesse ini-
tiale de la petite masse pesante est perpendiculaire au plan

de cette masse et de l’axe xy. (Novembre 1902.)
Caen.
Eprevve kcrirk. — 1. Etant donnés deux azes rectangu-

laires OX, OY et la chainette

x L
A
Yy = —-\e" e ’

2

un triangle ABC, dont U'angle A est égal a go° et le coté AB
@ a, glisse sur OXY de maniére que AC reste tangent & la
chainette et que le sommet B parcoure OX avec une vitesse
constante «h. Trouver, pour une position donnée de ABG,
le centre instantané, le cercle des inflerions, le lieu des
points on l'accélération tangentielle est nulle. Déterminer
Uaccélération du point A en fonction de l’angle a de AC
avec OX.

Le centre instantané est au point ow AC touche la chai-
netle, Uaccélération de A a pour composantes

2—% »a cos?a, %2 = A2@ sinz cosa.

H. Mouvement d’un point M assujetti a rester sur une
mA2R*
us
A étant une constante, u la distance de M & ZZ'. Pression

surla sphére.

Cas o, a l'instant initial, M est sur le grand cercle
perpendiculaire & LL', sa vitesse faisant un angle de £5°
avec cet axe.

La pression est constante

sphére et attiré vers un diamétre LL' par une force ’

N
2
L A°

mR <0'0'3 -+ 2 sin28,— m} ;
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dans le cas particulier, équations de la forme

dt — sin0 d0
;/m’ +(A2—2w?)cos? 0
b — + wdf
' sin?0y/ w24 (A2 — w?)cot?y
(0 =85 =1{,).
EPREUVE PRATIQUE. — Calculer le poids de air en équi-

libre relatif dans un cylindre droit, de ™ de hauteur,

de 2™ de rayon de base, faisant 50 tours par seconde autour

de son aze et communiquant avec l'atmosphére par deux

trous aux centres des bases. Pression atmosphérique : 1*&

par centimétre carré; poids de 1' d’air : 18,29; &= g™, 81.
Le poids cherché est 747188, (Juillet 1go2.)

~ BN

EPREUVE ECRITE. — [. Figure d’équilibre d'un fil contenu
dans un plan et dont chaque élément ds est repoussé d’une
droite OX du plan par une force perpendiculaire & OX et
égale au quotient de ds par le carré de sa distance a la
droite. -

SOLUTION.

Les équations connues, avec y > o, donnent

. T dy2 < 1 1 dy* _a* 2a’y - a?
A2 —a(L 1) e ey @,
T dr y !’ dz: ~ 32 ¢ c?
; . T
a et ¢ étant des constantes dont la premiére est > O; — doit

I . dy?
étre > la plus grande des valeurs, 5 i annulent a‘y?;

si 2> 0, y devra étre compris entre () et a, forme rappelant
. Lo 1
la cycloide; si @ << O, on a une courbe infinie; pour = 0,

on a un cercle.

II. Dans un plan vertical, un disque circulaire pesant de
centre A est assujetty a rouler sans glisser sur un disque
Size et égal O : l’angle de OA avec la verticale ascen-

dante OZ ayant pour cosinus Z, le disque A est abandonné
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sans vitesse & l’action de son poids; déterminer son mouve-
ment.

SoLUTION.

On trouve aisément :
3. db? - 7 1
;Mm><42?ﬁ:/‘“" <g—c056>, N:§J\1g<c050—;>-

II. Mouvement d’un cube homogéne, soustrait a toute
action extérieure, autour d’un de ses sommets.
(Novembre 1902.)

Grenoble.

IPREUVE ECRITE. — Une circonférence homogéne de
rayon R et de masse 2h*m peut librement tourner autour
d’un diamétre vertical fixe.

Un point matériel M pesant et de masse m peut librement
glisser sur cette circonférence sans pouvoir la quitter.

A Vinstant initial, la circonférence est animée d’une
rotation w autour de son diamétre fire et la vitesse rela-
tive du point M sur cette circonférence est nulle.

Etudier le mouvement dw systéme, indiquer les diffé-
rentes formes de la trajectoire sphérique décrite par le
point M et calculer, en fonction de la position du systéme,
la réaction de la circonférence sur le point M.

SOLUTION.

lin définissant la position de la circonférence par un angle 6
et celle du point M par l'angle © du rayon avec la verticale
descendante, appliquant le théoréme des forces vives et le prin-
cipe des aires, on a deux intégrales premiéres qui donnent
immédiatement

]

28 <y
do\® (Tcosga—kh)()\ ~+ sin%o) — G
dt) A2+ sin2ep ’

dy G
dt ~ hZ-+sinto

L
Si 'on pose « = cosg,

F(u)= <—2l—fu+ h) ()\2—*—"— u?) — C2,
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la discussion se raméne a I'étude du signe de F(u) qui, en
vertu des conditions initiales, admet la racine u,; la substi-
tution des valeurs == y/A2+1 montre que les trois racines sont
réelles, 'une d’elles étant inférieure & — 1; quant a la troisi¢me,
elle est forcément comprise entre —1 et + y/X2+1; elle peut
donc étre comprise dans 'un quelconque des trois intervalles

—1, Uy, +1, -+ VA1,

et cela dépend, comme on le voit facilement sur l'équa—
tion F(u)=o0 débarrassée de la solution u,, de la position
de w? par rapport aux deux quantités

2,232

i TR I—w}) (1 + o)

H'

= l'{lt(),

Si ug << o, H est négatif et la trajectoire de M est une espéce
de rosace tracée sur la sphére et ayant pour nceud le poiat Ie
plus bas ou bien une espéce de sinusoide sphérique comprisc
entre deux paralléles suivant que w? est inférieur ou supéricur
a H'. Dans les deux cas la trajectoire est au-dessous du paral-
Iele initial.

St uy>o0, H et H' sont tous deux positifs et H>11". On
trouve encore la courbe en rosace ou la courbe sinusoidale
suivant que w? est inférieur ou supérieur & H'; mais, dans ce
dernier cas, la trajectoire est au-dessous ou au-dessus du pa-
ralléle initial suivant que w? est inférieur ou supérieur a H.

Comme cas limites, on voit que si w? est égal & ', F(u)
admet la racine +1 et le temps devient infini quand ¢ tend

vers ‘; La trajectoire est une sorte de spirale asymptote au

point le plus bas de la sphére; enfin, si w? est égal a I, ce qui
ne peut arriver que si &y > o, c’est-a-dire si le paralléle initial
est au-dessous du centre, la trajectoire est un paralléle décrit
d’un mouvement uniforme.

Pour calculer facilement les deux composantes de la réaction
normale il suffit d’écrire en coordonnées polaires ¢, 6, ¢, les
équations du mouvement du point M considéré comme entié-
rement libre, puis d’y remplacer r par la valeur constante R
et les dérivées de 6 et ¢ par leurs expressions en fonction de ¢
déduites des équations du mouvement du systéme.
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EPREUVE PRATIQUE. — On a un parallélépipéde rec-
tangle ABCD, A'B'C'D’ solide et homogéne; on considére
les deux droites indéfinies fixzes D et A confondues avec AB
et C'B', puis le plan fixe P mené par D perpendiculaire-
ment a A. On suppose que le parallélépipéde soit lancé a
partir de la position précédente et ne puisse se mouvorr
qu’en satisfaisant aux conditions suivantes : 1° le sommet \
reste sur la droite fire D; 2° le sommet C' reste sur la
droite fire A; 3° le sommet B reste sur le plan fize P.

On pose AB = a, AD = b, AN =c, on désigne par m la
masse du parallélépipéde, par ¢, la vitesse initiale de A
sur la droite D et l'on demande d’'exrprimer au moyen
de a, b, c, m, ¢y la force vive initiale du solide.

SoLuTION.

On trouve facilement la relation entre les vitesses initiales ¢,
et u, de A sur D et C’' sur A et, au moyen de u,, ¢y, on a
immddiatement la vitesse du centre de gravité milieu de AC'.

Pour avoir la force vive dans le mouvement autour du centre
de gravité, il faut calculer s composantes p, g, r de la rota-
tion initiale suivant les axes du parallélépipéde.

La translation du centre de gravité étant connue, si, au
moyen des formules générales des vitesses, on exprime que la
vitesse de A est sur D, que celle de C’ est sur A et que celle
de B est dans P, on a cinq équations linéaires se réduisant a
trois et déterminant les valeurs de p, ¢, r & l'instant initial.
Le calcul des moments d’inertie du parallélépipéde et Pappli-
cation du théoréme de Konig permettent alors de trouver
Iexpression de la force vive initiale en fonction des données.

(Juillet 1902.)

EprEUVE EcriTE. — Une tige homogéne horizontale AOB
peut librement tourner autour d’un axe vertical fire O3,
Une autre tige pesante CAD normale & AB peut librement
tourner autour d'elle. Etudier le mouvement du systéme.
Etudier d’une facon détaillée le cas ou le systéme part
du repos.

SoLtTION.

En appelant 0 I'angle dont tourne la tige AB et ¢ cclui que
fait la tige CD avec la verticale, on calcule la force vive du
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systéme; elle ne contient pas 0 et il en est de méme de la
fonction de forces; on a donc deux intégrales immédiates,
I'une par le théoréme des forces vives, ’autre par P’équation
de Lagrange relative au paramétre 0. On en déduit une équa-
tion de la forme

dp =
a5 =VE(9),

et I'étude du signe de F(¢) se raméne a I'étude d'un polynome
du troisi¢éme degré en cosg, polynome dont les trois racines
sont toujours réelles. Le mouvement de rotation de CD autour
de AB est périodique, il peut étre oscillatoire de deux fagons
différentes ou encore révolutif.

0 est donné en fonction de ¢ par une quadrature

4 = R(cosv) T-—l::,

s VF(g)

et, a chaque période, 0 augmente d'une quantité constante.

Si le systéme part du repos le mouvement de GD est toujours
oscillatoire et la constante K étant nulle, le mouvement de
rotation de AB est une oscillation périodique.

LErREuvE PRATIQUE. — On donne une parabole de para-
R 1 . . X
métre — et une droite Oz issue de son sommet et faisant
5 .

avec ’are un angle de (5°. On demande de déterminer
complétement Uellipsoide central d’inertie du solide homo-
géne et de densité 1 engendré par la rotation autour de O s
du segment de parabole limité par cette drotite.

.

(Novembre 19o2.)



