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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1902). SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES

SPECIALES; .
Par M. A. VACQUANT,

Professeur au lycée de Nancy.

E'tant donnée la surface du second ordre S qui,
rapportée & un systéme de trois axes I'ect{zngulai/'es,
a pour équation

on considére les deux coniques C et C' d’intersection
de cetie surface par les plans xOy et xOz, et une
droite D située dans le plan yO z et passant par Uori-
gine des coordonnées.

1° Trouver l'équation de tout plan P tel que, si M
est 'un de ses points d’intersection avec la conique C,
M' l'un de ses points d’intersection avec la conique C/,
et N son point d’intersection avec la droite D, les trois
points M, M/, N soient en ligne droite.
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2° Trouver I’enveloppe des plans P.

3¢ Trouver le lieu T des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point fixe A de Uespace sur les plans P.

Montrer qu’il existe une infinité de plans Q, pas-
sant par A, qui coupent cette surface T suivant deux
cercles.

Trouver Uenveloppe de ces plans Q et le lieu de la
corde commune aux deux cercles.

4° Que deviennent les résultats précédents dans le
cas particulier oi la surface du second ordre S est un
paraboloide?

I. Les équations de la droite D étant
x=o0, y—mz=o,
considérons le plan défini parladroite D etla droite MM'N
ou A; U'équation de ce plan est de la forme
y—m3—ax =o0.
Les équations de la conique C sont

2 2
3 =0, ; -+ Jb

— 2T = 0.

Le plan (D, A) coupe cette conique C au point O et
au point M dont les coordonnées x,, y, se déduisent
des équations précédentes

= 2ab 2aba
'T b+ axt’ M= e

Les équations de la conique C' étant

. x? 32
x = o0, -;+?~—2x=0.

les coordonnées x;, =, du point M’ seront

2acm? — 2acma
T = .

—_— Zg— —————
cin?+ aax? 2T emiaax?
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Si
UT + 9y +~ws+1=0

est’équation d’un plan P, en exprimant que les points M
et M’ sont dans ce plan, on a les deux conditions

(1) 2abu +2abxy  +b +aal=o,

(2) 2acm?u— 3acmaw -+ cm? + ax®=o.

En tirant de ces équations v et w, ’équation d’un
plan P s’écrit

2abu + b + ax? v+ 2acm?u + cm? + ax?

—_ 3+1=0
2aba v 2acma
ou
2abemauxr —cm(2abu + b+ aa?)y
+ b(2acm?u + cm? + aa®)s + 2abcma = o
ou encore
(3 2abcmu(azr —y + mz)

—cm(b+ aa?)y + b(cm?+ ax?)z + 2abema = o.

Elle renferme deux paramétres u et .
II. Cherchons d’abord I'enveloppe des plans P en
coordonnées ponctuelles. Il suffit d’éliminer u et o entre

I'équation (3) et ses dérivées par rapport a u et «, sa-
voir

(3) axr —y 4+ msz=o.

(3)"  2abemuzxr —2acmay —2abaz+ 2abem = o,

En tenant compte de (3) I'équation (3) ne renfer-
mera plus le paramétre u; elle devient

ac(bz—cmy)+ 2abcma+ bem(mz — y) = o.

Remplacant dans cette équation a par sa valeur tirée
Ann. de Mathémat., 4* série, t. III. (Janvier 1903.) 3
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de Iéquation (3)', on obtient I'’enveloppe demandée

;,a_‘_g (y—mz)2(bz—cmy)

-+ 2abem (——‘y——_x"i) +bem(mz —y)=o,

qui sc décompose dans le plan

y—msz=o,

c’est-a-dire le plan xOD qui contient l'infinité des
droites A qui passent par le deuxiéme point commun O
aux coniques G et €/, et ’hyperboloide H

aty —msz)(bz-—emy)+»abemar — bema? = o
O

(4) a(y—mz)(emy —b3)+ bemx(r —ora)=o.

On voit les deux systémes de génératrices de cet
hyperboloide; il passe par les coniques C, C' et la
droite D; c’est donc I'hyperboloide engendré par les
droites A s’appuyant sur les coniques C, C' et la
droite D. D'ailleurs on pouvait remarquer tout d’abord
que les droites MM'N ou A engendraient un hyperbo-
loide H, et que tout plan P passant par A était tangent
a H; dela un autre procédé de calcul pour résoudre les
deux premiéres parties de la question : on considére le
faisceau des quadriques passant par les coniques Get C';
il a pour équation

--2x + Ays = o,
ct I'on prend ) de fagon que cette équation représente

une quadrique passant par la droite D; on obtient ainsi
hyperboloide (4). Le systéme des génératrices A est
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représenté par les équations
y—mz=ax

aa(cmy —bz)=bem(2a — )

et tout plan P, passant par A, a une équation de la
forme

Blax —y +mz)+aa(cmy —bs) —bem(2a —zx) =0

renfermant deux paramétres « et f.

Pour trouver I'équation de 'enveloppe du plan P en
coordonnées tangentielles, 1l sufit d’éliminer o entre
les équations (1) et (2); pour cela, éliminons succes-
sivement aa? et u entre ces équations; on obtient

() (b—cm?)(2au+1)+2aa(by +cmw) =0

et
—2abem?av —2abcmaw + aa2(b —cm?)=o
ou

(2) —o2bem(my + w) 4+ a(b —cm?) = o.

L’élimination de o entre (1)’ et (2) donne ’équation
cherchée

(4) 4abem(me +w) (b + cmw) + (b—me?)? (2au+1) = o.

III. Soient &y, )y, z, les coordonnées du point A et

ur +vy +wzs+h=o0

I'équation d’un plan P dontles coordonnées homogénes
sont u, v, w, 7. On trouvera I'équation ponctuclle du
licu T des picds E des perpendiculaires issues de A aux
plans P en éliminant u, v, w, & entre les équations
T—=%o )V —Yo
u 14
_E2md _ 2(x—2) Y (¥ —¥) +5(2~ %)

w — h

babem(my + w) (by +-cmw) + (b —cm?)2 (2auh + ht) =o.
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Pour cela on remplace dans la derniére équation u,
¢, w, h par des quantités proportionnelles x — x,,

Y —=Yo, 2— 320, X(x—2,)+y (¥ —¥,) +2(2 —2)
etl’on a

jabem [m(y —yo) + 58— 5] [6(y —yo) +cm (53— 3)]
+(b—cm22[x(x —2)+Y( ¥y —Yo)+ 3(5— 50)]
| X [2a(®x—z¢) +2(X—20) + Y (¥ —)0)+ 3(5— F9)] = 0.

Cette surface ¥ est du quatriéme ordre, bicirculaire;
clle admet A pour point double : ¢’est aussi une surface
anallagmatique. Ces résultats sont connus, car la sur-
face ¥ étant la podaire de I'hyperboloide H est aussi
I'inverse de la quadrique polaire réciproque de H par
rapport & une sphére de centre A. Le cone des tangentes
au point double A est le cone supplémentaire du cone
circonscrit 8 H de sommet A.

Il existe une infinité de plans Q, passant par A, et
coupant la surface T suivant deux cercles. Pour le voir,
considérons les plans P passant par une droite A; pour
ces plans, le licu de E est un cercle de centre w, de
diamétre AB, en désignant par B le pied de la perpen-
diculaire abaissée de A sur A; le plan Q de ce cercle
est le plan mené par A perpendiculairement 4 A. En
considérant la génératrice A’ de Uhyperboloide H paral-
lele a A, on a, dans le méme plan Q, un cercle de
centre o' de diamétre AB/, le point B’ étant le pied de
la perpendiculaire abaissée de A sur A. Donc tout
plan Q qui passe par A et qui est perpendiculaire a
une génératrice.A ou A de H coupe I suivant deux
cercles.

Une généraurice A de H étant paralléle a une géné-
ratrice du cone asymptote T' de H, les plans Q perpen-
diculaires aux génératrices du cone I' envelopperont le
cone I' supplémentaire de [ et de sommet A.
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La corde commune AA’ aux deux cercles v et '
situés dans un plan Q est perpendiculaire a la ligne des
centres ww' et par suite a la droite BB’ paralléle a wo';
mais les deux plans BAB' ou Q et (4, A’) étant per-
pendiculaires, comme AA’ est perpendiculaire a leur
intersection BB/, AA’ est aussi perpendiculaire au
plan (A, A’) qui est tangent au cone asymptote I' de Hj

. donc le lieu de AA’ est le cone IV supplémentaire de T,
de sommet A, enveloppé par les plans Q; de plus, un
plan Q touche le cone I le long de la corde AA’ située
dans ce plan Q.

IV. Dans le cas particulier ou la surface du second
ordre S cst un paraboloide S, représenté par I’équation

. v 1 .
il suffit de supposer ~=0,0ua=2x,cl de voir ce que

devienncnt les équations trouvées dans le cas précédent.
L’équation (3) du plan P devient

(P) 2bemu(ar —y +~m3z) —cmaly +ba2z +2bcma = o.

L’enveloppe de ce plan est le paraboloide hyperbo-
lique 7 ayant pour équation en coordonnées ponctuelles

(m) (y —mz)(cmy —bz)—2becmz = o,

ct en coordonnées tangentielles

() 20em(mo + w) (bo + cmo) + (b — cm?)2uh = o.

La surface podaire Z, de ce paraboloide relative au
point A est du troisiéme ordre; ¢’est un cyclide cubique
ayanl pour équation

2bem[m(y —yo) + 3 — 50| [6(¥ —y0) + cm(z — 3)]

(2
v H(b—cm?)(x —zo) [2(@—20) +y (¥ —yo)+3(z—5)]=0.
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Le cone asymptote de I'hyperboloide H est remplacé
par I’ensemble des plans directeurs o, et w, du parabo-
loide 7. Les plans Q deviennent des plans passant
par A ct perpendiculaires 4 I'un ou I'autre des plans
directeurs de . Un plan Q, perpendiculaire & un plan
directeur, coupe X, suivant un cercle et une droite,
issue de A, perpendiculaire a ce plan directeur.

En effet, une droite MM'N ou A reste paralléle au.
plan directeur m, ayant pour équation

emy — bz =o.

Considérons, comme précédemment, les plans P
passant par A; le lieu des pieds E des perpendiculaires
issues de A A ces plans P est le cercle de centre w, de
diamétre AB, en désignant par B le pied de la perpen-
diculaire abaissée de A sur A; le plan Q de ce cercle
est le plan mené par A perpendiculairement a Ajle
plan Q est perpendiculaire au plan w, paralléle a2 A
et il contient la perpendiculaire AA’ & ®,; cette per-
pendiculaire AA appartient 4 £, comme on le voit en
supposant que la droite A s’éloigne 4 Pinfini; le dia-
métre AB du cercle w devient infini et ce cercle devient
la droite AA’.

Si l'on considére cnsuite les génératrices A’ du para-
boloide n paralltles au plan directeur w, (¥ — mz = o),
on voit, de la méme maniére, qu’un plan Q perpendicu-
laire & ®, coupe ¥, suivant un cercle ct une droite AA",
issue de A ct perpendiculaire a w,.

Enfin enveloppe des plans Q qui passent par les
droites AA’ ou AA” se compose de ces deux droites;
on peut dire aussi que ces droites remplacent les cordes
communes aux cercles w et ' du cas précédent.

On peut ajouter que lexistence de ces plans Q ct
leurs propriéiés se voient sur I'équation (X;).



