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[D]
SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS

D'UNE VARIABLE;
Par M. E. TAGGI.

PREMIER MEMOIRE.

Le probléme de transformation qui fait Pobjet de ce
Mémoire est le suivant :

Etant données deux fonctions quelconques F(x)
et ®(x), existe-t-il des sUBSTITUTIONS DF. TRANSFORMA-
Tion ¢(x) et ©(x) telles que l'on ait identiquement

(1) F(t) = ®(x). d(7) = F(x)



(254 )
et, dans le cas oit il en existe, quelles sont les pro-
priétés des fonctions t et T, et enfin comment peut-on
déterminer ¥ et ® lorsqu'on se donne les fonctions t
et 7?

On voit que ce probléme général comprend comme
cas particulier le probléme de la périodicité générale
des fonctions que nous avons étudié précédemment,
puisqu’il suffit de supposer que F ct ® sont identiques

pour que ¢ ct < soient des substitutions laissant F inva-
riable.

1. Supposons tout d’abord que I' et @ soient des
fonctions complétes uniformes; alors les équations (1)
déterminent des fonctions ¢ et = qui, décomposées en
fonctions uniformes (partielles ou complétes), sout
solutions simples de ces équations, sauf peut-¢ire en
des points z particuliers qui sont les points multiples
des groupes de transformation composés I'un des fonc-
tions ¢, V'autre des fonctions 7; on le démontre facile-
ment de la méme maniére que nous avons démontré que
toute fonction compléte uniforme I admet des substitu-
tions la laissant invariable, qui sont racines simples de
I'équation I'(s) = F (x) sauf aux points multiples du
groupe.

Au contraire, si F et ® sont des fonctions com-
plétes muliiformes s¢ décomposant respectivement en
dchors de leurs multiplicités en fonctions partielles
uniformes fi, f3, ..., @i, @3, ..., les équations (1)
se décomposent, chacune, en une série d’équations :

Ji(t) = ¢a,(®),  ©1(3) =[fp (=),
(2) fz(’)=<?x,(1')- ?z(’-)‘:wfﬁ,(x);

D R ) cecanaa beeens

Y

o %y, %Az, ...y By, Ba. ... sont les indices 1, 2, ...,
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dans un certain ordre; et 'on voit que ¥ et @ devraient
salisfaire a certaines conditions pour qu’exislent simul-
tanément toutes les équations f, (1) = 9,,(x) ou toutes
les équations v, (%) = f3,(x). Ce n'est done que dans
des cas exceptionnels que deux fonctions multiformes F
et ® peuvent éire transformées 'une en I'autre par des
subslitutions s ou 7; mais il en existe évidemment de
telles, car si F=7y(f), ¢t ®=7y(¢) ou y est une
fonction compléte multiforme et f et ¢ des fonctions
complétes uniformes, les fonctions I' et ® admettent
évidemment les substitutions de transformation de f et
de ©; c’est le cas on, dans les équations (2),

ay,=Bp=n (n=1,92 ...),

les fonctions partielles f,, et o, étant obtenues par une
méme fonction particlle, partie de 7.

Nous considérerons donc particuliérement le cas de
deunx fonctions complétes uniformes quelconques I et @
qui, toujours, ont des substitutions les transformant
I'une en Pautre.

Nous désignerons, dans tous les cas, par groupe (I @)
de transformation I'ensemble de toutes les fonctions ¢,
racines de la premiére équation (1), qui transforment F
en ®; par groupe (®F) de transformation 1'ensemble
de toutes les fonctions t, racines de la seconde équa-
tion (1), qui transforment ® en I,

Nous désignerons aussi par groupe (I') le groupe
des substitutions s qui laissent F invariable et sont les
racines de 1'équation

(3) F(s) =F(2);

ct par groupe (®) le groupe de substitutions ¢ qui
laissent @ invariable et sont les racines de I’équation

(4) P(c) = P(x).
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Les groupes de transformation (F®) et (®F) jouissent
de propriéiés générales simples que nous démontrerons
dans ce qui suit.

2. De ce que les équations (1) sont symétriques I'une
de Vautre on déduit que les substitutions <t du
groupe (®F) sont les inverses des substitutions t du
groupe (F'®); on le vérifie facilement en substituant
a x Vinverse t_, de t, dans I'équation

F (t,,(.r)) = P(z);
on a ainsi en supposant £, (t_,,(x)) =x():
F(2)=®(t_n()),

ce qui prouve quc Z_, esl 'une des fonctions = du
groupe (®F); il en résulte immédiatement que, sauf
dans des cas particuliers que nous étudierons plus tard,
le méme groupe de transformation, (F®) par exemple,
ne contient pas généralement I'inverse d’aucune de ses
substitutions, c’est-a-dire n’a pas d’élément commun
avee le deuxiéme groupe (®I7).

Si dans la premiére équation (1) on fait une substitu-
tion 7 quelconque de (@), on obtient

(3) F(t(=(x))) = ®(x(x)) = F(a).
Donc, t(':(x)) est, ou x, ou une substitution s du

groupe (F); en faisant dans la seconde équation (1) une
substitution ¢ quelconque de (F®), on verrait de méme

(') Nous rappelons que si ¢£_, est multiforme et ¢, uniforme,on a
nécessairement ¢, (¢_,) = z quelle que soit la fonction partielle ¢,
choisie, mais il n’en est pas de méme pour ¢_, (¢,) qui n’est égal a =
que pour une fonction partielle ¢_, convenablement choisie, et, en
genéral, a pour valeurs toutes les substitutions z, s,(z), s.(x), ...
de la fonction uniforme ¢, ().
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que =(£(x))est, oux,ou une substitution @ du groupe @,
c’est-a-dire que :

L. Les substitutions t de (I' ®) transforment le groupe
de transformation (PF) en le groupe (F) des substi-
tutions d’invariabilité de I'(x) et les substitutions <
du groupe de transformation (®F) transforment le
groupe de transformation (F'®) en le groupe (®) de
substitutions d’invariabilité de ®(x).

Si dans la premiére équation (1) on fait une substi-
tution & du groupe (®) de ®(x), on a

(6) F(t(s‘(x))) =@(s(2)) = ().

Donc¢(a(x)) est encore une substitution ¢ du groupe
de wransformation (F®); on voit de méme, en faisant
une substitution s du groupe (F) dans la scconde équa-
tion (1)

(6') ¢(t(s(z'))>=F(s(.r))—_—F(z‘),

que *(s(x)) est encore unc substitution T du groupe
(®I); c’est-a-dire que :

II. Les substitutions s du groupe (F) de F(x) ne
Sfont que permuter les éléments du groupe de trans-
Jormation (®F) et les substitutions ¢ du groupe (®)
de ®(x) ne font que permuter les éléments du groupe
de transformation (F®).

Si dans 'équation (3) on fait une substitution ¢ quel-
conque du groupe (F®), on a

(7) F(s(t(x))) = F(t(x)) =P (z);

s(t(x)) estdonc encore une substitution ¢ du groupe de

Ann. de Mathémat., 4* série, t. lII. (Juin 1903.) 17
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transformation (F®); et, de méme, si dans ’équation (4)
on fait une substitution 7 quelconque du groupe (®F),
I’équation

(") ®(3(x(2))) = ¢(x(2)) = F(x)

montre que & (t(x)) est encore une substitution tde (OF);
c’est-a-dire que :

III. Le groupe (®) de ®(x) est transformé en le
groupe de transformation (®F) par les substitutions du
groupe (OF) lui-méme et le groupe (I') de I'(x) est
transformé en le groupe de transformation (F ®) par
les substitutions du groupe (F®) lui-méme.

Les théorémes 1, II, I expriment les propiiétés cor-
rélatives les plus générales des quatre groupes (F'), (@),
(F®), (®F); a ces propriélés nous ajouterons les sui-
vantes qui sont relatives aux points multiples des
groupes (I'®), (®F), c'est-a-dire aux points x ou
quelques substitutions t, ou <, s’égalent.

3. Silon désigne par I'_, ®_, les fonclions inverses
des fonctions ¥ (x), ®(x), les quatre groupes considérés
peuvent étre représentés pav les égalités

(8) : (F) F—l(F(x')\ =Xy, Sty Sy e
(®) Q_l(d’(z)):w, G1, G2y .evy

(9) (F(b) F_.l(@(:l‘)) =t, ty ...

Ylern e (F@) =5 =

Les points multiples de (F'), ou quelques-unes des s
s’égalent, sont les points @, a', a’, ..., pour lesquels
F(x) prend des valeurs b, 0/, ... qixi sont les points
multiples de la fonction compléte muliiforme I'_, (x),

»
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ou si 'on veut les points critiques des fonctions partielles
uniformes en lesquelles I'_, (x) se décompose; or, dire
que deux au moins des substitutions ¢ s'égalent, c’est
dire que deux fonctions partielles composant la fonction
compléte multiforme F_, ((D(x)) s’égalent : il est donc
nécessaire et suffisant pour cela que ®(x) soit égale a
I'une des valeurs b indiquées plus haut, qui sont déter-
minées par les points multiples @ du groupe (F) sous la
forme

b=F(2);

puisqu’on doit avoir

®(z) = b =TF(a),

les points multiples du groupe de transformation (F®)
(ot deux substitutions 7 au moins s’égalent) sont donc les
transformeés <(a) par les substitutions = du groupe (®F)
des points multiples a du groupe (F) de I'(x).

On verrait de méme que les points multiples du
groupe de transformation (®F) (ou deux substitutions ¢
au moins s'égalent) sont les transformés t(a) des points
multiples o du groupe (®) de ®(x) par les substi-
tutions du groupe (F®).

4. Les propriétés que nous avons démontrées ap-
partiennent a tout couple de groupes de transforma-
tion (K@), (®F), c’est-a-dire aux groupes de ransfor-
mation de deux fonctions complétes uniformes F et @
quelconques, et aux groupes de transformation de deux
fonctions complétes multiformes If et @, lorsque celles-ci
possédent des groupes de transformation. Il en est de
méme des propriétés suivantes de tout couple de fonc-
tions F et @ clles-mémes qui ont des substitutions de
transformation.

Considérons les groupes (F®) et (®F) de transfor-
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mation de deux fonctions I'(x) ct ®(x) et supposoiis
qu’on puisse poscr

F(z)=T(f(z)), P(x) =V (o(x)),

ou fet o sont des fonctions qui admettent des substi-
tutions de transformation dont nous désignerons les
groupes respectifs par (fo) et (9 f) (ce qui a lieu néces-
sairement si f et o sont des fonctions compleétes uni-
formes) et ou W est une fonction périodique (ce qui a
lieu nécessairement si ¥ est compléte uniforme). 1l est
¢vident que les substitutions qui changent f en o,
changent 1" en @, et par conséquent le groupe (f¢) est
un sous-groupe du groupe de transformation (F®); de
méme, (o f) ¢st un sous-groupe du groupe de transfor-
mation (®F). Pour que ( f) coincide avec (F®@), il est
nécessaire qu’il n’existe aucune substitution z(x ) chan-
geant f(x) en une fonction S(,p(z)) pour laquelle on
aurait
W(S(2))=W(s)

et, par suite,

F(1) =W (f(2)) =¥ (S(¢())) = ¥(s(2)) = ®(x).

C'est cc qui arrive si W, est unc fonction non-pério-
digue, ¢’est-a-dire n’admettant aucune substitution S(z)
(ce qui se produit, par exemple, si W est rationnelle
linéaire, ou cst multiforme non-périodique, par excmple
est 'inverse d’une fonction uniforme).

Au contraire, si ¥; est une fonction périodique ayant
des substitutions S;, ’équation

F(y=2(z) ou $(f(2))="¥(3(2))

f_l<\v_,(\lf(zls(x)))>=tl, ty, ...

donne pour le groupe (I'®)



(261 )
ou, puisque W_, (W(z)) = S(s),

f—-i(s(?(w») =1, ly, <.,

ct 'on voit que le groupe (I'®) ne se réduit au
groupe (f9), qui cst déterminé par f_.(qa(.r)), que
si S; se réduit a 5, ou enfin, si ¥ cst non-périodique
(rationnelle Jinéaire ou muliiforme non-périodique).

On conclut de la:

1° Que toutes les fonctions uniformes qui ont mémes
groupes de transformation que deux fonctions uniformes
données E' el @ sont comprises dans les formules

AF+p AP+
vF+p’ Vo+p’

(10)

2° Que tout couple de fonctions de la forme
W(F), W(®),

ou ¥, I, @ sont complétes uniformes et W non linéaire
admet les substitutions de transformation de F ct de @,
mais en admet aussi d’autres, en sorte que (F®) et (®I)
ne sont que des sous-groupes des groupes de transfor-
mation des deux fouclions considérées.

3° Que, d’unc maniére générale, les groupes de Lrans-
formation des fonctions W (I') et W(®) ne sont iden-
tiques aux groupes des fonctions I' et ® (uniformes ou
multiformes) qu’autant que W est une fonction non-
périodique, c’est-a-dire une fonction linéaire ou une
fonction multiforme non-périodique. Dans tous les cas,
nous pourrons dire que les fonctions (10) ont mémes
groupes de transformation que F et @.

On voit que les propriétés des fonctions relativement
aleurs groupes de transformation sont analogues a celles
qui sont relatives aux groupes de substitutions d’inva-
riabilité.
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Cette analogie peut se remarquer encore a I’égard de
la discontinuité ou de la continuité des groupes : on
voit facilement qu’un groupe de transformation (F®)
ou (®F) ne peut &ire continu gu’autant que les fonc-
tions I’ et ® sont toutes deux linédales ou aréales, ¢’est-
a-dire qu'il y ait des fonctions partielles fi, fs, ...,
@45 P2y ... Infiniment voisines quel que soit x [équa-
tions (2)] :

Deux fonctions ponctales F et ® (uniformes ou mul-
tiformes)ont donc des groupes de transformation (F®),
(®F) piscontinus. Au contraire, les groupes relatifs a
deux fonctions ¥ et ® sont simplement continus si I°
et ® sont lindales, doublement continus si F et @ sont
aréales.

De ce que les fonctions ayant des groupes de transfor-
mation donnée sont de la forme (10), on %, p, v, p sont
des constantes arbitraires, ¢t I' et @ un couple de ces
fonctions, on conclut que I' et ® sont les quoticnts des
intégrales respectives de deux équations linéaires homo-
génes du deuxiéme ordre dont les coeflicients ne dé-
pendent que des substitutions de transformation don-
nées. Avant de former ces équations, nous donnerons
encore quelques propriétés des substitutions de trans-
formation.

5. Posons
¢ (x) =W, (F(z)).

¥ (5) n’est jamais unc fonction composée; elle n’est une

fonction compléte uniforme que dans des cas trés parti-

culiers, méme lorsque F' et ® sont complétes uniformes.
’ n

. R . .,
Soient donc d'une maniére générale ¢, &, 4], ... les
fonctions partielles uniformes en lesquelles la fonction
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compléte multiforme W se décompose en dehors de ses
multiplicités.
Soient

6t e, e, L, =Fo(9(2))

les substitutions du groupe de transformation (F®) et
soient 10, 1" 1", ..., les itérées de t{"; soient, d’autre
part, 4P, 4P L., les itérées de ¢{?’. En faisant la

substitution ¢! dans I'(«xr), on a  ~ .
(11) F(tm) =@ (x) = ¢ (F(a)),

ou ¢ est 'une des fonctions partielles uniformes en
lesquelles W, se décompose. Faisant plusieurs fois de
suite la substitution ¢/, on a

F(m) = 4@ (F(&m)) = 49 (F(2)),
‘ F(e) = P (F(er)) = !3”’(F(x))»

T
Supposons qu’il existe un nombre entier fini w tel
que 4P’ (z) =2z (ce qui exige que ¥ soit algébrique);

on a alors

(13) F(t) = F(z),

ce qui signifie que ¢” est une des substitutions s qui
laissent F(x) invariable. Faisant encore la substi-
(€3]
t‘

tution ¢!, on a

(14) F(lp.-;—j)"‘F(t/‘m)_q’(x)y

et, par conséquent, litérée t;, de t{" fait partie,

comme ¢!, du groupe de transformation (F®), et I'on
verrait d¢ la méme maniére que (I'®) conticnt toutes
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les itérées de ¢{"' de la forme
Lty (m=o0,1,2,...).

Les réciproques sont évidentes :

1° Si " est identique a4 une substitution s du
groupe (F), I’équation (13) et la derniére équation (12)
montrent que $i’ (z) = z.

2° Sigy", | fait partiedu groupede transformation (F®),
comme ", I'équation (14) ou 'on substitue 4 z l'in-
verse 7" de ¢ donne ’équation (13) et, par consé-
quent, ¢;¥ est I'une des substitutions s du groupe (I?)
et YP(2) = z.

Des équations

Fofly) =400, (F(ay), VP (z) = 3,
on déduit encore

Y (F () = W (F(a)) = F (),
¢’est-a-dire
(15) Pty = F(x),

et, par conséquent, que 7", est’une des substitutions <
du groupe (®F); la réciproquc est évidente, ¢’est-a-dire
grouj 5 proq ’

que, si P'une des itérées 7, de t{" fait partie du
) " . . .

groupe (®I7), ¢}V appartient au groupe (I') ; mais on voit

de plus, en faisant ]a substitution 7" dans I’équation

précédente,

(16) (") =F () = @(x),

que ¢y est une des substitutions ¢ du groupe @, c’est-
a-dire que I'hypothése faite, 4if'(z) =2z, n’est réa-
lisée que lorsque F(x) et ®(x) ont des substitutions
communes les laissant invariables. Les théorémes géné-
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raux I, I, 1II conduisent & la méme conclusion lorsqu’on
suppose, ce qui a licu ici, que les groupes de transfor-
mation (F®) et (®F) ont des substitutions communes,
inverses les unes des autres. Ces mémes théorémes per-
mettent de démontrer la réciproque de la proposition
précédente : si (F) et (®) ont des substitutions com-
munes, il en est de méme de (F®) ¢t (®F), nous n'y
insistons pas.

D’aprés cequi précéde, on voitqu’il est impossible que
Iitérée 15" de 1" fasse partic du méme groupe (I'®),
a moins que, p étant égal a 1,

P(z)=F (") =2("), F")=%(z)=F(z),

ct, par suite, que les deux fouctions I'z, @, étant iden-
tiques, il n’y ait plus & proprement parler de transfor-
mations.

Mais le cas ou p. = 2, 4,(z) = z, est particuliérement
intéressant : &, est alors inverse d’elle-méme, c’est-
a-dire que I'équation qui lie F et @ est symétrique par
rapport a I et ®@. Les itérées impaires

tlm7 1(3/')7 t(sm, ooy
transforment F(r) en ®(z) et réciproquement. Les
itérées paires
P, P, ...

Jaissent invariables a la fois I' (x) et ®(r). Le cas par-
ticulier ou 7 est inverse d’elle-méme est compris dans
le cas précédent. Si W est une fonction compléte uni-
forme, I'hypothése W, (2z) = z exige que cette fonction
soit linédaire ct inverse d’elle-méme, c’est-a-dire que @
soit de 'une des deux formes

) AF(z)+B
(7) A —F(x), T =
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La premiére forme, dans laquelle on suppose A nul,
donne le cas particulier des substitutions ¢ chan-
geant F(x) de signe.

Les substitutions

t=(im+2)K+2m' iK'+ z,

qui changent de signe sn(x | 2K, iK’) et qui, itérées,
laissent invariable cette fonction, en sont un exemple.
Les substitutions

t=4mK+(am'+1iK'+ =z
. ] e e .
qui changent snax en —— et qui, itérées, laissent
ksnz
invariable cette fonction, sont un exemple du second

cas (A =0, B:%)

Dans le cas plus général ot p est quelconque, mais
fini, 'hypothése que W soit fonction compléte uniforme
centraine également la condition que cette fonction et,
par suite, ses itérées, soient linéaires (du genre ellip-
tique). Au contraire, lorsque W est une fonction com-
pléte uniforme non linéaire, il n’y a pas de valeur finie
de p pour laquelle I'itérée W, (z) se réduit a z. Dans
quelques cas, il pourra arriver que Wy (z) tende vers z,
p croissant indéfiniment (et 1'on peut aussi considérer
ce cas s'il s’agit d'une fonction partielle 4, ¥ étant mul-
tiforme); alors ¢;” tend vers une substitution s du
groupe (I') et, par suite, aussi de (®); mais cette limite
est aussi une substitution du groupe (®F). 11 s’cnsuit
que cette limite ¢(«) devrait étre une substitution lais-
sant invariables I'(x) et ®(x) et, d’autre part, trans-
formant ® en F :

F()=F(z), ®()=%(x), $(1)=F(a).

Ces équations sont incompatibles, & moins que la
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limite £(x) ne se réduise a4 une constante et que cette
. constante ne soit un pomt smguher essentiel commun
aux deux fonctions F(x) et ®(x) [nous avons vu déja
que les points essentiels d'une fonction périodique F (x)
sc¢ présentent comme limites, pour 7 infini des substi-
tutions s, (x) de F (x)].

11 est évident que, dans tous les cas ot W est une fonc-
tion compléte uniforme, les équations

F(4) = ¥, (F(z)) (p=1,2,...)

sont vérifiées a la fois par toutes les substitutions ¢(») du
groupe (F®); et qu’en particulier, si p étant fini,

.

W(3) =3,

N iemes Jpdnpd (p) ol
toutes les itérées ¢/ (p quelconque) sont des sub-
stitutions communes a (I) et (@), ¢’est-a-dire que toutes
les propriétés démontrées sur ‘P’ sout vraies pour toutes
les substitutions #,, 4, 17, . dc (F®). On peut démon-
trer que ceci est vrai, non sculement lorsque W est com-
pléte uniforme et, par suite, linéaire lorsque ¥y = z,
mais méme lorsque W, est multiforme et se décompose,
en dehors de ses multiplicités, en fonctions partielles &,
1P : :
Y, o, 4P L En effet, les fonctions ¢y subissent
entre elles certaines permutations lorsque z décrit un
contour fermé autour d'un de leurs points critiques;
de plus, on peut choisir un contour fermé, passant par
plus, p )
un point z quelconque, de maniére que ¢’ soit rem-
placée par 'une quelconque des autres fonctions choisie
aI'avance $\? par exemple (*). Si donc on suppose que

(') Si cela n’était pas, la fonction W,, ensemble des ¢,, ne serait
pas une fonction compléte unique, mais une fonction composéee, ce
qui ne peut étre.
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Ja uitme jiérée de 4P (z) se réduita s :
dl’(ﬁ?)(z) =3,

. i o s s ’
il en sera de¢ méme pour les wimes ftérées de ¢y, &),
4y ..., car §P peut étre remplacée successivement dans
cette égalité par 4, ¢, ¥\, ..., en faisant décrire a z
des contours fermés convenablement choisis. D’autre
part, toutes les substitutions ¢ donnent des égalités de

la forme
F(m) = i (F (),

ct en prenant les piomes jiérées,
F () = 4P (F ().

Toutes les pitme jiérées ¢y, (z) se réduisant a z, il
s’ensuit que toutes les pi#™es jtérées 13" des substitutions ¢
de (F®) sont des substitutions de (F) et de (@), ct, par
suite, toutes les substitutions de (F ®) jouissent des pro-
priétés démontrées précédemment surl'une d’elles dans
Uhypothese 4f’(z) = z; les substitutions = de (@T)
inverses des t, jouissent évidemment de propriéiés cor-
rélatives qu’on énoncerait en permutant les lettres I
ct ® dans les énoncés relatifs aux substitutions ¢.

6. Supposons écrites toutes les égalités
P (1P (@) = ¥ (F (),

dont le nombre est infini si F est transcendante; le
nombre des t!Ji,’” distinctes n’est pas nécessairement infini
ct est égal a p fois 'oidre de la fonction multiforme ¥,
ordre qui peut étre fini; il s’ensuit que, dans les égalités
précédentes, des substitutions ¢(?) distinctes produisent
la méme transformation de F(x).
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Supposons que

F(t},’.")(x)) = d{,/,' )(F(x)).
On aura alors
(e (eg(a))) = 4 (4 (F (2))),

et I'on voit que, d’'une maniére générale, la substitution
axde

(18) t‘,,’”(tﬁ,’,‘" (£ (.. (). .))),

oules n,n',n’, ... sont tous distincts, transforme I (r)
en la fouction

(19) P (qa',;."> (Y (- F (). .))),

oules p, p/, p”, ... ne sont pas tous distincts en vertu
de la remarque faite plus haut.

D’ailleurs ¢, ¢', ¢”, ... prennent toutes les valeurs
possibles; mais dans les fonctions précédentes que nous
désignerons par 8 (F(x)) ou St (z), (2 =F (z)), il
suffit que ¢, ¢', ¢", ... prennent les valeurs 1, 2, ...,
w—1, en vertu de I'égalité

Y, (3) =P (),

pour qu’on obtienne toutes les fonctions S distinctes ;
au contraire, si I'on pose

o (2) = sy(2),

s{" et toules ses itérées étant des substitulions de (I),
et s’il existe un nombre ¢, tel que

s (z) =

toutes les itérées ¢V (distinctes) de ¢ se réduisent



( 270)
aux uv,—1 qu'on obtient par les valeurs suivantes
de q :
g=1, 2, ..., pv,—I.

Ce raisonnement s’applique a tous les nombres ¢, ¢/,
q"y ...5 les nombres ¢, ¢/, v/, ... correspondants ne
sont pas nécessairement égaux et peuvent d’ailleurs étre
infinis. Dans tous les cas, ’ensemble de toutes les sub-
stitutions possibles de la forme (18) (qui comprennent
comme on I’a vu celles formées avec les inverses < des 1)
est un groupe de substitutions d’invariabilité de cer-
taines fonctions périodiques de x : soit (E) ce groupe.

D’autre part 'ensemble de toutes les fonctions S (z)
forme un groupe de substitutions d’invariabilité de
certaines fonctions périodiques de z =F (x) : soit (G)
ce groupe.

Si le nombre des 8% (z) est fini, on peut former une
fonction G (z) de groupe (), au moyen d’une fonction
symétrique du premier ordre de 'une des formes

I Y 1
ZII Sim(3), s +25(m)(5), p +Z St (z)
iy m m ’

qui d’ailleurs sont fonctions linéaires I'une de 'autre
(voir la Note précédente); si ces irois fouctions se
réduisaient a des constantes, on prendrait une fonction
du second ordre se réduisant alors au premier, par
exemple

52 _,,_E[S(m)(:)]%
m

enfin si le nombre des St (z) est infini, on prendea la
troisiéme forme écrite plus haut si celle-ci n’est pas
constante ct est convergente. On sait que si les sommes
analogues i la précédente formées au moyen des puis-

sances 1, 2, 3, ..., w —1 sont constantes ou diver-
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gentes, ct s'il n'en est pas de méme pour la v, on
peut prendre celle-ci pour fonction G :

)= - ! .
(20) G(") T pw +2 [S(m)(z)]w’

s’il n’existait pas de nombre  fini tel que cette série
soit convergente et non constante, on sait qu’il faudrait
introduire des fonctions k™ (z) qui rendent conver-
gente la premiére série, mais dont la détermination est
restée jusqu’ici ambigué, en sorte que nous nous en
ticndrons au cas précédent.

La fonction G(z), (20), ou w est le plus petit possible,
ainsi que toutes ses transformées linéaires, sont, comme
on sait, toutes les fonctions périodiques de groupe (G).

On pourrait de ]a méme maniére, au moyen des sub-
stitutions (18) du groupe (E), former toutes les fonc-
tions périodiques E(x) de ce groupe; mais, les fonctions
de z de groupe (G) étant formées, on peut procéder
autrement; il est évident d’aprés la maniére dont nous
les avons formées ainsi que leurs substitutions S (z)
que les fonctions de groupe (E) ne sont autres que
celles de groupe (G) dans lesquelles on remplace z
par F'(z), en sorte qu’on peut écrire, w détant déter-
miné comme il est dit plus haut :

(20) E(2)=G(F(x)) =

I I
[F(a) *; [Se(F ()]

Celte fonction et toutes ses transformées lindaires
sont toutes les fonctions de groupe (E). Selon ce que
nous avons vu du nombre des fonctions S™)(z) dis-
tinctes, il est évident que la formation du groupe (G)
ct de la fonction G(z) est beaucoup plus simple que
la formation directe du groupe (E) et de la fone-
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tion E(x) : il arrivera par exemple, dans de nombreunx
cas, que (E) ait un nombre infini de substitutions (18)
et que cependant (G) n’ait qu'un nombre fini de sub-
stitutions S (z) (19). C’esL a ce sujet que se montre
surtout 'utilité des considérations précédentes.

Nous avons supposé qu'il existait un nombre fini p
tel que ¢, () =z ; dans le cas ou  est infini, on peut
de la méme maniére constituer des groupes (E) et (G)
et nous n’insistons pas.

7. Les considérations précédentes supposent simple-
ment lexistence des groupes (F), (@), (F®), (2F) ct
s'appliquent donc non seulement aux fonctions I'(x),
®(x), complétes uniformes, mais a toute couple de fonc-
tions complétes multiformes F(x), ®(z) (ponctales,
linéales ou aréales) qui satisfont a cette double condi-
tion d’étre périodiques et d’étre transformables 'une en
Pautre. Le cas particulier ou F (x) et ®(x) sont com-
plétes uniformes (cas déja trés étendu, puisqu’il s’agit
alors de deux fonctions complétes uniformes quel-
congques) est surtout intéressant.

Le cas ou p est fini doit éwre considéré spécialement
et fournit le théoréme suivant, ¢évident d’aprés ce qui
préceéde :

Soit ¥ (x) une fonction compléte uniforme et soit (I°)
son groupe de substitutions. Si 'on peut changer les
constantes du groupe, de maniére & laisser aux substi-
tutions s,(x) la méme forme et de maniére qu'elles
satisfassent aux conditions (notamment de disconti-
nuité) nécessaires et suffisantes pour qu’existent des
Jonctions uniformes du groupe, on aura ainsi constitué
un groupe (E) tel qu’il existe des'jbnctious uni-
Jormes E(x) de ce groupe, qui sont de méme nature



(273)

que F(x). Si, de plus, on peut choisir les nouvelles
constantes, de maniére que la pié™e itérée d’une sub-
stitution t de (E) soit identique a une substitution s
de (F), il en sera de méme pour toutes les autres sub-
stitutions t, el :

1° (1) sera une fonction algebrique, généralement
multiforme, d’ordre inférieur a ., de F(x);

2° Zoute fonction uniforme E(x) du nouveau
groupe (E) sera une fonction algébrique rationnelle
de degré au moins u de toute fonction uniforme I'(x)
du groupe donné.

Les transformations rationnelles de degré impair w
de la fonction IF(x) = snz en donnent immédiatement
un exewple : les substitutions s de (F)sont ici de I'une
et Pautre forme

a-+xr, a—r,

les substitutions ¢ sont de la forme

t = -+ a;

a
n
et F(2) estune fonction d'ordre 2 < . La fonction E ()
est une nouvcelle fonction de méme nature que sna et est
fonction rationnelle de degré p de la premiére.

Les transformations paires de snx en sont aussi un
exemple simple.

La fonction p de Weicrstrass est une transformée
de degré p =12, dans le cas ou F(¢) a la premiére
forme (17) :

F(t)=—F(x), (A=0)

La transformation de Gauss estrelative au cas o F(r)
a la seconde forme (17) :

F(t):kF'—m (A:d,B:;—r>,

Ann. de Mathémat., 4° séric, t. ITI. (Juin 1903.) 18



) L
(274)
ct la nouvelle fonction est une fonction linéaire de

I 1+ Asn?x
F(z)+S(F(z)) =0z + ;o0 = ———-

On voit que les transformations algébriques des fonc-
tions elliptiques, qui ont pour but de former, avec une
fonction donnée, d’autres de méme nature, ne sont pas
particuliéres aux fonctions elliptiques, mais, au con-
traire, constituent une propriété générale d’une classe
trés étendue de fonctions uniformes et peuvent méme
s’étendre en certains cas aux fonctions multiformes.
L’importance des transformations dans la théorie parti-
culi¢re des fonctions elliptiques montre 'importance des
considérations générales qui précédent. Nous verrons
plus tard d’autres exemples simples de ces transforma-
tions, concernant la fonction modulaire et les fonctions
fuchsiennes ou automorphes.

Remarquons encore que nous avons déja considéré (')
le cas d’une fonction compléte uniforme E(x), fonction
compléte uniforme d’une deuxiéme F(x)

E(z)=G(F(x)),

le groupe (F') étant alors un sous-groupe du groupe (E),
et que de I’égalité précédente nous avons conclu que les
substitutions ¢ de (E) qui n’appartiennent pas a (F),
transforment F(x) = s en les substitutions St (z) qui
laissent invariable la fonction compléte uniforme G(z),
ce qui constitue une réciproque des propositions démon-
trées précédemment.

(') Proprietes gencrales des substitutions, etc. (Nouv. Ann.,
1901, p. 544). '



