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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Paris.

EpREUVE ECRITE. — [. Etant donnés trois axes de coordon-
nées rectangulaires Ox, Oy, Oz, on demande de déter-
miner les surfaces S telles que le plan tangent en un point
quelconque M de l'une de ces surfaces fasse un angle con-
stant w avec le plan mené par ce point M et par l’azxe O s.

Démontrer que les caractéristiques de ces surfaces for-
ment une famille de lignes de courbure, et trouver ces
caractéristiques.

\. B. — On pourra prendre pour variables indépendantes,
soit les coordonnées rectangulaires (z, y) de la projec-
tion m du point M sur le plan des zy, soit les coordonnées
polaires (r, 0) du méme point m.

{I. Soit

dy ay
(1) Tar =Pgy T4

une équation différentielle linéaire ou les coefficients p
et g sont fonctions de la variable indépendante z. On
demande de trouver la relation qui doit exister entre ces
coefficients p et q pour que léquation (1) admette deux
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intégrales linéairement distinctes yy et y,, lides par la
relation
Y1 )Y:=1.
R Lo !
Examiner en particulier le cas oil’on a p = 7 Trouver

le coefficient g et l’intégrale générale.
q 8 g

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer UVintégrale définie :
T zloga
f —‘—-—b‘*,—a d.T,
Jo (1 x?)

logax désignant le logarithmme népérien.
(Juillet 1902.)

EPREUVE ECRITE. — L. Intégrer le systéme :

(1T+T _
au T Ty e

dy

= +y —4z=c
ar Y 4 >
dz+, x

— 53— = o.
de

En déduire Uintégrale générale de l’équation aux dérivées
partielles

035 0z
(e —0) o+ (=5 g = s — .

11. Etant donnée une équation différentielle du premier

ordre
dy — f(@,¥)dz = o.

Comment peut-on reconnaitre si elle admet un facteur
intégrant de la forme XY (X étant une jfonction de z,
et Y une fonction de y), et déterminer ce facteur inté-
gsrant quand il existe?

EprEUVE PRATIQUE. — Calculer U'intégrale définie
-1

[ﬂ dr
Jy CO8PT - cosx 1
(Octobre 1go2.)
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Toulouse.

EpPREUVE ECRITE. — 1. Dans un plan rapporté a deur azes
de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, on considére les
courbes G qui vérifient ’équation différentielle :

2yy =ty —2y3y =o.

1° Exprimer les coordonnées x, y d'un point M d’une
courbe C en fonction du coefficient angulaire t = y' de la
tangente a cette courbe.

2° Construire les courbes C.

1. Intégration d’une équation auz dérivées partielles du
premier ordre dont on connait une intégrale compléte.
Cas de l’équation

53— pxr—qy=ps,

. 03 0z .o . ; - s
on p=-—, q = -—; signification géométrique de ses inté-
ox dy
grales.
EPREUVE PRATIQUE. — En désignant par a un nombre po-

sitif inférieur a l'unité, et prenant pour z2—! sa détermi-
nation réelle et positive, on considére l'intégrale

Sfla)= /‘“’ i dx.
/o

1+

1° Trouver U’expression de f(a);
2° Calculer avec quatre décimales la valeur de a pour
laquelle on a

2
f(a) = 5.
(Juillet 1902.)
Lille.
EprevvE EcriTE. — 1. Définition et expressions diverses

de la courbure d’une figure plane ou gauche. Cas parti-
culier ot la courbe est plane : expression de la courbure
en coordonnées polaires; cas ot la courbe, en coordonnées

Ann. de Mathémat., 4 série, t. III. (Mai 1go3.) 15
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cartésiennes, est définie comme enveloppe d’une droite
mobile.

II. Trouver une ligne plane telle que, sion la transforme
par rayons vecteurs récipraques, les courbures de la ligne
et de sa transformée, en deux points correspondants,
solent dans un rapport constant.

SoLuTION.

r étant le rayon polaire, p la distance du pole a la tangente
et C la courbure, on a
L
T ordr

Affectons de I'indice 1 les éléments de la courbe transformée;
a? étant e module, on a

r r
rri= a?, =4,
P M
et par suite
t dp
Ci=—(2p—r-t).
t=a\?? dr

En exprimant que G; = mC, on obtient une équation diffé-
rentielle immédiatement intégrable qui donne

p=k(r2+ a>m).
Mais alors
C = 2k = const.,

et la courbe demandée est un cercle quelconque du plan.
Pour obtenir ce résultat par I'emploi des coordonnées
polaires p et w, on fera, dans I’équation différenticlle du
second ordre du probléme, le changement de fonction :
u P I\
=P+ —>
P
A ¢tant une constante convenable, et Von sera ramené a l'in-

tégration de .
d2u

dot =

(Juillet tgo1.)
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EPREUVE ECRITE. — 1. Conditions que doivent remplir la
constante a et la fonction rationnelle R pour que l’inté-
grale définie

-+ ®
f eaxr R(er)drx

ait un sens. Expression de cette intégrale au moyen des
affizes des pbles de la fonction R(e*) compris dans la bande
Jormée par l'aze réel et la paralléle a cet are menée a la
distance 27.
2§
Application au calcul de la sommeze_? étendue a

toutes les racines § de l’équation
e 4+ e23 41 = o,

qui sont comprises dans la bande précédente.
(Voir HErmit, Cours d’Analyse, 4° éd., p. 118 et suiv.)

IL. Trouver, en coordonnées polaires, l’équation finie des
courbes planes dont le rayon de courbure R en un point
est dans un rapport donné a avec le rayon vecteur de ce
point. Signification géométrique des deux constantes d’in-
tégration.

. , 1
Construire l’une des courbes cherchées pour a= —
2
eta=—oa.
( Voir Tisseraxp et PAINLEVE, Erercices d’Analyse, p. 313
et suiv.) (Juillet 1902.)

QUESTION PE cOURS. — Montrer que lintégrale

- ¥ dr ,
L. Vi—z?) (1 —krae?)

on x désigne une variable complexe est susceptible d’une
infinité de valeurs.

Quelles sont toutes ces valeurs? Quelle est la nature de
la fonction z envisagée comme dépendant de la variable
complexe z?
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ProBLEME. — 1. On donne l’équation différentietle li-
néaire
du d?u d3u
f(u)=au+a;%+agm —l—a;;—(m =0,

on a, ay, a,, az sont des fonctions quelconques de la va-
riable x. Trouver toutes les fonctions v de x telles que le
produit v f(u) soit, quel que soit u, la dérivée d’une fonc-

. .. du d?u
tion linéaire de u, T2’ dz’

L. Soit g(v) = o l’équation différentielle qui détermine v,
montrer que I’équation avec second membre

S(u) =R(z)
s'intégre par des quadratures si l’on connait la solution
générale de l’équation
g(v)=o.

[II. Sous quelles conditions les équations
S(u)y=o0, g(v)=o0

ont-elles les mémes intégrales?

Traiter en particulier le cas ot az; = o.

L’équation g(v)=o0 n’est autre que l’adjointe de La-
grange de f(u)=o,

d(a,v) N d2(ayv) . d*(azv)
dx dx? dzs

g(0)=av—

Les diverses parties du probléme sont résolues dans les
Lecons de M. Darsoux (t. 1I. Chap. V, p. gg et suiv.).

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer, avec quatre décimales
exactes, par approximations successives, ou par toute autre
méthode la valeur maximum de la fonction ’

arc tangu arc tangu — u
g “+3 & ’

uw w?

quand u varie de o a + «. (Novembre 1go2.)



(229 )

Caen.

EprevvE Ecmite. — 1. Intégrer 1’équation
0z 0z

ol 2oy 2% .

2a:yd$+(y m)dy o

Mode de génération des surfaces représentées, en coor-
données rectangulaires, par l’intégrale générale. Déter-

miner celle de ces surfaces, S, qui passe par la parabole

Y=o, z?2=9s%ax.

Transformer Uéquation de S en remplacant x et y par
rcosf et rsinb et, en partant de lU’'équation transformée,

trouver les lignes asymptotiques de S.

SOLUTION.

L’intégrale générale est
22+ yr=x 9(3).

L’équation de S

2z
224 y2=
Y 2a

On a, pour la projection des asymptotiques sur le plan des zy,
4 cos?20 + 3 sin20
’

dr? sind dr
%7+2rc050—ci§‘ cos20

5 R — 2 E =+ .0_ .
r2==0, r = C cosf tang <4_2

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver intégrale de !’équation
ou ou
—_—— = u3
ox dy

1
= pour x =t.

<

qui se réduit a

SoLuTION.

Cest
=1,
T xy (Juillet 1902.)
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EpReUVE EcRiTE. — 1. Etant donnée léquation

ou o2u ou
yz'- = (Ao—l— A]_}"+ Ag}’z)aﬁ +(Bo+ Bjy)—d—.};'—i—Cou

+ Ho+ Hy y+ Hy 2+ Hj 3,

ot Ay, Ay, ..., H; sont des fonctions connues de x, dévelop
pables suivant la série de Maclaurin, démontrer que
léquation admet comme intégrale un polynome en y,
dont les coefficients sont des fonctions de x et qui s'annule
identiquement pour z = o.

SoLuTION.

En substituant pour u le polynome cherché et identifiant
les coefficients des puissances de y, on trouve un polynome
du troisiéme degré en y, dont les coefficients sont déterminés
séparément par des équations différentielles ordinaires.

II. Courbe plane telle que le rayon de courbure en un
point quelconque M soit double du rayon du cercle passant
par Uorigine et tauchant la courbe en M.

SoLuTION.

L’¢quation différenticlle est

4yt dz?— dy? .
zdy —ydr = drd*y—dydix’

transformant en coordonnées polaires, on trouve des spirales
logarithmiques et des hyperholes équilatéres ayant leur centre
a lorigine. (Novembre 1902.)

Poitiers.

EPREUVE ECRITE. — De Dexpression générale du rayon de
courbure d’une section normale en un point d’une surface
déduire ’équation differenticlle des lignes asymptotiques :
1 &, y €étant variables indépendantes; 2° s, x, y étant
Jonctions des variables indépendantes r et 0 (z = rcos0,
¥y = rsinf),
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Trouver les projections sur le plan xOy des lignes
asymptotiques de la surface représentée par léquation

z =z arc tang% + ylog Vzi+ 2.
: o ' v de
EpPREUVE PRATIQUE. — Calculer Uintégrale —_
B

Sy (1 2%)
1° En passant par Uintégrale indéfinie;
., s ' 2dr L .
2° En considérant d’abord ~———— (onadésigne un
o VI1+ax:
paramétre);
3° En développant en série. (Juillet 1902.)

Marseille.

EprEULVE ECRITE. — 1. Etant donnée Déquation différen-
tielle

qui admet la solution particuliére yy= x?, calculer celle
des intégrales qui s’annule ainsi que sa dérivée pour
r =—1I.

En considérant x comme une variable imaginaire, déter-
miner dans le plan des x les points singuliers de la fonction
que l’on vient de calculer. Indiquer la mantére de former,
avec les valeurs initiales * = —1, y = o, toutes les déter—
minations de cette fonction en un méme point du plan
des z.

SOLUTION.

L’équation linéaire proposée est rendue facilement homo-
géne et admet l'intégrale demandée

Yy =x*+ farclangxr + T —I1.

II. On considére dans une surface les sections faites par
deux plans rectangulaires se coupant suivant une tangente
a la surface.

Démontrer que la somme des carrés des rayans de cour-
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bure de ces deuz sections ne change pas quand les deux
plans tournent autour de leur intersection supposée fize.

SoLuTION.

Les axes des deux plans faisant avec la normale & la surface

K N s .
des angles 6 et 5 0, on a, d’aprés le théoréme de Meusnier,

const. = cosfh _ sinf 1
T R T R T VR R
EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les intégrales définies

coefficients réels
dr Az A + Btang?x
- ’ ) . - dx.
K2— tang?zx (hz—tang?z)? (K2—tang?z)?

SoLUTION.

On pose

K? = tang?a,
ct 'on prend les dérivées logarithmiques par rapport a a des
deux membres de la formule

sin(a + z)sin(a — &)
cos?a €ostw ’

tang?a — tang?z =

en intégrant ensuite par rapport & z on obtient la premiére
des intégrales demandées. La deuxiéme intégrale se tire de la
premiére par une dérivation sous le signe d’intégration. La
troisiéme intégrale est une combinaison simple des deux
premiéres. (Juillet 1902.)

EPREUVE ECRITE. — 1. Démontrer que, dans les trois cercles
sutvant lesquels la sphére osculatrice en un point d’une
courbe est coupée par les trois faces du triédre mobile lié
au point de la courbe, ’un est la somme des deux autres.

II. Lignes de courbure de l’hélicoide gauche & plan di-
recteur. .
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EpREUVE PRATIQUE. — Calculer la valeur de Vintégrale
définie
f+ao dz
-_"" —
. 31
ot z a des valeurs REELLES. (Novembre 1g902.)
Rennes.

EPREUVE ECRITE. — I. Ezxposer la méthode de Cauchy pour
Uintégration d’une équation linéaire homogéne & coeffi-
cients constants.

II. Intégrer l’équation différentielle

adry
dz? ~

(1 +x?) 2(/7z-|)x%+m(m—-l)y=o.
° En changeant les deuxr variables au moyen des re-

lations
m

z = cotw, y=(+2)z,

et prenant z comme nouvelle fonction;
2° E'n changeant de fonction au moyen de la relation

dam—1y
=] 2\m .,
y= (l +z ) dxm—1
Comparer les valeurs de y obtenues par ces deuxr mé-
thodes et en déduire les expressions en w de

m am
2
a m(alc tangx) et T log (1 -+ x?).
EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer les lignes asymptotiques

de la surface qui a pour équation en coordonnées rectan-
gulaires
s = 4(x2+ y?).
(Juillet 1902.)

Besangon.

QUESTION DE coURs. — Ezposer la théorie de la différen-
tiation et de l’intégration sous le signe somme,
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ProsuEME. — Soient, sur une courbe C, A un point fixe,
M un point variable, s ’arc AM de la courbe C, R le rayon
de courbure de la courbe relatif au point M. Déterminer
la courbe C de telle sorte qu’on ait la relation .

2 2 2 2
dR\? R3— m3 3__ R%
\\ds)zg( mz(f )’

mi p3
m et p étant deux quantités données.
On utilisera les formules connues

dx = all_{s’ dx = ds cosa, dy = dssina,

x et y étant les coordonnées rectangulaires du point M,
a l’angle que fait la tangente a la courbe avec l’axe des x.
SoLuTioN.

On obtient d’abord « en fonction d¢ R par une quadrature

2 .
qui s’effectue facilement en prenant R® comme variable auxi-
liaire. On a ensuite 2 et y par des quadratures. Les courbes
demanddées sont des ellipses.

EPREUVE PRATIQUE. — On envisage U’équation
r =y -+ esinx,

développer cosx suivant les puissances de e par la formule
de Lagrange jusqu'au terme en e* inclusivement.

SoLuTION.

e
€0SZ = 008y ~+ ~ (OS2 y —1)
e
—+- _§(3 cos3 y — 3 cosy)
e?
=+ 7§(16 cos4y —ibcos2y)
K

et .
+ 557 (125 €085y —135¢cos3y +10COSy) . ...
4
(Juillet 1902.)
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QUESTION DE COURS. — Courbure et torsion des courbes
gauches.

ProBLEME. — E'tant donnés trois axes rectangulaires Oz,
Oy, O3, on considére un hélicoide représenté par l’équa-
tion

Y

4 = aarc tang —
xz

et dans le plan des xy une lemniscate dont l’équation est
(22 yry=ar(at— y2).

1° Calculer la longueur d’un arc quelconque de la
courbe G suivant laquelle I’hélicoide est coupé par une sur-
Sace cylindrique ayant ses génératrices paralléles ¢ Oz
et la lemniscate pour directrice;

2° Calculer le volume situé dans l’angle des coordonnées
positives limité par le plan des xy, la surface cylindrigue
et la surface hélicoidale;

30 Calculer le rayon de courbure de la courbe G enl’un
quelconque de ses points et en étudier les variations.

(On_fel'a usage des coordonndes cylindriques r =/ x*+y?,
0 = arc lang'—}:, z.)
P
SoLuTION.
L’arc s de la courbe C est donné par la formule
s = a arc sin{y/2 sin6) + const.

Le volume demandé est

T

* @ yeos29 3 /n
a[ Odﬂf rdr= _a_(z_l)-
<o 0 8 \»>

Enfin R étant le rayon de courbure de G, on a
4a?cos*0

- ————
1+ 8 cos20

0 variant de zéro a g, R décroit d’abord de la valeur -23—aju5-
3
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ayy
4

qu’'a un certain minimum égal a » et croit ensuite de ce

minimum jusqu’a la valeur a.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer Uintégrale

: (23 +1)dz

A (# +1) V2 —=37z +2

SOLUTION.

La valecur de cette intégrale est

It \/§+1510g(1+y/;)

4
(Novembre 1902.)
Montpellier.
EPREUVE ECRITE. — Déterminer une courbe plane telle

que la portion de la tangente comprise entre le point de
contact et une droite fixe ait une longueur donnée. Former
léquation de cette courbe, et étudier sa forme. Calculer
le rayon de courbure et les coordonnées du centre de
courbure en un point de la courbe. Former l’équation
de sa développée. (Novembre 1g02.)

Grenoble.
EPREUVE ECRITE. — L'équation
pit+qi—2pxr—ogy+i=o0

étant donnée, on demande :

1° D’intégrer complétement cette équation et de déter-
miner la nature des surfaces intégrales;

2° De transformer cette équation en supposant que les
azes de coordonnées tournent d’un angle a autour de O z;

3° De rechercher s’il existe des surfaces intégrales qui
soient de révolution autour de Oz. '

EPREUVE PRATIQUE. — Par les points d’une hélice tracée
sur un cylindre circulaire droit on méne des paralléles &
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une droite fizxe : on demande d’étudier le licu des traces
de ces paralléles sur un plan perpendiculaire a ’axe du
cylindre. (Novembre tgo2.)



