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[I2f]
UN PARADOXE DU CALCUL DES PROBABILITES;

Par M. R. pe MONTESSUS.

Dans son Zraité du Calcul des probabilités, J. Ber-
trand se propose de rechercher la probabilité pour
qu'une corde quelconque d’un cercle soit plus grande
que le coté du triangle équilatéral inscrit et, a ce
propos, le célébre géomeétre résout les trois problémes
particuliers que voici :

I. D’un point quelconque A, pris & Uintérieur d’une
circonférence O et sur un diamétre déterminé xQy,
on méne une corde perpendiculaire a ce diamétre.
Quelle est la probabilité pour que cette corde soit
plus grande que le cété du triangle équilatéral inscrit
dans la circonférence?

. 1
Réponse : .

II. D’un point quelconque B, pris sur une circonfe-
rence, on méne une corde quelconque. Quelle est la
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probabilité pour que cette corde soit plus grande que

le coté du triangle équilatéral insc it?

Réponse : |-
ponse :

IlI. D’un point quelconque G, intérieur a une cir-
conférence, on méne une corde perpendiculaire au
rayon OC. Quelle est la probabilité pour que cette
corde soit plus grande que le cété du triangle équi-
latéral inscrit?

I

Réponse @ —-

De la divergence de ces réponses J. Bertrand conclut
que le probléme de la probabilité pour qu'une corde
quelconque d'un cercle soit plus grande que le coté
du triangle équilatéral inscrit est une question « mal
posée »; M. H. Poincaré dirait plutét que « le bon sens
ne suffit pas ici pour nous apprendre quelle convention
il faut faire ».

Nous faisons, en eflet, une convention en disant que
le probléme de Bertrand est identique & I'un des trois
problémes résolus au début. Nous convenons que les
cordes dont on compare les longueurs sont construites
d’une facon détermince : et il se trouve que la solution
du probléme dépend de ce mode de construction.

En quoi la solution du probléme de Bertrand dépend-
elle du mode de construction? En ce qu’il n’est pas de
comparaison possible entre les évaluations des nombres
de cordes résultant de procédés de construction dif-
JSeérents. Cette impossibilité, évidente s’il s’agit d’un
nombre de cordes limité, s’étend d’elle-méme au cas
d’un nombre de cordes illimité.

Tout au plus peut-on prendre des conventions plus
larges que celles adnises dans les trois problémes traités



(23)

au début : chercher, par exemple, la probabilité pour
qu'une corde menée d'un point quelconque d'un dia-
métre déterminé xOy d’une circonférence O soit plus
grande que le coté du triangle équilatéral inscrit ou,
mieux encore, la probabilité pour qu’une corde menée
d’un point quelconque du plan de la circonférence
vérifie la condition imposée.

Ces problémes sont faciles a traiter. Nous y trouve-
rons lieu de confirmer I'indétermination du probléme
de Bertrand.

Prosirve 1. — D’un point quelcongue M situé sur
un diamétre déterminé et indéfini x Oy d’un cercle O

de rayon 1, on méne une corde quelconque; quelle est
la probabilité pour que cette corde soit plus grande

que le coté du triangle équilatéral inscrit dans le
cercle?

Le point M peut se trouver soit entre les points O
et H, H milieu du rayon OA, soit entre les points H
et A, soit au dela du point A.

Dans le deuxiéme cas, les cordes menées de M, sont
plus grandes que le coté du triangle équilatéral si elles
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tombent dans 'un des angles PM, 0, RM; A définis par
les cordes PM,Q, RM,S égales au co1é du triangle
équilatéral. Au contraire, les cordes qu'’il est possible
de mener de O tombent dans 'un des angles PM,x,
RM,P, yM,R. Ici, le nombre des cas favorables est
représenté par la somme d’angles

P N U N N P N
PMy2+RMA =PMy2+AMQ=2PMy2 =27 —20M,0,
et le nombre des cas possibles par

N TN
PMyx +~ RMyP + yM;R = .

Soit OM,= x; le triangle OM;Q donne

0Q _ x 1 _ x
o~ AN 1
sinOM,Q  sinM,QO sinOM,Q sin & <0u —?—>

et
.1
OM;Q = arc sin vy

On remarquera que I'angle OM,Q est obtus; si donc
on prend pour arc sin la détermination comprise entre o

™ ’ .
et . on devra écrire

L
OM,;Q = n — arc sin —-
2x

Il en résulte que le nombre des cas favorables est repré-
senté par

. 1
2arcsin —-
2

Dans le premier cas, loutes les cordes vérifient la
condition imposée; le nombre des cas possibles étant
représenté par =, comme précédemment, le nombre des
cas favorables sera également représenté par .
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Dans le troisiéme cas, ou I'on prendra OM; =y,
si M; T, M;KL sont respectivement la tangente et la
corde égale au coté du triangle équilatéral menées
de M;, les nombres des cas favorables et possibles

SN
seront représentés par les angles OM;K, TM;0. Le

triangle OKM; donne

/\ /\
sin O M3 K sin OKM;

3

OK - OM;
d’ou
N .
PN sin LKO (ou sin g)
sin OM3K = ’
Yy
donc
N R 1
OM;K = arc sin —;
de plus,

N
OT = OM;sin TM;0 et m — arc sin —.
N

Ainsi, pour un point My, situé & la distance x du
I “Je. s »
centre, - <x <1, la probabilité d’une corde plus
grande que le coté du triangle équilatéral sera

. 1 . 1 N
2arc sin — arc sin —
22 22 I
—_—, i —= <~
T L 3

AN

pour un point My, situé a la distance y du centre, la
probabilité sera

. R §
arc sin — . arc sin ;7/ \
vy
- 7, — — =
. 3 < . 2
arc sin — arc sin —
Y \ Y

LA PROBABILITE EST DONC FONCTION DE LA DISTANCE DU
POINT M AU CENTRE.
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Revenons au calcul de la probabilité pour un point M
occupant une position quelconque sur un segment
OP = a de la droite 20y.

Partageons OH en 7 parties égales par les points Hy,
H,, ..., H,_,, situés aux distances

1 2 n—i
= Ty = —> ceey Tp—t= ——
du point O et prolongeons cette division jusqu'au
point A par les points H,py, Hppgy ..., Hapoy d’ab-
scisses

1 I
T p+1 =;+2—n’

1 2
Tn+2 :;+:z_n’
e ey

1 n—1i
-7”2/1—1:;‘*— B

ct enfin jusqu’au point P par les points A, A,, ..
A p d’abscisses

Yen+t =1+ —

an
2

Yon+e =14+ — >
2N
r

an+p=1-+ —-
Y ! 2n

L’ensemble des cas favorables sera pour les points
Tyy oony x”7| :

(n—1)7;
pour les points Xny, Tnyay vy Lanoy :

i=2n—1

A |
E 2arc sin —
22;

i [
i=n+1
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pour les points yuayi, Yanges -+ -y Vonyp
j=2in+p
arc sin —‘—;

j=2n+1 Yi

tandis que les ensembles des cas possibles seront res-

pectivement
j=2n+p
.
(n—1n)m, (R—1)m, Z arc sin —-
) Yi
j=2n+1

La probabilité pour Pensemble des points considérés

sera donc
i=2n—1 j=2n+4p
.1 .
(n—1)m ~+ Z 2arc sin — - 2 arc sin ——
22; 2y
i—=n+1 j=2n-+1 .
j=2n+p
.1
2(n—1)m+ E arc sin —
. Yi
j=2n+1
Or,
i =z =
Yiv1— V= Zi+it =
écrivant I'expression précédente comme suit :
i=2n+1 j=2n+p
T D = el
-(1—— )= 2are sin — (& — —(Yj+1—
> P 27, i1 i 2y, Yi Yi
i=n-+1 j=2n+1
j=2n+p ’
<x I)TE—‘-— E arc sin — (¥ Yi)
—_ = — (V1Y
n . Yi
Jj=2n+1

il résulte, en faisant croitre n indéfiniment, que la
formule

1 a
T L1 Lol
e o 2arcsin — dv + arc sin — dy
2 f 2 A 2y
P= 2

a
. I
T 4 arc sin — d
f T




P
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représente la probabilité pour qu'une corde quelconque
menée d’un point pris au hasard sur le segment

OX=a>1

soit plus grande que le coté du triangle équilatéral
inscrit.
Sil’on observe que

Lo .o z x\2
farcsm~«dx=xarcsm~—+—alog [——i—‘/(—) —(],
z x 2 a

on pourra écrire

—+

;log(2+‘/§)+aarc sinZ—); -+ % log(2a+\/4a2—|)

«la

.

E—%aarcsini + log(a + yar—1)

o . . . 1 . . .
Si a tend vers l'infini, aarc sin— a une limite finie

ct P a par suite méme limite que

‘;log(ga—i—\/ja?—l)

‘log(a—f— Var—1)

’

P ¢
soit - !
2

. . | 1y X ,
Ainsi, ~ est la probabilité pour gu’une corde menée

@ un cercle d’un point quelconque d’uné droite indé-
Jfinie, déterminée et homogéne passant par son centre,

soit plus grande que le coté du triangle équilatéral
inscrit dans ce cercle.

Prosrime 1. — D’un point quelconque du plan
d’un cercle O de rayon 1, on méne une corde quel-
conque a ce cercle; quelle est la probabilité pour que
cette corde soit plus grande que le coté du triangle
équilatéral inscrit dans ce cercle?
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Aux chances A et p trouvées tout a I'heure pour un
point situé sur la droite xOy et a la distance d du
centre de la circonférence, il faudra substituer les
chances A.2nd, n.2nd de I'ensemble des points dont
la distance au centre de cette méme circonférence est
précisément d.

On obtiendra ainsi les expressions

k=n—1 i=2n—1 i=%n+p
. 1 . I
E T+ E 2Tx; arc sin — —+ E T Y jarc sin ——-—
2T 2Y;
k=1 i=n+1 i=2n+1
hk=n—1 i=2n—1 j=2%n+p
X+ Y+ T);arc sin 3,—
A=1 i=n+1 j=2n+1 /
et

20—

! L1 “ Lo
22 arc sin — dx + yarcsin —dy
22 A 2y

f dx—i—z‘f
0

2

S5

Si 'on observe que

1

xdx+f yarcsinldy
1 Ve

.o x? .o A —
z arc sin — dz = — arc sin - + — y/z? — a2,
r 2 r 2

on trouvera que la probabilité pour qu’une corde quel-
conque menée d’un point quelconque intérieur & un
cercle de rayon a (a >1), concentrique au cercle O,
soit plus grande que le cété du triangle équilatéral
inscrit est

= .1
1+4/3 — §+4a’arcsmi—(—i+v4a2—l

¢
4—2n+4a2arcsma +4yart—r1

La PROBABILITE EST ENCORE UNE FONCTION DU NOMBRE a&.
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La limite de cette expression, quand a tend vers
I'infini, est % : La probabilité pour qu’une corde quel-
conque menée d’un point quelconque du plan soit
plus grande que le coté du triangle équilatéral est
encore é

Quoi qu’il en soit, le probléme dépend d’une con-
vention arbitraire et, pour cclte zazson, il admet une
inFinite de solutions.

Au fait, considérons, par exemple, les deux opéra-
Lions suivantes qul chacune mateltalzsent le pl‘oblune
de Bertrand :

a. On lance une bille dans un canal creusé le long
d’une circonférence; on la fixe en son point d’arrét;
on lui adapte un index rectiligne qu’on lance aitour
de ce point comme pivot.

On lance une bille sur le plan d’un cercle limité
& la circonférence du cercle par un rebord ; on fize la
bille en son point d’arrét et on lui adapte un index
rectiligne; on fait tourner Uindex autour de la bille.

Dans P'une et Pautre de ces opérations, I'index, une
fois arrété, détermine dans le cercle une corde taniot
plus grande, tantot plus petite que le ¢6té du triangle
équilatéral inscrit. Cela posé, répélons I'opération a un
trés grand nombre de fois et soit a le rapport du nombre
des cordes plus grandes que le coté du riangle équila-
téral inscrit au nombre des cordes plus petites que ce
méme cOLé; puis reprenons 'opération & et calculons
ici encore le rapport du nombre des cordes de la pre-
miére catégoriec au nombre des cordes de la seconde
catégorie : on trouvera que les nombres a, 3 tendent
vers des limites xoN 1pENTIQUES quand le nombre des
cxpériences s’accroit de plus en plus.
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Nous ne saurions nous en étonner, car, dans cha-
cune de ces deux catégories d’expériences, le probléme
de Bertrand se trouve matérialisé au prix d’une conven-
TION spéciale, portant sur Ja maniére de lancer la bille
qui sert de pivol a 'index.

En derniére analyse, LA SOLUTION DU PROBLEME DEPEND
p'uNE conveENnTIon. J. Bertrand le savait, car, nous dit
M. Darboux dans son bel éloge académique du maitre
vénéré : « Celte question I'a préoccupé; il en avait
trouvé la solution, mais il la laisse a chercher & son
lecteur ».



