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[DP]
SUR LES FONCTIONS ADMETTANT LES SUBSTITUTIONS
D'UN GROUPE DONNE ET SEULEMENT CES SUBSTI-
TUTIONS-LA (*);

Par M. E. TAGGI.

Soit G un groupe de substitutions i une variable. Sup-
posons qu'il existe des fonctions complétes uniformes de
groupe G si ¥ = f(x) est 'une d’elles, toutes les autres
fonctions uniformes du groupe sont

Ay +u
® v+ p

et les substitutions s,(x), dont le groupe G est alors
discontinu, sont les racines de I’équation

(2) Sf(@)=f(s)
et en sont racines simples. Soit

Ay+ AT 4+ A X2+ ..
bo+ b1 + byt +...

3) y=f(z)=

ou a, et b, ne sont pas nuls a la fois, et ou les deux

termes de la fraction du second membre sont des fonc-

tions entiéres mises sous forme de séries convergentes.
L’équation aux substitutions peut s’écrire

Ao+ a;s +...
bo+bys+...

(4) y=f(@)=f(s)=

ou

(5) ap— boy + (ay—b1y)s +(ar—bry)s?+...=o,

(') Voir les Notes précédentes de l'auteur sur ce méme sujet
(Nouy. Ann., 1901, 1g02). .

Ann, de Mathémat., §° série, t. III. (Avril 1903.) 10



(146)
équation dont le premier membre est une fonction
entiére de s.

Réciproquement si y = f(x) est une fonction com-
pléte uniforme quelconque, cette fonction admet des
substitutions, en groupe discontinu, qui sont toutes les
racines de l'équation (2) ou (5) et en sont racines
simples.

Or, le premier membre de I'équation (5) étant une
fonction entiére de s, et les racines de cette équation
étant les substitutions s, du groupe G, on a (')

ai—b1y=
ao—‘bo}’ ?11
ag—bey 1 T e
(6) Go—boy  ar T3¢0
ay—b t I i
L P S

les quantités kg, kp, I, ... ne dépendant que des coef-
ficients de I'équation en s (5), c’est-a-dire de z et des
constantes a, b, et ayant pour principale propriété de
rendre convergentes les séries ¢, ¢,y @3, .. ..
Désignons par ¢, ¢, ¥s, ... les seconds membres

(') Voir les Notes de 'auteur : Sur les zé€ros des fonctions en-
tiéres (Nouv. Ann., 1901, 19o2).
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des équations (6)

‘«}i::?n

s = I +Imz

2 2?! 2.11

(7)

Yy = 05+ agy+ = 0

1—-3% 5 P29t 6?“

, . 1 4

Lorsque les séries Z-S—: PR sont conver-

n n

gentes, les %y, Ky, ... sont nulles identiquement; et les
fonctions ¢y, ¢,, ... se réduisent alors aux fonctions
symétriques

1 T 1
— — PR— ——y e
(8) Sn SmSn SmSnSp

(m#En#p#...).

Nous appellerons fonctions symétriques normales du
premicr ordre ces fonctions-la et, dans le cas ou ces
séries ne sont pas convergentes, nous étendrons cette
dénomination aux fonctions ¢ qui les remplacent ; on
voit, sur les équations (6), qu’il peut arriver qu'une
fonction ¢y, se réduise a une constante : il faut et il
suffit pour cela que b, et by soient tous deux nuls, ou
que an, et a, soient tous deux nuls.

Mais toutes les fonctions ¢ ne peuvent se réduire a des
constantes, car alors ag, ou by, devrait étre nul el avec
ce coefficient tous les a, ou tous les b, devraient étre
nuls aussi, ce qui ne peut étre.

Les fonctions ¢ non constantes donnent lieu aux théo-
rémes suivanls :

1. Les premiers membres des équations (6) étant
tous linéaires en y, deux fonctions § non constantes
sont fonctions linéaires l’une de l’autre.
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II. Toute fonction symétrique du premier ordre est
une fonction périodique de groupe G.

IIl. Inversement, toute fonction uniforme du
groupe G est une fonction linéaire d’une fonction
symétrique du premier ordre b, d’ailleurs choisie
d’une maniére quelconque pourvu qu'elle ne soit pas
constante.

IV. Les dénominateurs des premiers membres des

équations (6) étant tous égaux, si hgy hyy Ay, ..., Amm
désignent des constantes quelconques et @y, ag, ..., an
des entiers quelconques, on a
+
(9) Xo—*—)\l"!iul-*-)\g'-l)a,—i—...-I—)\mtpa,":—Fy_—P—’
av—boy

ce qui montre qu'une fonction linéaire entiére de
m fonctions symétriques du premier ordre { est une
Jonction du groupe.

Les dénominateurs a,— &,y de deux telles fonctiouns
étant les mémes, leur quotient sera encore une fonc-
tion linéaire de y, c’est-a-dire une fonction du groupe,
en sorte que toute fonction du groupe pourra sc¢ mettre
sous la forme
(10) Ao+ Ay + Aadg ... ;

o+ b obe ...

il suffit pour le voir de vérifier que cette fonction est
une fonction linéaire de ¢, par exemple, dans laquelle
les coefficients sont arbitraires.

Les considérations précédentes donnent un moyen de

former les fonctions uniformes de groupe G, au moins
s . T 1

lorsque les séries Zs_’ ;37 -+ sonl convergentes : les
n n

fonctions du groupe sont toutes les fonctions linéaires

de ¢, ou de {3, ou de s, .... Lorsque les séries pré-
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cédentes ne sont pas convergentes il faut introduire des
quantités ky, k,, ... dont la propriété principale est de
rendre ¢, ¢, ... convergenles, mais qui ne sont pas
entiérement délerminées par cette condition, en sorte
qu’ayant choisi, par exemple, certaines fonctions &; qui
rendent convergente ¢, on ne peut étre assuré que la
fouction @, ainsi formée admet les substitutions du
groupe. 1l ne parait guére possible, dans I’état actuel de
cette théorie, de lever cette ambiguité; et nous nous
bornons & ce premier résultat que toute fonction du
groupe est déterminée comme fonction linéaire de I'une
quelconque des fonctions (7)

2 2w 2o
.o ? y s sy
i S, SmSn SmSnSp

lorsque ces séries sont convergentes; et, a ce sujet, on

peut ajouter qu’il n’est pas nécessaire que celle des
séries qu’on emploie soit absolument convergente; il est
évidemment suffisant qu’elle soit convergente lorsque
ses termes sont rangés dans un certain ordre.

On peut penser que, au lieu de I'une des fonctions
précédentes, on peut employer 'une des fonctions

1 T 1
2 a3 2 T G

Nous allons voir que, généralement, on ne le peut
pas.

Appelons fonctions symétriques normales de 'ordre w
des fonctions telles que les fonctions (7) ot les s, sont
remplacées par leurs puissances de degré w, s, lorsque
les séries sont convergentes; ou, dans le cas général, des
fonctions analogues aux fonctions ¢ out le méme chan-
gement a lieu, en méme temps qu’un changement cor-
respondant dans les %,y k,, ..., ce qui revient, ainsi
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qu’il est facile de voir, a remplacer dans les ¢m, oy, ¢,
P3y - - PAT Pwy P2es Paey -« - - -
Les fonctions normales d’ordre w ainsi formées se
réduisent aux suivantes lorsque celles-ci sont conver-

gentes
t 1 1
E — E N E e
s@ sW & sw swsw’

m°n m°n°p

Les fonctions ¢,, @3, ..., ¢, sont alors les analogues
de ¢, =9, et sont d’ordres respectifs 2,3, ..., w; les
fonctions analogues a ¢, sont

Sour oD, s(gsted) S(gsel) oo

et sont d’ordres respectifs 2, 3, 4, ...; elles se réduisent
respectivement a

2w 2
-3 — e
SimSn Sh83

lorsque ces derniéres dérivées sont convergentes. Les
fonctions d’ordre ©, w11 Yw,2s Yw,35 -+ (Jw,m étant celle
qui est tirée de $m), sont des fonctions rationnelles
des ¢ et, par suite, de y; elles admettent donc toutes
les substitutions du groupe G, mais elles en admettent
généralement d’autres. En effet, sauf exception, la fonc-
tion @, qu'on tire de la deuxiéme équation (6) est une
fonction du second degré de y; ©;, qu'on tire de la
troisiéme, est du degré 3 en y; en général, ¢, est du
degré m en y; il y a exception, par exemple, si ¢, se
réduit a une constante, cav alors ¢, el v; sont du pre-
mier degré en y, 9x est du second degré, ... si 9, et g
sont constants, ¢; et ¢; sonl du premier degré, etc.;
d’une maniére générale, ¢,, peut se réduire a un degré
inférieur & m, méme au premier degré, par exemple
81 04y 92y ...y Om_y sont des constantes, ¢, peul méme
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e s , . .
se réduire & une constante. 1l s’ensuit que yu,m qui
contient linéairement 9, est généralement une fonc-
tion rationnelle de degré m w de y, mais peut se réduire
au premier degré, ou méme a une constante; y,, » ad-
met donc généralement d’autres substitutions avec celles
de G, et ce n'est que lorsque 7, n se réduit au premier
degré, c’est-a-dire & une fonction linéaire d'une fonc-
Lo . .
tion ¢, que 7y, m est une fonction du groupe. Nous
concluons donc :

Les fonctions symétriqgues normales d’ordre w,
Lw,m sont généralement des fonctions rationnelles de
degré mw de toute fonction y du groupe; ce n’est que
dans les cas particuliers oii yy m se réduit & une fonc-
tion du premier ordre 4, qu'on peut employer o n @
la détermination du groupe.

Les fonctions ¢, sont les fonctions d’ordre w formées
au moyen de ¢, :

1= Y11y P2 = Y 2,1y P3 = Y3,1y R} Pw = Yw,1»

Si p,(=1{,) n’est pas constante, on emploiera cette
fonction, qui est la plus simple a former dans le cas
ou 2}[- est convergente, pour déterminer les fonc-
tions f(x) du groupe

_ e+ p
T =S5

. 1 c e
Si 2; est convergente, mais constante, on pourra

T
alors employer 03 =— Y —
P .y Iy s2

—Mpatp
T = S0
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. . . . I .
et ainsi de suite. Si Zs—m est convergente et si toutes
n

les sommes analogues relatives aux exposants 1, 2, ...,
© — 1 sont divergentes, on sait (') qu'il est des cas
ou les hy, kg, ... sont telles que ¢y, ¢z ooy Qo4 SC
réduisent a des constantes, ou sont méme nulles; donc,

. . I
si w est le plus petit nombre pour lequel E — est con-

s(‘)

n

vergente, on est conduit & employer cette fonction o,
de la méme maniére que lorsque les fonctions d'indices
inférieurs sont constantes; les fonctions entiéres dont le
rapport est y = f(x) sont alors de genre w — 1.

Mais il faut remarquer qu’on ne peut étre assuré a
Vavance que les h,, kg, ... sont tels que ¢, 9a, ...,
w — 1 sont constantes. Il s’ensuit que out ce qu’on peut
affirmer, c’est que o, admet toutes les substitutions don-
nées, mais peut en admettre d’autres, et il restera a voir
si le groupe de ¢, est le groupe G donné ou contient G
comme sous-groupe.

En général, un groupe G de substitutions contient
des sous-groupes et se décompose sous forme d’une
somme de sous-groupes, c'est-a-dire qu'il existe des
sous-groupes

&1y 82 &3 crey gp’

tels que le groupe G peut éire considéré comme I'en-
semble de toutes les substitutions de tous les sous-
groupes g, (sauf dans chaque sous-groupe la substitu-
tution identique qu’il ne faut pas répéter) el de la
substitution idéntique s = o.

Supposons qu’il existe une fonction f,(x), uniforme
ou multiforme, admettant les substitutions de g,. La

(') Voir la Note : Sur les ze€ros des fonctions entiéres (Nouv.
Ann., 1go2).
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fonction cherchée est une fonction uniforme de f,(x).
Les substitutions de g, sont les racines de I'équation

(11) Jo(s) =Fp(2).

Les fonctions o, ¢, ..., o, relatives a ce groupe g,
sont déterminées de la méme maniére que pour le

. 1 I
groupe G, en en rctranchant respectlvemem ot Ier N
r X

on a les sommes

Z(n-z) Ze-g) -

relatives au groupe g,, sauf, dans chacune d’elles, le
terme correspondant i la substitution identique. Si I'on
fait le méme calcul pour tous les sous-groupes g,, on
voit que chacune des fonctions ¢, relative au groupe G

1
est obtenue par la somme de o et de termes provenant

chacun d'un sous-groupe.

Ceci sera utile pour la formation des fonctions o,
en employant particulierement des sous-groupes g,
d’ordre 1, c’est-a-dire formés au moyen d'une seule
substitution fondamentale.

On pourra aussi procéder autrement : former la
somme (y compris la substitution identique) des termes
relatifs a un sous-groupe, puis substituer a x dans cette
somme une fonction s d'un autre sous-groupe, puis
une autre, et ainsi de suite. Dans tous les cas, 9m sera
obtenue par une somme de termes dont la formation
¢st méthodique.

Si, en particulier, toutes les substitutions sont algé-
briques et, par exemple, si les sous-groupes fondamen-
taux sont les groupes de N fonctions rationnelles, les
termes P, obtenus par la seconde méihode sont tous
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algébriques
?”,:2?,, (p=1,2 ...,
)

et dans certains cas sont méme rationnels : on a ainst
une fonction du groupe donné, sous forme de série de
fonctions rationnelles ; mais généralement les termes P,
dans la seconde formation comme dans la premiére, sont
transcendants, méme lorsque toutes les substitutions
de G sont algébriques. Nous donnerons ultérieurement
quelques détails sur les groupes de substitution algé-
briques et les fonctions qui y sont attachées.

Les relations (6) permettent encore de démontrer une
formule qui sera utile dans bien des cas lorsque les
séries (7) sont convergentes : soit « une valeur quel-
conque de x autre qu'un point multiple du groupe ou
I'un de ses transformés s, (x) s’il en existe, et soit § la
valeur qu’acquiert y lorsque x égale a. B —y s’annu-
lant avec o — x, on peul écrire

1—-;:(1——5)@(:@').

x

Changeons x en s, () dans cette égalité; y ne changeant

pas, on a
B _ o
1—; = <1— s,t(z)> P(sn).

~ x
Le facteur 1 — o ne s’annulant pas lorsque z =a,
n

puisque « n’est pas un point multiple du groupe, on est
conduit a écrire

l——; —_—. ((——;1) <l—— ;%) ¥ (z,sa).

D'autre part, deux facteurs tels que 1—

2 _n
¢

, sa(Z)

peuvent s’annuler a la fois; car, alors on aurait a la fois

sn(@) = sm(2) =,
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ce qui ne pourrait arriver que si a était un point mul-
tiple du groupe ou un transformé d’un tel point par
les s,, s'1l en existe. On est donc conduit a écrire

I VA ()

ou le produit I I est étendu a toutes les substitutions

du groupe, Or, P a une expression trés simple. En effet,
le produit qui suit P, dans I'hypothése faite, est

y—2B
Py

=1+ o+ a2dy+ a3y +...,

et nous avons vu qu’une telle fonction (g) est une
fonction du groupe, c'est-a-dire une fonction linéaire
de y; d’ailleurs cette fonction s’annulc avec y — B,
donc Py est de la forme Ay —+ TN

P=)\+E'
Y

On déterminera les deux coeflicients A et i en se don-
nant les valeurs de » pour deux nouvelles valeurs o,
@’ de x. Si, par exemple, y s’annule avec z ('), on
ap=o0, P =const.

Dans ’analyse précédente on a supposé que o n’était
pas un point multiple de G ou un transformé d’un tel
point; mais il est clair qu'on peut poser a priori I'éga-
lité (12), ou P est déterminé par cette égalité méme, et
cela guel que soit a; le théoréme démontré est donc vrai
quel que soit o (pourva que B soit fini et déterminé,
c’est-a-dire pourvu que « soit distinct des poles et points
essentiels de y, ou du groupe). Ce qu’il y a de parti-

(*) Parmi les fonctions du groupe, fonctions linéaires de I'une
d’elles, il y en a toujours une infinité qui satisfont a cette condition.
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culier dans le cas ou « est un point multiple du groupe,
c’est que « est une racine de I'équation y — 3 =o, d’un
ordre égal au nombre des substitutions

sn(x) (n=o0,1,2,...)

(ui s’égalent en ce point, nombre qui peut d’ailleurs
étre infini.

Dans certains cas particuliers, il existe des fonctions
entiéres parmi celles de groupe G. Supposons’ que y soit
entiére, on voit par les équations (6), en y faisant

by=1, by=by=b3=...=o,
que I’'on a

A

Py
= Y, —- = ho+ A+ Aado 4. ..
S =4 L = e b

Ap— Ay

et, par suite, que la formule générale des founctions
entiéres est

(13) -)\——*- u A
' m H ° )\0+7\1‘!J1+)\‘1'~!J2+...

-

.. . 1
En particulier, si E - ¢st convergente, non conslante,
n

on peut prendre
X
(14) Yy = e -+ M.

Sn
n

Toutes les considérations précédentes s’appliquent
aux fonctions complétes uniformes, qui, toutes, comme
on sait, ont des substitutions qui les laissent invariables.
Elles ne s’appliquent pas, en général, aux fonctions
multiformes, parce que celles-ci ne sont périodiques que
dans des cas exceptionnels; mais les formules qui per-
mettent de trouver toutes les fonctions uniformes d’un
groupe G discontinu, lorsqu’il en existe, s’appliquent
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intégralement au cas ou il existe des fonctions multi-
formes, et non des fonctions uniformes, admettant les
substitutions du groupe G donné et seulement ces sub-
stitutions-1a. Nos formules donnent alors des fonc-
tions multiformes du groupe donné, fonctions ponc-
tales, linéales ou aréales, suivant que le groupe est
discontinu, simplement continu ou doublement con-
tinu. Mais, si ce sont les plus simples fonctions de
groupe G, ce ne sont plus les seules, puisque si f(x)
est une fonction multiforme admettant les s, données
et seulement celles-1a, en un mot de groupe G, toute
fonction de la forme

P ARACHN

ou 7y est une fonction multiforme non périodique quel-
conque, satisfait encore a ces conditions.

Nous allons maintenant donner quelques exemples
simples de détermination de fonctions uniformes au
moyen de leur groupe de substitutions :

1° Considérons d’abord le groupe des substitutions

sp(z)=nn+x (rn=o,%1,x2,...)

La série

O ! 1
2!3,.(1') ——Znﬂ—i—w
n

n’est pas absolument convergente; mais on peut ranger
ses termes dans un ordre tel qu’elle soit convergente :
on sait, en effet, que I'on peut écrire

en associant par couples les facteurs dans lesquels n a
deux valeurs égales et de signes contraires et faisant
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croitre ensuite n 4 partir de 1. On a donc dans les mémes
conditions, en prenant la dérivée logarithmique

SRS P
(15) tangr =z nrt+x nt 4+
n

(n=o0,%x1,F2,...).

On vérifie ainsi que les fonctions du groupe sont les
fonctions linéaires de tangx.

2° Considérons le groupe formé par les deux sortes
de substitutions

sp()=2nm+2a

=o,*1,F2,...).
sp(z)=(2p+1)"— (mp=o+1,%2...)

1 ’ ~
La somme 2 5 se décompose sous la forme

Sn Sp
P
D’apreés ce qui précéde, on a

IE I 1
-ds,, 212n1:+w 2 x x

nw—+ —  2tang —
2 2

1 ..
Pour former E ;> nous écrirons
P

cosx_ll A (ep+1=*F1,%£3,...),
(2p+1)

produit convergent si I'on associe les valeurs égales et
de signes contraires de 2p + 1, et si 'on fait croitre
2p 41 a partir de 1. La dérivée lqgarithmique donne
alors

—1I I
—t = = — —_—
ange 22(21)4—1)1:—2.2‘

™
(zp—)—l);-—-z
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et, par conséquent,

1 1 1 x
Es_p—E('zp—i—l)w—x =5 tneyr

On a donc enfin

U5 X5 IO R TS
n

tang —
n gz

x
—I—tang; = .

On vérifie ainsi qu’il existe des fonctions entiéres du
groupe, parmi lesquelles est sinx, qui sont données par
la formule générale

(14)

+ .
N
S
La formule générale (12) conduit dans ce cas, en fai-
™ . .
sant a = et @ =1, ala relation
o . T x
I—sinz =2sin?( - — —
(i-3)

et, par suite, a celle-ci

. LT
] — cosx = 2 sin? —
2

qui se trouve ainsi démontrée directement en ne se ser-
vant que du développement en produit de sinx, et des
substitutions de cette fonction.

3° Considérons encore le groupe des substitutions
de cosx

Sp=2nT + T
(n,p=o,%1,%2,...)
Sp=2pTW —2

La somme des inverses des substitutions est

I 1
2 9 tye=rs
2NT + & ApT—T
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Or, n et p prenant toutes les valeurs entiéres positives
et négalives, on voit que les termes dans lesquelsp = —n
se détruisent deux a deux en sorte que cette somme est
pulle : on peut alors employer la somme des inverses
des carrés des substitutions

PR E
Y s3

Puisque les substitutions s, ne sont autres que les sub-
stitutions s, changées de signe, la somme précédente

25 =—
Sn r

2 tang —

est 22 L. Or

-
Si

La somme cherchée est donc, en remarquant que

I
d-
, s I
=l g T T
Ex 22d I 1 I
2 _— TS — —_— — — .
s2 dz s, R x I — cosx

sin2 —
a

On vérifie ainsi que les fonctions entiéres du groupe
sont données par la formule (13).
On remarquera qu’au contraire, dans les deux cas

, . N [
récédents, par exemple dans le premier, ou — n’est
P » P P P ’ 2‘ s

pas constante,
2 R L
Rt 4% Aeds, langz’

1 L.
la somme 25 qu’on peut obtenir en dérivant par rap-

1 I
_2 = —— =1+ tangtz

s3 cos?x

port a x
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est unc fonction du second degré de toute fonction du
groupe, par exemple de tangz (*).
4° Considérons le groupe de la fonction elliptique
Ug=snm
Smym=4mK -+ am' iK'+ x,

sp.p =202p+1NK+2p K —2

(m) m'y P:P'= 0, ily *2,. )

La somme des substitutions

1 1
-
S m’ sl S ;)

wm' m pop

qui n’est pas absolument convergente est cependant con-
vergenle lorsqu'on range ses termes dans un certain
ordre qui résulte de ce qui suit et qui est d’ailleurs
employé dans la théorie des fonctions H, © de Jacobi.
Remarquant que p’ et m', comme p et m, sont indépen-
dants et prennent toutes les valcurs entiéres positives et
négatives, nous ferons p'=— m' et nous poserons

am' iK' +x = 3.
La somme est alors
P DI =i SFrrven
4mK+z 2(2/1+I)K—3J
m

I)
(myp=o,x1,x2,...; 3=x+2m (K, m=o0, 1, *2),

3

(') Dans les exemples qui précédent on aurait pu employer des
séries absolument convergentes sous la forme

Y(n-1) E(a-3)

mais cela complique I'écriture et ne donne pas d’autre résultat.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. II1. (Avril 1903.) 1
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ce qu’on peut écrire encore

A | 2 A |

s m 2m7:+——z P (2p+1)1t—-2——Kz

Sil’on compare la somme entre crochets a la somme (16)
relative 4 sinx, on voit que cette somme est convergente
en associant les valeurs de m et de p, égales et de signes
contraires, et que cette somme est

. ™
SIN —> 3

2K

La somme cherchée relative au groupe donné est

2K2 221\2 I

- T J e
e Sin z—l{(x+2m tK")

donc

"3K°
(m'=o0, 21, =2, ...)

ou, en faisant sortir le terme dans lequel 7/ est nul, et

associant deux a deux ceux dans lesquels m/ a la méme
valeur arithmétique,

sin — x
2
T 1 1
"R RV
n 4 sin ——(:L‘+2nzK’) sin;—'K(.'v—-zniK’)

(n=1,2,3,...).

Sous cette forme, la somme est convergente, n crois-
sant & partir de 1.

L’ensemble des deux termes soumis au signe 2 prend
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d’ailleurs la forme

. ™ cxrt . ™ . xrr
sm-Z—K(x-{-znzK)—q- sxn;—]—((x—znzK)

T R .
st—K(m—;—me)smi—K(x—me)

.o .
4 Sin — Z COSNIT —

2K K
= . ! T
COS2MIT — — COS = &
K K
. T qlz+q—lt
sin — z F—uf—
4 2K 2
- q2ll+q—21l T
I 1 _cos=x
2 K
On a dounc
fz 1 T 1
s 2K sin —
2K
. Ry q?ﬂ‘)
(17) +2—7—tsmlx2 9"(
K 2K

1—2 ZILCOSIT_t.x_*__ bn
n q K q

<q = e_ﬂg)

Ceci est une formule connue ; mais on peut la déter-
miner complétement par notre théorie. On sait, en effet,
que la somme obtenue ainsi est une fonction linéaire
de la fonction u= snx du groupe; or, on voit facile-
ment que :

1° Le second membre devient infini lorsque x s’an-
nule ou prend une valeur quelconque 2mK —+ am/(K/
qui annule u;

2° Le second membre s’annule lorsque x = {K/, c’est-
a-dire lorsque u devient infini.

La fonction formée, qu'on sait étre une fonction



(164 )
linéaire de u, ne peut donc étre que
Py
4
u
on A est une constante (). On trouve A en donnant dx

une valeur particuliére, par exemple la valeur K; ou

. . . " A
mieux, multipliant le développement précédent et -

si T
mn —x
. u 2K
par x et faisant x =0, - = ——— =71, 0n 2
T T
LS
2K
A=

la valeur K attribuée 3 x donne alors la formule connue

=T L 2T 9"
P=5K " KE(—i—q?"

ou

(') On arrive & la méme formule, plus rapidement, en considé-

rant le groupe de la fonction de y = sin 2_TIC‘Z

o(y)—snx (y:sm;ﬁx),
dont les substitutions sont (Nouv. Ann., 1900)

i) =,y +i—y i—ai=sw L (2 +3niK')

(n=o0,x1,*x2,...).

On est ainsi conduit immédiatement a la série convergente cal-
culée plus haut

1 AN 1
= (n=o0,%x1,%19,...)
an(y) Asin%(z—i—ﬁnil{')

. 1 x
ui n’est autre que = s
1 o)~ sz



(165 )
1 ’ . ’
La somme Z 5 n’étant pas constante et élant conver-

. . . I
gente au moins d’une certaine maniére, la somme » -
2: o

est, d’aprés notre théorie, une fonction du second degré
de u; cette remarque conduit 4 une démonstration inté-
ressante d’'une formule connue; on a

2 1 a + bu + cu?
s2 a+bu~+ cur

Or, la fonction H peut s’écrire, A étant une con-
stante,

x
H:)\xH (l+2mK+2m’iK’>

—)\.’I‘_ ! Sm, m’ Sp,p'
_[I imK +a2m'iK' l [ 202p +1) K+ 2p iK'

,
(m,m',p,p'=0,%x1,F2,...),

ou les produits indiqués sont convergents lorsqu’on
range les facteurs dans un certain ordre connu qui
résulte d’ailleurs de 'étude précédente. Les dérivées
de Sp,my Sp,prSONL S, =1, s;,,p,:-— 1 et, par consé-
quent, en prenant les dérivées logarithmiques des deux
membres de I’équation précédente, on a

e RO N i Jnried S I
= - — = —
H r Sm, m’ Sp,p’ Sm,m' Sp,p

et, en dérivant encore une fois,

H” H? E I 2 T a + bu + cu®
H Hz — st 7 a4+ bu+cu?

2
S, m' P P

Les zéros de s, n' 5p, p ne sont autres que ceux de u;
ce sont ainsi des infinis doubles du premier membre :
donc a' = & = o. D’ailleurs

Sm,m (— &)= —S—m,—m(T);  S2p+1,p'(— &) =— S—2p+1),—p' (@)
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et, par conséquent, lorsqu'on change x de signe, les
S W3 ., N 1
éléments associés deux a deux de la somme 2 G ne font

que se permuler, et celte somme ne change pas; mais u
change de signe, donc & = 0. On a donc finalement

a2 A

(18)

ou A et u sont deux constantes qu’on peut déterminer
. . I

en faisant wr =K, u =1 et x =K/, 5 = ©; on peut
trouver ainsi la formule servant a Pintégration de I'in-
tégrale de seconde espéce.

5 Considérons encore le groupe de la fonction
y=sn(K + x)
Smymr=4mK+a2m'iK'+ x

. (m,m' '=o,F1,+2,...).
Spopr = {pK +2p" iK' — 2z P ' ’ )

On voit que pour p=—m, p'=—m/, on a
Sp,p'==""Sm m'

, I
et par conséquent que la somme E; est nulle. La
1

somme
s2

est alors une fonction du groupe, si cette
somme n’est pas constanle el peut étre mise sous forme
de série convergente. On a d’ailleurs, pour la méme
raison que plus haut,

E l 2 [ E : E :
_ _y — =9

2 . 2

S, m $ st 33:

.
P ,m’

La fonction

I
(§mK +2m' iK'+ x)?

(m,m'=o,%x1,%2,...)

est donc une fonction du groupe. On peut le vérifier
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comme il suit (') : considérons la transformation
de snx

e = sn 1+k 2k _ I+Kk 1—vp .
= > T k) T 21—k *)

obtenue en divisant par 2 ’argument dans la transfor-
mation de Gauss et pour laquelle on a

1+ k . 1+ k.
Ki=1"%r k= 10k
2 2
1+ k . .
Posant g, = » xy = gy, lafonction H de Jacobi

relative a cette fonction peut s'éerire, dans les mémes
conditions de convergence que H,

! z
CaqH <I+ gnzKl—i—znz’i[{’l)
! x
ng,xH <I+ 4'mK+2m'z'K’>'

La dérivée seconde du logarithme de cette fonction est,
d’aprés ce que nous avons vu a propos de u= sn(x,h),
une fonction de la forme

—_— = —— = Ay
uz F 1k 51— i

d’ailleurs, la dérivée premiére est

Y s - St
x 4mK+2miK+z bmK—+o2miK +z
et la dérivée seconde

I
T o (4m K 2m (K + ;r)i'

. I
(1) On pourrait trouver une formule analogue a celle de 7 0

effectuant, comme plus haut, la somme indiquée; mais le procédé
de vérification que nous employons est plus rapide.

(*) Voir : Sur une representation des fonctions elliptiques et
leur analogie avec les fonctions circulaires (Nouy. Ann., 1got).
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La vérification est donc faite; on voit, de plus, que le
dénominateur de cette fonction linéaire de v est 1 — v.
Quant aux facteurs ) et u on les déterminera en don-
nant a x deux valeurs particuliéres.

La fonction p de Weierstrass, qui est une fonction
linéaire de tout cosinus elliptique v ayant les mémes
périodes ('), donne licu aux mémes calculs. A ce sujet,
il convient de¢ remarquer qu’au lieu des séries semi-
convergentes que nous avons employées qui conduisent
aux fonctions H, 6 de Jacobi, on peut employer des
séries absolument convergentes sous la forme

2(/— ;‘—) 2(/{,,— SL?),

ce qu’on sait faire dans le cas des fonctions elliptiques;;
ces séries conduisent alors aux fonctions ¢ de Weier-
strass, mais aux mémes fonctions périodiques u = sn.r,
¢ =— sn (K -+ 1‘).

Sur les fonctions rationnelles. — Les théorémes
démontrés plus haut sur les fonctions complétes uni-
formes s’appliquent évidemment aux fonctions ration-
nelles avec cette simplification que les sommes

1 i
- ’
Sn SmSn

sont ici toujours convergentes. De plus, au lieu de ces
sommes, on peut employer celles-ci

E Sny E Sm Sy ey

(') On sait qu'on peut exprimer p de six maniéres, deux a deux
de méme forme, en fonction hinéaire d’un cosinus elliptique ¢ de
mémes périodes [Sur les fonctions de premiére espéce (Nouy.
Ann., 1898)].
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car I'équation (5) se met sous la forme suivante, u étant
le degré de la fonction rationnelle » considérée

(5 (an-boy +(ar—biy)s—+...
| +(ap— by y) b1+ (ap—bpy)st=o,

et 'on peut employer, soit les équations (6) dans les-
quelles les h,, k,, ... sont nulles, soit les suivantes

ay—y—by sy ' )
7= ke il

(6') ay— bp-}’

ou ¢ est la somme des produits m a m des s, et ¢, la
somme de leurs puissances mi¢™e changée de signe. Ces
fonctions ¢/ sont d’ailleurs liées aux premiéres § d’une
maniére simple et se mettent sous la forme (10) et réci-
proquement.

Les plus simples des fonctions & employer pour former
les fonctions du groupe sont alors

- 11
S — Sne.
2o 2

Il peut arriver que celles-ci se réduisent a des con-
stantes; alors on emploiera des fonctions symétriques
du second ordre qui se réduisent au premier (*). Un

(') On remarquera que, s’il existe des fonctions entiéres y du
groupe (polynomes), b, = b,= ... = b, = o, toutes les fonctions ¢’

se réduisent a des constantes sauf la derniére I Is,l qui est une de

ces fonctions entiéres; on emploiera donc pour déterminer ces fonc-

r .

tions entiéres, soitl Is,., soit une fonction 7 inverse d’une quel-
m

conque des ¢, .
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exemple simple est fourni par le groupe
I T r —1 x

s=x, —, 1—ux, > ’ s
x {—x £ xr—1

pour lequel les trois fonctions précédentes sont con-
. 1 . ) .
. - 2 L
stantes; on emploiera alors Zs ou 2 =’ qui, d’aprés
ce qui a é1é dit précédemment, se réduit dans ce cas au

premier ordre et est une fonction du groupe. Si I'on
pose '=1—x, on a

(2 + 2 ?) (1 + 2222y + 2"+ 2
To- ’

xrz'?

2 2 2 u)
2—&—2.9‘3: (L2 (1 +22) 1+ ).

227’2

L’une des plus simples fouctions du groupe, fonction
linéaire de la précédente, est

§ (1=’ 4 (l—x a2

-;; Tarre Ty 2(l—ax )

N

fonction bien connue sous le nom d'invariant absolu
dans la théorie des fonctious elliptiques modulaires,
x étant égal a k2, carré du module.

Les considérations qui précédent s’appliquent a toul
groupe d'un nombre fini de substitutions : dans tous les

. I . .
cas, les fonctions Es, 115, 2 = ou a leur défaut des

fonctions symétriques d'ordre supérieur se réduisant
au premier ordre, donnent toujours des fonctions du
groupe, rationnelles ou non.

Il en est de méme de la formule (12) concernant deux
valeurs correspondantes de x et de la fonction y du
groupe; mais dans le cas d’un groupe fini, cette formule
peut s’écrire d’une maniére plus simple en employant
les fonctions symétriques des s, au lieu de celles de
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. 1 .. ,
leurs inverses = On a visiblement par la méme dJé-
n

monstration :

(19) B—y= P(a—x)n[a—s,,(z‘)]

ou le facteur P est de la forme Xy + u.

Une application fort simple des théories précédentes
dans le cas d’un groupe fini est celle de larecherche des
transformations rationnelles des fonctions elliptiques.
Sans entrer dans plus de détails, on voit immédiale-

ment que 'emploi des expressions Zs,,, l ls,,, fonc-
n n

tions linéaires de toute fonction du groupe, conduit aux
calculs mémes et aux formules d’Abel pour la trans-
formation impaire de snx, les fonctions s, élant de la
forme

4aK+2a’iK’\

sn(z + na) (n—_-r,‘z,...,;x;az
\ 20+ 1 ,

Quant a la fonction Eé, elle conduil a une autre
formule, et il en serait de méme de toute fonc-
tion ¢, (6'), mais ces formules sont plus compli-
qudes.

La formule (19) conduit d¢ méme aux formules
connues de 1=y, 1==%y (y étant le transformé
de snx, de module %) et fournit de ces formules une
démonstration fort simple. On voit que toute fonction
uniforme, ct en général toute fonction périodique,
susceptible de transformations en d’autres de mémes
formes, el dont les groupes sont analogues, satisferont
4 des relations analogues a celles qu’expriment les for-
mules de 1 ==y, 1 3= ).y dans les transformations de sn z.

Il convient de remarquer, au sujet des fonctions
elliptiques, que I'emploi de la théorie générale des
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groupes de substitutions n’est autre que la méthode
méme d’Abel; si celui-ci n’a pas dégagé explicitement,
des théories particuliéres ot il s’en est servi, la théorie
générale des groupes et des fonctions y attachées, s’il n’a
pas prononcé le mot de groupe, du moins on peut dire
que la notion générale de groupes de substitutions a
une variable se retrouve dans toutes ses théories, et il
s'en est servi de la maniére la plus heureuse. Clest la
surtout ce qu’ont d’original et de personnel les travaux
d’Abel, qui est ainsi le premier auteur de la découverte
des groupes de substitutions a une variable (*).

On pourra comparer la méthode que nous venons
d’exposer pour déterminer une fonction périodique au
moyen de ses substitutions, avec la méthode que nous
avons précédemment donnée (2) qui, employant les
periodes p,=s,(x)=n, au licu des substitutions s,
clles-mémes, détermine par une équation du troisiéme
ordre les fonctions du groupe, ou par une équation
linéaire homogeéne du deuxiéme ordre les fonctions en-
tieres dont les quoticnts sont les fonctions du groupe,
ainsi que le multiplicateur de ces fonctions entiéres.

A

On voit que, dans les deux cas, on a a employer des

.. 1 1 1 1. 14

series 2 ) 2 =0 ++-ou Z—s 2——— qui peuvent n'etre
s 52 )4 p?

pas convergentes et qu'alors lintroduction de fonc-

tions h, k, ! rendant convergentes ces sérics complique

le probléme, le choix de ces fonctions %, k, [, présentant

une ambiguité. Lorsqu’on peut déterminer sans ambi-

(1) Cette découverte a été faussement attribuée a Galois par plu-
sieurs auteurs; Galois avait surtout étydié les travaux d’Abel et il
ne serait pas étonnant que ses propres travaux s’en soient ressentis.
Mais la principale découverte de Galois, les groupes dits de Galois,
sont des cycles de permutations linéaires de lettres et n’ont rien dc
commun avec les groupes de substitutions 3 une variable.

(?) Determination des fonctions, etc. (Nouy. Ann., 1go2).
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guité ces fonctions %, k, ou lorsque les séries considé-
rées sont convergentes, ’avantage parait étre en faveur
de la méthode que nous venons d’exposer, car elle
donne immédiatement, sans intégration & effectuer,
une expression (ou plusieurs) des fonctions du groupe;
par exemple, dans le cas du groupe de snx, on a obtenu

, 1 . .
n — ait ce
le développement connu (17) de g €t on aurait celui

de snx en y changeant x en x — iK',

Mais la méthode de I’équation aux fonctions a mul-
tiplicateurs formée au moyen des périodes p = s — x,
qui a le désavantage d’exiger une intégration, a d’auntre
part I'avantage de déterminer les fonctions entiéres
dont les fonctions du groupe sont les quotients et, en
outre, le multiplicateur de ces fonctions; nous avons
va (loc. cit.) que cette méthode conduit, dans le cas du
groupe de snx, aux fonctions H, 0, ... de Jacobi, et aux
fonctions &, &y, ... de Weierstrass, et donne immédia-
tement leur multiplicateur. Chacune des deux méthodes
adonc ses avantages propres el aussi ses inconvénients;
cependant, ce que I'on sait de 'importance des fonc-
tions entiéres H, ©, ... ou &, dans le cas des fonctions
elliptiques, importance que n’ont pas les développe-
ments de la forme (17) montre que c’est la premiére
méthode que nous avons donnée qui, quoique au prix
d’une intégration, fournit les résultats les plus utiles (*).

(') Il ne faut pas oublier également que cette méthode nous a
donné divers autres résultats : conditions nécessaires pour qu’il existe
des fonctions du groupe, sous forme d’identités auxquelles doiveat
satisfaire les substitutions; condition unique (®" = ®W¥) pour qu’il
existe des fonctions entiéres du groupe donné, et expressions de ces
foncticns entiéres, etc.

Cependant, la seconde méthode fournit des résultats positifs dans
certains cas ot la premiére ne fournit que des résultats ambigus :

- 1
Nous avons vu, en effet, que la série Z = b lorsqu’elle est con-
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Rien n’empéchera d’ailleurs d’employer a la fois 'une
et 'autre des deux methodes et d’en contréler les appli-
cations l'une par I'autre.

vergente et non constante, une fonction qui admet toutes les sub-
stitutions du groupe et que, dans les cas ou les series

(@) Xy Yo o X

sont constantes, et dans certains cas ou ces séries sont divergentes,
I

cette fonction E — n’admet pas d’autres substitutions du groupe
sv ;

cette fonction est donc toujours une 1indication lorsque les prece-
dentes sont divergentes et, dans certains cas, elle est méme ’une des
fonctions cherchees du groupe donné

St Pon considere au contraire, pour apphquer la premiere me-
thode, les scries analogues aux precedentes, formees au moyen des
periodes p = s — & du groupe

I I I I
(%) Xy X oo Z,,T—n' 2
dans I'hypothese ou la w'*™° est convergente et les precedentes diver-
gentes ou nulles, on ne peut se servir de Z Lm et chiminer les

autres en choisissant, comme on peut le faire dans certains cas

1
pour les series Z i les iy, hy, . , h,_, de maniere que les séries

I I I
(0) Z (hl— 1—;)1 Z <h2— F), LI} Z(hw_l— p—u—l>
sotent nulles En effet, les fonctions & = A0, + 18, sont determi-
nees par les equations
6,0,—6,6, =7,

0,0,—0,6, =d = mZ(h,— ;’7>,

0,0, — 8,0,/ = W = 3 3 [2<h,— 1—;)]2.4-2.(};2— I%) },

. ’

e, e:WH) — 6, e(lu+l) =Xw

ou yx, ne dépend que des series (c) et de Z'I‘; et se réduit a cette

derniere a un facteur constant pres lorsque les series (c) s’an-
nulent, on pourrait tirer parti de cette circonstance dans le cas



