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[O6h]
RECHERCHE GÉOMÉTRIQUE DE LA SURFACE GAUCHE MIMMA;

PAR M. A. LOGHARD.

1. Je me propose d'établir que la solution de ce pro-
blème peut être obtenue par des considérations de Géo-
métrie infinitésimale pure.

Les deux familles de lignes asymptouques de touïe
surface minima forment un réseau orthogonal.

Celte proposition, que je prendrai comme point de
départ, résulte de ce que la courbure moyenne des sur-
faces minima est nulle, et cette dernière propriété peut
elle-même être déduite parla Géométrie infinitésimale
de la propriété fondamentale qui a valu leur nom à ces
surfaces (* ).

(' ) Voir U. PoINCAKE, Théorie de la Capillarité. On trouvera égale-
ment dans cet Ouvrage la démonstration géométrique de la constance
de l'angle do raccordement des surfaces minima, et une belle étude
géométrique des surfaces de révolution à courbure moyenne constante.



Les génératrices rectiligiies d'une surface gauche
minima, qui constituent les lignes asymptotiques de
la première famille, sont donc normales aux lignes
asymplotiques de la seconde famille. Or le plan oscu-
lateur à une ligne asymptotique est le plan langent à
1 a surface. Donc le problème proposé équivaut au sui-
vant :

Trouver une famille de courbes gauches ayant les
mêmes normales principales.

2. Je m'appuierai sur les propositions suivantes de la
théorie des courbes parallèles dans l'espace ou sur la
sphère, qu'on démontre aisément en Géométrie ciné-
matique :

Étant donnée une famille de droites dans l espace
ou de grands cercles sur la sphère :

i° Le lieu des extrémités des segments de longueur
constante portés sur ces droites ou sur ces cercles à
partir d'une de leurs trajectoires orthogonales est
encore une de leurs trajectoires orthogonales.

2° Réciproquement, des segments égaux sont inter-
ceptés sur ces droites ou sur ces cercles par deux de
leurs trajectoires orthogonales.

3. Je rappellerai en outre qu'on nomme indica-
trice sphériqua d'une courbe gauche C le lieu F des
points où une sphère de rayon i est percée par les
droites menées par son centre parallèlement aux tan-
gentes à C.

La tangente à F est évidemment parallèle à la nor-
male principale au point correspondant de G.



4. Je puis maintenant démontrer les deux Icmmes
suivants, dus à J. Bertrand :

LEMME l. — Lorsque deux courbes ont les mêmes
normales principales, Vangle de leurs plans oscilla-
teurs en deux points situés sur la même normale est:
constant.

En effet, les tangentes à leurs indicatrices sphériques
aux points correspondants sont parallèles, et perpendi-
culaires au plan de l'arc de grand cercle qui joint ces
deux points. Donc (n° 2), cet arc de grand cercle, qui
mesure précisément l'angle des plans osculateurs, est
constant. c. Q. F . D.

LEMME II. — Lorsque trois courbes ont les mêmes
no/maies principales, ces droites sont les normales
principales d1 une quelconque de leurs trajectoires
orthogonales.

Soient M, M', M", N les points des trois courbes et
d'une trajectoire orthogonale quelconque de leurs nor-
males principales situés sur la même normale G. Les
distances réciproques de M, M', M", N sont constantes
quelle que soit G (n° 2) ; or, les plans tangents, aux
trois points M, M', M", à la surface gauche lieu de G
font entre eux des angles constants (lenune I ) ; donc le
paramètre de distribution des plans tangents à cette
surface suivant une génératrice G est constant : donc
le plan langent en N fait un angle constant avec les
plans tangents en M, M', M".

Les indicatrices sphériques (wi), ( w ' ) } (m") ^ e s

courbes (M), (M'), (M") sont parallèles (lemme 1) ; le
point 7i} correspondant à N, de l'indicatrice sphé-
rique (71) de la courbe (N) est situé sur l'arc de grand
cercle mm!m" normal à (m) {ni') {m"), et, d'après ce que
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je viens de démontrer, à une distance constante de m, mr

et ni'. Donc (/?) est parallèle à (m), (m7), (m") (n°2),
et par suite G est la normale principale de (N).

c. Q. F. D.

5. THÉORÈME III. — La ligne de striction d*une sur-
face gauche minima est une trajectoire orthogonale
des génératrices rectilignes.

En effet, d'après la constance du paramètre de dis-
tribution des plans tangents (leinine ÏI), le point cen-
tral sur chaque génératrice est à une distance constante
du point, situé sur la même génératrice, d'une trajec-
toire orthogonale quelconque des génératrices. D'où
résulte la proposition (u° 2).

THÉORÈME IV. — La ligne de striction d'une surface
gauche minima est une ligne asymptotique de la sur-
face.

Ou :

Son plan oscillateur est tangent à la surface.

C'est un corollaire immédiat du lemme II et du
théorème III.

THÉORÈME V. — La ligne de striction dune surface
gauche minima est une ligne géodésique de la sur-
face.

Ou:

Son plan oscillateur est normal à la surface.

Soient

G, G' deux génératrices rectilignes infiniment voisines;
0 0 ' leur perpendiculaire commune*,



m et mf les points, infiniment voisins de O et de O', oè
elles rencontrent la ligne de striction;

n le pied, sur le plan mené par G parallèlement à G',
de la parallèle à 0 0 ' menée par mf ;

m'p la perpendiculaire à G', qui rencontre G*

Laissons indéterminé Tinfiniment petit principal.
Soient a, j3, y les ordres respectifs des segments O'ni
cl 0 0 ' et de l'angle nOp. Les angles Onp et ninp étant

o' nv' - c

droits, np est de Tordre a + y et par suite l'angle tun1 p
de Tordre a -f- y—j3 : a + y—[i est positif, car si y
était inférieur ri p, l'angle npmf serait infiniment
petit d'ordre p — y au moins quelle que soit la posi-
tion du point mf sur G, et par suite la surface serait
développable, hypothèse inadmissible. Dès lors les
angles mm'p (théorème 111) et nm'p étant infiniment
petits, il en est de même de l'angle inm'n. Donc, en
passant à la limite :

La tangente à la ligne de striction coïncide avec la
perpendiculaire commune à deux génératrices infini-
ment voisines.

La considération du cône directeur de la ligne de
striction et du cône supplémentaire montre alors qu'in-
versement une génératrice rectiligne est perpendicu-
laire au plan osculateur de la ligne de striction.

C. i). F . D .



THÉORÈME VI. — La ligne de striction iVune surface
gauche minima est une droite.

C'est un corollaire immédiat des théorèmes IV et V :
le plan osculateur est nécessairement indéterminé en
tous les points de cette ligne.

THÉORÈME VII. — Toute surface gauche minima
est une surface de vis à filet carre.

En efl'et, d'après les théorèmes III et VI, c'est un
conoide droit. En outre, d'après la constance du para-
mètre de distribution, les lignes asymptotiques de la
seconde famille sont des couibes, tracées sur des
cylindres de révolution autour de la droite de striction,
et dont les tangentes font un angle constant avec cette
droite; ce sont donc des hélices, d'où, etc.

c. Q. F. D.


