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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1905.

Sujet.

On considére deux complexes linéaires en invo-
lution A et B.

1° Soit Q une quadrique dont chaque systéme
de génératrices appartient @ U'un de ces com-
plexes. Par les points communs a trois d’entre
elles, il en passe généralement une simple infi-
nité d’autres : on dira qu’elles forment un sys-
TiME de quadriques ().

A tout systéme de quadriques () en correspond
un autre, tel que toute quadrique de U'un de ces
systéme touche toute quadrique de U'autre.

2° L’enveloppe commune des quadriques de
ces deux systémes est une surface de Kummer.

3° Toute surface de Kummer est susceptible
de cette double génération. Chercher de combien
de maniéres.

4° Propriétés corrélatives.

5° On considére toutes les surfaces de Kum-
mer, £, conjuguées aux deux complexes linéaires
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en incolution A et B. Il i’y en a généralement
qu’une qui touche neuf droites de Uun de ces
complexes.

6° Toutes celles qui touchent huit droites du
complexe A, par ecemple, en touchent générale-
ment une infinité d’autres, formant une surface
du huiticme ordre.

7¢ Celles qui touchent sept droites du com-
plexe A touchent, outre les conjuguées de ces
sept drottes par rapport a B, un huitiéme couple
de droites appartenant a A et conjugudées par
rapport a B.

8° Les droites bitangentes & une surface X et
communes aux complexes A et B engendrent
deux surfaces distinctes du quatriéme ordre, cir-
conscrites a X le long des lignes asymptotiques
particulicres, (o) et (B), qui appartiennent res-
pecticement aux complexes A et B.

9° La courbe (), par exemple, est générale-
ment définie par huit de ses points; mais sept
d’entre cux en déterminent neuf autres.

10° Il existe une famille de surfaces X admet-
lant la méme ligne asymplotique (a). Les quatre
complexes linéaires, en involution deux ¢ deux,
ainsi qu’acec A et P, auxquels chacune de ces
surfaces est conjuguée, sont fixes.

11° Il n’existe qu'une surface de cette famille
tangente a une génératrice de B. Il en existe
trois bitangentes a une droite du complexe A,
et les trois couples de points de contact forment
deux a deux des divisions harmoniques.
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12° Les génératrices de A, qui touchent a la
Jois deur surfaces de la famille en question, les
touchent suivant des lignes asympiotiques.

Conditions.

Le Concours est ouvert a tous les lecteurs des Now-
velles Annales de Mathématiques.

Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet
proposé donnera droit, au profit de Pauteur :

1° A un crédit de 200" d’'Ouvrages a choisir dans le
atalogue de M. Gauthier-Villars;
Catalogue de M. ( ;
2° A la publication du Mémoire;
A un tirage a part gratuit de 100 exemplaires.
3° A un tirage a part gratuit d pl

Les manuscrits devront étre parvenus a la Rédaction
avant le 31 décembre 1903, terme d’absolue rigueur.

Les auteurs pourront, a leur gré, se faire immédiate-
ment connaitre, ou garder provisoirement I'anonyme.
Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une
devise ou un numéro d’ordre arbitraire, et sera accom-
pagné d'un pli cacheté renfermant, avec laméme indica-
tion, le nom et I’adresse de V'auteur. Les plis cachetés
en question ne seront ouverts par la Rédaction qu’a
partic du 31 décembre 19o3 ct aprés le jugement pro-
noncé,

Aucune limite nest fixée quant a I’étendue des Mé-
moires; mais, a mérite égal, les plus concis scraient pré-
férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du
resle que 'insertion d’un Travail wrop étendu serait
matériellement impossible.

Le jugement du Concours sera prononcé avant le
1T février 1904, et le résullat cn sera, sans retard,
publié daus le journal.
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La Rédaction, et les juges du Concours qui se seront
associés a elle, se réservent la faculté :

1° De partager les récompenses ci-dessus mention-
nées, au cas tout & fait exceptionnel ot deux Mémoires
y auraient droit avec un égal mérite;

2° De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les
Mémoires envoyés, aucun ne semblait en étre digne.
Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-
portés sur un Concours ultérieur, et 'annonce en serait
faite dans le journal en temps utile.

L’auteur du Mémoire récompensé seraimmédiatement
avisé par la Rédaction et voudra bien faire connaitre
sans retard s'il désire que la publication de son travail
ait lieu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son
silence serait interprété comme une autorisation de pu-
blier le nom. Les Répacreurs.

[O02e]
RAYON DE GOURBURE D'UNE COURBE PLANE.
REMARQUES ET GONSTRUGTIONS;

Par M. C.-A. LAISANT.

"

1. On connait I'expression ;—{ = __)’_i de la cour-
(1+y"2)
bure d’une courbe plane, rapportée a des coordonnées
- rectangulaires, en un point M(x, y) ( fig. 1). En appe-
lant « ’angle d’inclinaison de la tangente en M sur ’axe
des x, on peut écrire

1
R =y" cos3a ou R cosda =

Si donc on projetie le centre de courbure C en D, sur



(9)

lordonnée de M, puis D en E sur lanormale, puisEen IF
sur l'ordonnée, le segment MF représentera I'expres-

. Réciproquement, si ’on connait 3", on pourra
P q ] ]

construire le segment MF, et 'on obtiendra C par la

Fig. 1.
c D
F
Y 3
0, F. o
M
(0] ax

construction Inverse, c’est-a-dire en menant FE paral-
lele @ Ox Jusqu’a la normale, ED parallé¢le a la tan-
gente jusqu’'a Pordonnée, et DC paralléle 2 Ox jusqu’a
la normale.

Il est aisé de voir qu’on a aussi, en lenant compte
des signes,

. 1
Rsinda =— —,»
x

d:x
la notation x" repr ésentant dy2 - Donc la construction

des droites CD,, D, E,, E,F,, analogue a la précédente,
. , s . I
donnera en MF, 'expression géométrique de —is et

réciproquement, si l'on connait x”, la construction
inverse donnera C.
Les coordonnées du centre de courbure sont
To= & + — Yo=Yy

I +———-—-——-
Z sin?a y"costa
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On vérific en outre les relations, d’ailleurs bien
connues,

2" tangda + y"=o, x"+ y" cotd3x = o,

ct 'on obtient aussi trés aisément, en considérant le
triangle MCD, 'expression symétrique suivante du
rayon de courbure, qui est peut-étre nouvelle :

SRS

Ces remarques permettent done :
Connaissant le rayon de courbure et la normale, de

construire les deux dérivées secondes x”, y”;

wie
2

Connaissant 'une des dérivées secondes et la nor-
male, de construire I'autre dérivée seconde et le rayon
de courbure;

Connaissant les deux dérivées secondes, de calculer
le rayon de courbure et la direction de la normale
(mais non de construire ces éléments avec la régle et
le compas).

11 scrait facile d’appliquer ces considérations aux
rayons de courbure d’un grand nombre de courbes,
ct en particulier aux paraboles d’ordre quelconque,

¥ =f(=),

JS(x) étant un polynome entier; dans ce cas on trouve
des résultats remarquablement simples. Mais, pour
abréger, nous nous bornons a cette simple indication.

On remarquera enfin qu’une courbe étant donnée, si
on la rapporte & un systéme quelconque d’axes rectan-
gulaires, ct si I'on fait tourner ces axes, 'extrémité F

- 1 , . P ;.
du segment MI' = 7 porté sur I'ordonnée décrit une
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courbe définie par I'équation polairc MF = R cos?0. 1l
en est de méme pour le lieu déerit par Fy exuwrémité

de MFF, = L.

2"

2. Une construction du méme genre, bien que moins
intnitive, peut étre obtenue pour Je cas des coordon-
nées polaires. On sait en effet qu'alors le rayon de
courburc R est donné par la formule

)W

(r2— r'?)
TR ot —

(1)

.

Soient ( fig. 2) Ox I'axe polaire, M le point consi-

r
1
]

déré, C le centre de courbure, ON la sous-normale, NQ
une perpendiculaire & NM; soient enfin, sur le rayon
vecteur OM, ZO égal a la dérivée seconde 1’ fournie

par I'équation, et QR = ZQ.

On a
OM = r, ON = ', NM = /ri 2,
-9 "2 2
Q =", QM:%J—, CM = R,

r'?

QR=2Q=20—Q0 =r—"_.

Dés lors, la relation (1) peut s’écrire

NM3

CM = M5 0M.QO —OM.Z0’
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d’ou
CM _ NM: ' oM
NM = OM QM ~QO0 —ZO — OM —ZQ

__ oM QM
“QM—QR ~ RM

Les deux triangles MCQ, MNR sont donc semblables,
c'est-a-dire que les droites CQ, NR sont paralléles. On
peut encore remarquer que la paralléle ZK a ces deux
droites coupe la normale en un point K tel que le mi-
lieu du segment KN est le centre de courbure C.

La construction qui précéde permet, soit d’obtenir
le centre de courbure quand on a la dérivée seconde,
soit de construire cetle dérivée seconde ZO lorsqu’on
connait, au point correspondant M, le centre de cour-
bure.

II est évident qu’en tlout ceci la direction de I'axe
polaire Ox n’intervient en rien. Mais si I’on se donne
unc courbe entiérement déterminée, et qu'on veuille
la rapporter 4 un systéme de coordonnées polaires, la
position de V'origine O importera beaucoup.

Supposons d’abord qu’on connaisse a la fois la nor-
male MN = 7 et le rayon de courbure MC = R. Alors,
Porigine se déplacera sur un cercle de diamétre NM.
in outre, en posant OMN = w, on aura

MZ _ MK MZ o _2R—n
MQ ~ MC ! n ST TR

de sorte que le point Z décrit une droite ZD paralléle a
la tangente.

La dérivée seconde ZO est donc représentée par le
scgment intercepté sur une sécante MOZ par le cercle
et la droite ZD, lorsque cette sécante tourne autour du

point M.
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Quand le point O varie sur la droite MO, alors w est
constant, et n variable; on a toujours la relation

n n
MZ = 5 — 1),
Mz cosw (z R)

(ui montre comment sont liées les variations des points Z
et N sur le rayon vecteur et la normale.

Un cas particulier intéressant est celui ou l'origine
est située sur la normale, qui coincide alors avec le
rayon vecteur; dans ce cas, les points O, N, Q coin-
cident, OR représente la dérivée seconde, OM est
moyenne proportionnelle entre CM et RM, en sorte
qu’on a

résultat qui se déduit d’ailleurs immédiatement de I'ex-
pression générale, en y faisant 7= o, et qui est d’'une
construction aussi simple que possible.

[K2c]

DEMONSTRATION DE LA CONSTRUCTION TROUVEE PAR
IAMILTON POUR DETERMINER LE POINT OU LE
CERCLE DES NEUF POINTS D'UN TRIANGLE TOUCHE
LE GERCLE INSCRIT;

Par M. CANON.

Gérono, en 1865, a donné dans ce Journal une
démonstration géométrique de cette construction, a
laquelle Hamilton était arrivé analytiquement.

En voici une autre plus courte que celle de Gérono.
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Soient
A un sommet du triangle;
M le milieu du c6té opposé ;
E le point de contact de ce c6Lé et du cercle inscrit (T)
de centre I;
P le pied de la hauteur AP.

Menons la paralléele EK a MI, et appelons L le point
ou IK coupe MP. On a

LM _ LE

LE — TP’
d’ou

LE = LP.LM.

Le point L appartient donce a la tangente menée au

G, N 7Q
A
b
J
/ . N
W) 1 R>
. / R
B ™M E P C [

cercle (I) et au cercle des neut points en leur point de
contact T'.

La droite qui va de A au point I, diamétralement
opposé a E, est parallele a MID, par suite AD est égal
a IF. La paralléle GAR 4 IL donne G et le segment F'G
cst aussi égal a 1F.

Menons la droitec EAQ, jusqu’a sa rencontre Q avec
la paralléle GQ a ELR, et la droite IN parallelement
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a EA qui coupe GQ en N. On a

RL _ GI _ GN

LE IE ~ NQ’
ce qui montre que N, A, L sont en ligne droite.

Le point J, milieu de IF, est, par rapport a (I), le
pole de GN, puisque
.G =TF",

La perpendiculaire JU a IN est la polaire de N, elle
coupe la perpendiculaire ET a 1L au point U qui est le
pole de NAL. La polaire de A passe dounc par U. La
droite AE passe par le milicu V de 1D et alors la
droite JV est paralléle & FD e a IK.

Dans le wiangle JVE, Ja droite EUT est une hau-
teur, de méme JU perpendiculaire & EV, la droite YU
est alors perpendiculaire a EJ.

Nous voyons ainsi que la polaire de A, par rapport
a (1), et la parallele a MP, a égales distances de cette
droite ct de A, se coupent en un point U ¢guni, avee E,
détermine la droite EUT.

Autrement dit : La droite, qui joint les points de
contact avec (1) des cotés AB, AC du triangle, et la
droite, qui joint les milieux de ces cotés, se coupent
en un point U : la droite EU rencontre le cercle (1)
au point T cherche.

C’est la la construction d’Hamiltoun.

Remarques. — Dans le courant de cette démonstra-
tion nous avons trouvé des constructions de I' : ce point
est le syméirique de E par rapport a IL; il est a la ren-
contre de (1), soit avec la paralléle FD a IL, soit avec la
droite qui va de F au miliea de Al

La droite 1L peut s’obtenir en joignant le point [ au
point K, extrémité du segment AK égal a I'E.
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[P3b]
NOTE SUR L’INVERSION;

Par M. R. BRICARD.

Linversion appliquée & une surface fait corres-
pondre aux lignes de courbure de cette surface les
lignes de courbure de la surface inverse.

Ce théoréme fondamental peut ¢tre établi de diverses
maniéres, par ’Analyse et la Géométrie. Je ne sais si
I'on en donne la démonstration bien simple que voici :

Soient (S) et (8') deux surfaces inverses par rapport
au point O, m ct m’ deux points correspondants, appar-
tenant respectivement a ces surfaces. On sait que la
normale a4 (S) en m et la normale a (S) en m’ se ren-
contrent et font le méme angle, avec nun'. Soit p le
point d’intersection de ces deux normales. On a

pm=pm.

Si donc le point m se déplace sur (S), le point u
décrira la surface (X), lieu des points équidistants de (S)
et de (S'). Comme il est bien connu, le plan (M), tan-
gent a (I) en p, passe par la droite D, commune au
plan (P), tangent a (S) en m, et au plan (P'), tangent
a(S)yenm!.

Cela posé, faisons décrire & m une ligne de cour-
bure C de (S). Les points m' et w décriront en méme
temps des courbes C'et T, situées respectivement sur
(8') et (). Soient mt, m't', yx, les tangentes a G, C/,
T', respectivement aux points m, m', . mm' engendre
un coéne. mt et m't’ se rencontrent donc, et leur point
d’intersection o appartient a D.
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m . engendre une développable [puisque C est ligne
de courbure de (S), par hypothése]. me et us se ren-
contrent donc, et leur point d’intersection, situé sur D,
se confond nécessairement avec .

Il en résulte que m't' et p= se rencontrent. La nor-
male m’y engendre donc une développable, et C' est
bien une ligne de courbure de (§'). c. Q. F. D.

Soit w le centre de courbure principal de (S) en m,
relativement 4 la direction principale mt. Soit, de
méme o', .. ..

On reconnait aisément que les points O, v, o', sont
en ligne droite.

En eflet, lorsque m décrit G, la droite mp est tan-
gente enw a I'aréte de rebroussement de la développable
qu’elle engendre. De méme, lorsque m' déerit C/, ...
Le plan (Omm’ ) reste donc tangent a ces deux arétes
de rebroussement, respectivement aux points o et o'.
Il en résulte que sa caractéristique contient les points w
et o', Or elle contient aussi le point O. Donc, etc.

[119¢] ,
SUR L'EQUATION 2+ y*+ 8= 10

Par M. D. MIRIMANOFF,

Privat-docent a ’Université de Genéve.

On sait que ’équation
234 y3= 33
n’admet pas de solutions entiéres (Fermat, Legendre).
Mais considérons I’équation plus générale

(1) T34 y3 =13,

Ann. de Mathémat., 4° série, t. I1L. (Janvier 1903.) 2
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qui présente une certaine analogie avec ’équation clas-
sique

Euler, l¢ premier, prouva que I'équation (1) admet
une infinité de solutions entiéres ('). Il montra, de
plus, que toutes les solutions de (1), entiéres ou non,
s’expriment en fonclion entiére de quatre paramétres.

En 1841, Binet (C. R., v. XII) fit voir que le nombre
de ces paramétres pouvait étre réduit a deux.

Enfin lermite, dans une Note qui fut insérée dans
ces Annales mémes (2° série, t. 11, 1872), montra que
les formules d'Euler simplifiées par Binet pouvaient
¢tre déduites d’'une propriété générale des surfaces du
troisi¢me ordre.

Essayons d’établir ces résultats d’une maniére pius
directe.

Au lieu de T'équation (1), considérons, comme I'a
déja fait Hermite, la suivante :

(2) 23y = 334 13,
qui se raménc a

(3) 2yt s,
en posant

.Z"‘_m "
_.t, Yy =

3
’ S = —
t

T
Soient « une racine cubique imaginaire de I'unité,

3 = a2 sa conjuguée. L'équation (3) peut s’écrire

(4) (2'—1)(2'—a) (&' — B) + y? = 2%

Appelons K I'ensemble de toutes les fonctions ration-

(') En voiciune: z =3, y =4, 5 =5, t =6.
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nelles (a coefficients entiers) de «, ou bien ’ensemble
des nombres de la forme a -+ by/— 3, a et & étant des
fractions ordinaires quelconques positives ou négatives.
Posons
Y= u(@—a)+ vo(2—38)

(3) ( 3'=uB(x'—a)+va(z'—3).

A tout systéme de valeurs ', y', 2’ (solutions ou non),
sauf 2'= 2, 8, correspond un systéme u, v et un secul.
Si z', y/, 5/ appartiennent au domaine K, u, ¢ en font
partie aussi.

Portons maintenant les valeurs (5) dans (4). L'équa-
tion (4) ainsi transformée ne contiendra pas les cubes
de u (2’ —a) et v(x'— B); elle scra, de plus, divisible
par (a'—a) (2’ — B). Divisons-la par ce produit. Le
degré de I'équation par rapport a 2’ se réduit a 1 et, par
conséquent, toutes les racines x’ différentes de o et 3
sont fonctions rationnelles de w et v (a coeflicients appar-
tenant au domaine K).

On a

. ., 1= 3(B—nurr+3(a—1)ue
(©) = 1—;-3(1——0:)uv'2+3(1—|(%)zt‘3v.

Désignons le dénominateur de x' par D.
En vertu de (5), 3/ et 3’ sont, de méme que 2/, fonc-
)s ) q )
tions rationnelles des paramétres w et o,
, (h—a)u—+ (1—B8)v —guv?
= 5 s

,_(P—Du-+(2—1)p—9gude?

D

x

On obtient ainsi toutes les solutions de I'équation (3),
sauf &' = u, 3, en donnant aux paramétres u, v des va-
leurs quelconques.

Solutions réelles. — Pour que 2/, y', z' soient
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réelles, il faut et il suffit [en vertu de (5)] que u + v,
Bu -+ av, au—+ By soient réels; u est donc le conjugué
de v.
Posons Bu + av = a, u+v=2>5, d’ou

a?+ ab + b?

ou+Bv=—a—2¥, uy = 3

Les formules (6) deviennent

,_ (a2 +ab+b2)(a+2b)—1
z= a’— b3 —1 ’
,_(a?+ab+b2)2—a—20)
r= ad—b3—1 ’
L, _(@+ab+ 02 —a+b

~ = b
a’— b3 —1

(7)

¢t I'on retombe sur les expressions obtenues par Her-
mite, d’ou 'on déduit trés simplement la premiére série
des formules de Binet.

On obtient toutes les solutions réclles de (3) en don-
nant aux paramétres @, b des valeurs réelles quel-

conques.
a+2b6 b—a
5 =P 3

Posons maintenant =g, dou

a=p—=2q, b=p-+q.

Les formules (7) deviennent

o= 1 9P(PP—pg +q*)

(8) 1-+99(p*—pg + g%)’

et Von retombe, en revenant a I'équation (2), sur la
deuxiéme série des formules de Binet.

Solutions rationnelles. — Si x', y’, z' sont des
nombres rationnels, les paramétres a, b et p, g sout,
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en vertu de (5), rationnels aussi. On obtient donc
toutes les solutions rationnelles de (3) en donnant aux
paramétres a, b ou p, ¢ des valeurs rationnelles quel-
conques.

A toute solution rationnelle de (3) correspond une
solution entiére de (2) en multipliant par le dénomi-
nateur des trois fractions de (3). On en déduit facile-
ment des formules générales donnant toutes les solu-
tions entiéres de (2).

[J2f]
UN PARADOXE DU CALCUL DES PROBABILITES;

Par M. R. pe MONTESSUS.

Dans son Zraité du Calcul des probabilités, J. Ber-
trand se propose de rechercher la probabilité pour
qu’'une corde quelconque d’un cercle soit plus grande
que le coté du triangle équilatéral inscrit et, & ce
propos, le célébre géomeétre résout les trois problémes
particuliers que voici :

I. D’un point quelconque A, pris & Uintérieur d’une
circonférence O et sur un diamétre déterminé xOy,
on méne une corde perpendiculaire a ce diamétre.
Quelle est la probabilité pour que cette corde soit
plus grande que le cété du triangle équilatéral inscrit
dans la circonférence?

, 1
Réponse : -«
P >

II. D’'un point quelconque B, pris sur une circonfé-
rence, on méne une corde quelconque. Quelle est la
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probabilité pour que cette corde soit plus grande que
le coté du triangle équilatéral insc:it?

, T
Réponse : -
IlI. D’un point quelconque C, intérieur & une cir-

conférence, on méne une corde perpendiculaire au
rayon OC. Quelle est la probabilité pour que cette

corde soit plus grande que le cété du triangle équi-
latéral inscrit?

| o=

Réponse :

E=N

De la divergence de ces réponses J. Bertrand conclut
que le probléme de la probabilité pour qu'une corde
quelconque d'un cercle soit plus grande que le coté
du triangle équilatéral inscrit est une question « mal
posée » ; M. H. Poincaré dirait plutdt que « le bon sens
ne suffit pas ici pour nous apprendre quelle convention
il faut faire ».

Nous faisons, en eflet, une convention en disant que
le probléme de Bertrand est identique & I'un des trois
problémes résolus au début. Nous convenons que les
cordes dont on compare les longueurs sont construites
d'une facon déterminée : et il se trouve que la solution
du probléme dépend de ce mode de construction.

En quoi la solution du probléme de Bertrand dépend-
elle du mode de construction? En ce qu’il n’est pas de
comparaison possible entre les évaluations des nombres
de cordes résultant de procédés de construction dif-
JSeérents. Cette impossibilité, évidente s’il s’agit d’un
nombre de cordes limité, s’étend d’elle-méme au cas
d’un nombre de cordes illimité.

Tout au plus peut-on prendre des conventions plus
larges que celles admises dans les trois problémes traités
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au début : chercher, par exemple, la probabilité pour
qu'une corde menée d'un point quelconque d’un dia-
métre déterminé xOy d’une circonférence O soit plus
grande que le coté du triangle équilatéral inscrit ou,
mieux encore, la probabilité pour qu’une corde menée
d’'un point quelconque du plan de la circonférence
vérifie la condition imposée.

Ces problémes sont faciles a traiter. Nous y trouve-
rons lieu de confirmer I'indétermination du probléeme
de Bertrand.

Prosiive I. — D'un point quelcongque M situé sur
un diametre déterminé et indéfini xQy d’un cercle O

de rayon 1, on méne une corde quelconque; quelle est
la probabilité pour que cette corde soit plus grande
que le coté du triangle équilatéral inscrit dans le
cercle?

Le point M peut se trouver soit entre les points O
et H, H milieu du rayon OA, soit entre les points H
et A, soit au dela du point A.

Dans le deuzxiéme cas, les cordes menées de M, sont
plus grandes que lc coté du triangle équilatéral si elles



(24)
tombent dans 'un des angles PM, 0, RM; A définis par
les cordes PM,Q, RM,S égales au c6ié du triangle
équilatéral. Au contraire, les cordes qu'il est possible
de mener de O tombent dans I'un des angles PM,x,
RM,P, yM,R. Ici, le nombre des cas favorables est
représenté par la somme d’angles

P U U N e N P N
PMox +RM;A =PMyz+AMQ=2PMyz =27 —20M;Q,

et le nombre des cas possibles par

PN N
PM,%+ RM,P + yM,R = m.
Soit OM,= x; le triangle OM,Q donne
0Q x 1 r

PN NN PN N
sinOM,Q  sinM,Q0 sinOM,Q sm%(ou %)

et
Lx
OM;Q = arcsin P

On remarquera que 'angle OM,Q est obtus; si donc
on prend pour arc sin la détermination comprise entre o

™ » .
et S on devra écrire

L
OM;Q = — arc sin —-
2T

Il en résulte que le nombre des cas favorables est repré-
senté par

. 1
2 arc sin —-«
2L

Dans le premier cas, loutes les cordes vérifient la
condition imposée; le nombre des cas possibles étant
représenté par =, comme précédemment, le nombre des
cas favorables sera également représenté par .
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Dans le troisiéme cas, ou I'on prendra OM; =y,
si M3 T, M KL sont respectivement la tangente et la
corde égale au cOté du triangle équilatéral menées
de M;, les nombres des cas favorables et possibles

SN
seront représentés par les angles OM;K, TM;0. Le

triangle OKM; donne

PN
sin m sin OKM;

0K ~ ~oMm; ’
d’ou
PN
~_  sinLKO (ou sin %)
sin OM;K = > )

donc

TN

OM;K = arc sin —;
de plus,

P
OT = OM;sin TM; 0 et ﬁvﬁ) —arcsin~.
Y

Ainsi, pour un point M,, situé a la distance x du
I “ye. s »
centre, - <x <1, la probabilité d’une corde plus
grande que le coté du triangle équilatéral sera
I .1 A
2arc sin — arc sin —
22 2T [
—) < — << ,—);
T \ T 3

pour un point My, situé a la distance y du centre, la
probabilité sera

. L1 \
arc sin — . arc sin —2‘}/
2 1
___*ry T 2X 1Y),
.1 3 .1 2
arc sin — B arc sin —
Y \ v

LA PROBABILITE EST DONC FONCTION DE LA DISTANCE DU
POINT M AU CENTRE.
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Revenons au calcul de la probabilité pour un point M
occupant une position quelconque sur un segment
OP = a de la droite 20y.

Partageons OH en 7 parties égales par les points Hy,
H,, ..., H,_,, situés aux distances

= 1 2 n—i

— Xy = ——» Xp—1 =
on 2n ! " an

du point O et prolongeons cette division jusqu'au
point A par les points H,yy, Hypo, ..., Hyp_y d’ab-
scisses

I

1
Tpt+y = = -+ —>
2 a2n
R
XTpty = = + ——)
2 2n
......... e,
] n—I1
Ton—1 = — + -
2 2N
ct enfin jusqu’au point P par les points A, A,, ...,

A p d’abscisses

Yonyt =14 —

2n
2
Yan+e =14 =
2 n
[)
‘an+p=1-+ .
Yan+p an

L’ensemble des cas favorables sera pour les points
Lyy covy Tn_y *

’ (n—1)m;
pour les points Xpyy, Tngay «-oy Lany :

i=2n—1

2: . 1
2arc sin — 3
2Z;

i=n+1
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pour les points ynayiy Vangas -+ -y Vongp
j=2n+p

arc sin 5—'—.;

j=2n+1 Y

tandis que les ensembles des cas possibles seront res-

pectivement
j=2n+p
.1
(n—v)*, (n—1n)m, 2 arc sin —-.
. Yi
=2n+1

La probabilité pour I'ensemble des points considérés

sera donc
i=2n—1 j=2n+p
A | .
(n—1)m~+ E 2are sin — —4- E arc sin —
22; 2
i=n+1 j=2n+1 .
j=2n+p
.1
2(n—1)m+ E arc sin —
i Yi
j=2n+1
Or,
I
il — VYV =Zjr1— X = ——
Yi+1—Yj i+1 =

écrivant 'expression précédente comme suit :

i=2n+1 j=2n+p
AU SLED) in L ( R Lt )
“{1— == sarc sin — (i — @ —(Yjr1—Yj
2 n oz VU : 2y, Yi Yi
i=n-+1 j=2n+1 R

j:2n+p
(x ’)1':-1— arc si I(y Yi)
- = E in— (yj+1—Yi
n . Yi
Jj=2n+1 .

il résulte, en faisant croitre n indéfiniment, que la
formule

1 a
L L1 Lo
-+ 2 arc sin — dz + arc sin — dy
2 1 2z 1 2y
P= 2

e L1
T+ arcsin —d
[ Y 7
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représente la probabilité pour qu'une corde quelconque
menée d’un point pris au hasard sur le segment

OX=a>1

soit plus grande que le c6té du triangle équilatéral
inscrit.
Sil’on observe que

. .oa z z\?
arcsin—dr =z arcsin - +alog | = + <—> —1},
z z 2 a

on pourra écrire

+ % log(2+‘/§)+aarcsin2—‘; ~+ i log(oa +y{ar—1)

«la

E—\—aarcsiné -+ log(a—k—\/a‘l—l)

. . . . 1 . . .
Si a tend vers l'infini, aarc sin— a une limite finie

ct P a par suite méme limite que

;log(2a+\/4a2——l)

‘log(a—J.— Va‘l——l)

?

|~

soit - :

&

I

. . 1 e, ’
Ainsi, — est la probabilité pour gu’une corde menée
& un cercle d’un point quelconque d’uné droite indé-
finie, déterminée et homogéne passant par son centre,
soit plus grande que le cété du triangle équilatéral
inscrit dans ce cercle.

Prosrime 1. — D’un point quelconque du plan
d’un cercle O de rayon 1, on méne une corde quel-
conque a ce cercle; quelle est la probabilité pour que
cette corde soit plus grande que le coté du triangle
équilatéral inscrit dans ce cercle?
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Aux chances A et p trouvées tout a 'heure pour un
point situé sur la droite xOy et a la distance d du
centre de la circonférence, il faudra substituer les
chances A.2nd, u.2nd de 'ensemble des points dont
la distance au centre de cette méme circonférence est
précisément d.

On obtiendra ainsi les expressions

=n—1 i=2n—1 . i=2n+p
E T+ E 2TTX; arc sm —_— + E Ty jarc sm——
2Yi
i=n+1 i=2n+1
k=n—1 i=2n—1 j=2n+p
EI T‘~TA+ E X+ E Ty;arc sm—
k=1 i=n+1 Jj=2n+1

et
1
1

§ a
. 1 . I
dr +x 2xarcsm——dx+f yarcsin —dy
o A 22 A 2y

2
1 a E
fxdz+f yarcsin —dy
0 1 Ve

Si on observe que

.oa z? . a & —
z arc sin — dz = — arc sin — + — /z? — a2,
x 2 r 2

on trouvera que la probabilité pour qu’une corde quel-
conque menée d’un point quelconque intérieur a un
cercle de rayon a (a >1), concentrique au cercle O,
soit plus grande que le cété du triangle équilatéral
inscrit est

T R
1+\/§—§+4a’arc5102—a-+;/4a2—1
. T
4—2n+4a?arcsm(—l+4;/a2—l

LA PROBABILITE EST ENCORE UNE FONCTION DU NOMBRE a&.
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La limite de cette expression, quand a tend vers
Pinfini, est é : La probabilité pour qu’une corde quel-
conque menée d'un point quelconque du plan soit
plus grande que le c6té du triangle équilatéral est
encore %

Quoi qu’il en soit, le probléme dépend d’une con-
vention arbitraire et, pour cette raison, il admet une
inFinite de solutions. ‘

Au fait, considérons, par exemple, les deux opéra-
tions suivantes qui chacune matérialisent le probléme
de Bertrand : :

a. On lance une bille dans un canal creusé le long
d’une circonférence; on la fixe en son point d’arrét;
on lui adapte un index rectiligne qu’on lance aitour
de ce point comme pivot.

b. On lance une bille sur le plan d’un cercle limité
& la circonférence du cercle par un rebord ; on fize la
bille en son point d’arrée et on lui adapte un index
rectiligne; on fait tourner U'index autour de la bille.

Dans P'une et Pautre de ces opérations, I'index, une
fois arrété, détermine dans le cercle une corde tanioe
plus grande, tantot plus petite que le ¢61é du triangle
équilaiéral inserit. Cela posé, répélons I'opération a un
trés grand nombre de fois et soit 2 le rapport du nombre
des cordes plus grandes que le ¢61é du triangle équila-
téral inscrit au nombre des cordes plus petites que ce
méme cOlé; puis reprenons P'opération & ct calculons
ici encore le rapport du nombre des cordes de la pre-
miére catégoric au nombre des cordes de la seconde
calégorie : on trouvera que les nombres «, 3 tendent
vers des limites nox 1pENTIQUES quand le nombre des
cxpériences s'aceroit de plus en plus.
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Nous ne saurions nous en étonner, car, dans cha-
cune de ces deux catégories d’expériences, le probléme
de Bertrand se trouve matérialisé au prix d’une conven-
TION spéciale, portant sur Ja maniére de lancer la bille
qui sert de pivol a 'index.

En derniére analyse, LA SOLUTION DU PROBLEME DEPEND
p'UNE conveEnTion. J. Bertrand le savait, car, nous dit
M. Darboux dans son bel éloge académique du maitre
vénéré : « Celte question I'a préoccupé; il en avait
trouvé la solution, mais il la laisse a chercher & son
lecteur ».

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1902). SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES

SPECIALES .
Par M. A. VACQUANT,

Professeur au lycée de Nancy.

Etant donnée la surface du second ordre S qui,
rapportée & un systéme de trois axes 7'ectangulaires,
a pour équation

1Y

r2 _)_/_E
%

+ — —2x =0,

&
o]ty

on considére les deux coniques C et C' d’intersection
de cette surface par les plans xOy et xOz, et une
droite D située dans le plan yO z et passant par Uori-
gine des coordonnées.

1° Trouver U'équation de tout plan P tel que, si M
est ’un de ses points d’intersection avec la conique C,
M’ l’un de ses points d’intersection avec la conique C/,
et N son point d’intersection avec la droite D, les trois
points M, M/, N soient en ligne droite.
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2° Trouver I’enveloppe des plans P.

3¢ Trouver le lieu T des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point fixe A de Uespace sur les plans P.

Montrer qu’il existe unz infinité de plans Q, pas-
sant par A, qui coupent cette surface T suivant deux
cercles. '

Trouver Uenveloppe de ces plans Q et le lieu de la
corde commune aux deux cercles.

4° Que deviennent les résultats précédents dans le
cas particulier oi la surface du second ordre S est un
paraboloide?

I. Les équations de la droite D étant
X = 0, Yy —mz =o,
considérons le plan défini parladroite D et la droite MM/N
ou A ; Péquation de ce plan est de la forme

y—ms—ax =o.

Les équations de la conique C sont

2? 2
3 =0, z—l—‘}

— 22X = 0.

Le plan (D, A) coupe cette conique C au point O et
au point M dont les coordonnées x,, y, se déduisent
des équations précédentes

_ 2ab saba
= aar’ M= e

es équations de la conique C' étan
Les équat de la conique C’ étant

. 2z 32
xr = 0, ;-&-—2—21‘:0?

les coordonnées x;, z, du point M’ seront

2acm? — 2acma

Ly = Zy=
27T cm?+ aat

T em?+ aa?
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Si

UZ + 90y 4+ W5 +1=0

estI’équation d’un plan P, en exprimant que les points M
et M’ sont dans ce plan, on a les deux conditions

(1) 2abu  +2abav  +b +aa’=o,
(2) 2acm?u—3acmaw + cm? + ax?=o.

En tirant de ces équations v et w, ’équation d’un
plan P s’écrit

2abu + b + ax? 2acmiu + cm? 4+ a2
ur — + 3

Z+1=0
2aba v 2acma
ou
2abcmauzr —cem(2abu—+ b+ aa?)y
+ b(2acm?u + cm? + aa?)z + 2abcma = o
ou encore
(3) 2abcmu(azr —y + mz)

—em(b+ aa?)y + b(em?+ aa?)z + 2abecma = o.

Elle renferme deux paramétres u et a.

II. Cherchons d’abord I'enveloppe des plans P en
coordonnées ponctuelles. Il suffit d’éliminer u et a entre
I'équation (3) et ses dérivées par rapport a u et o, sa-
voir
3y ar —y +m3=o.

(3)" 2abemuz —2acmay —2abaz+ 2abem = o,

En tenant compte de (3) I'équation (3) ne renfer-
mera plus le paramétre u; elle devient

aa?(bz—cmy)+ 2abcma+ bem(mz — y) = o.

Remplacant dans cette équation « par sa valeur tirée
Ann. de Mathémat., 4* série, t. III. (Janvier 19o3.) 3
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de Iéquation (3)', on obtient I’enveloppe demandée

;.a_g (y—mz)2(bz—cmy)

- 2abcm (—y——le—z—) +bem(mz —y)=o,

qui sc décompose dans le plan

Yy —mz=o,

c’est-a-dire le plan xOD qui contient linfinité des
droites A qui passent par le deuxiéme point commun O’
aux coniques G ct €', et ’hyperboloide H

aly —mz)(bz-—cmy)+2abecmar — bema? = o
Ol

(4) a(y —m3z)(emy —b3)+bemz(xr —a2a)=o.

On voit les deux systémes de génératrices de cet
hyperboloide; il passe par les coniques C, C' et la
droite D; c’est donc I'hyperboloide engendré par les
droites A s’appuyant sur les coniques C, C' el la
droite D. Dailleurs on pouvait remarquer tout d’abord
que les droites MM'N ou A engendraient un hyperbo-
loide H, et que tout plan P passant par A était tangent
a H; dela un autre procédé de calcul pour résoudre les
deux premiéres parties de la question : on considére le
faisceau des quadriques passant par les coniques CGet C';
il a pour équation

T > + 2 20 + ) >
- =5 — == \YS = C
« c o4 ’

ct I'on prend A de fagon que cette équation représente
une quadrique passant par la droite D; on obtient ainsi
Ihyperboloide (4). Le systéme des génératrices A est
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représenté par les équations
y—mz=azx
aa(ecmy —bz)=becm(2a — x)

et tout plan P, passant par A, a une équation de la
forme

B(ax —y +mz)+aa(emy —bs) —bem(2a —x) =o

renfermant deux paramétres « et f3.

Pour trouver I'équation de 'enveloppe du plan P en
coordonnées tangentielles, il suffit d’éliminer o entre
les équations (1) et (2); pour cela, éliminons succes-
sivement a2? et u entre ces équations; on obtient

(r)' (b—cm?)(2au+1)+2aa(by +~cmw) =0

et
—2abem?ay — 2abecmaw + ax2(b —cm?) =o
ou

(2) —a2bem(me + w) 4+ a(b —cm?) =o.

L’élimination de « entre (1)' et (2) donne I’équation
cherchée

(4) fabem(me +~w) (b + cmw) + (b—me?)? (2au+1) = o.

III. Soient xy, )y, z, les coordonnées du point A et

ur +vy +ws+h=o0

I'équation d’un plan P dontles coordonnées homogénes
sont u, ¢, w, h. On trouvera I’équation ponctuclle du
licu T des pieds E des perpendiculaires issues de A aux
plans P en éliminant u, v, w, & entre les équations
r—xy _y—)o
u v
_3—3 _x(x—2y)+y(y—yo)+ z(z—-zo),

w —h

babem(me + w) (by +cmw) + (b —cm?)? (2auh + ht) =o.
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Pour cela on remplace dans la derniére équation u,
¢, w, h par des quantités proportionnelles x — x,,

Y —Yo, 2—320, X(x—x,)+y (¥ —Yo) +3(z—3)
etl'on a

jabem [m(y —yo) + 23— 3] [6(y — o) +cm (5 — 3¢)]
+(b—cm2)2[x(x — X)) +y( ¥y —Yo)+ 3(5— 30)]
L X [2a(z—2) +@(x—20) +y (¥ — o)+ 3(5— F0)] = 0.

Cette surface ¥ est du quatriéme ordre, bicirculaire;
clle admet A pour point double : ¢’est aussi une surface
anallagmatique. Ces résultats sont connus, car la sur-
face ¥ étant la podaire de I'hyperboloide H est aussi
I’inverse de la quadrique polaire réciproque de H par
rapport a une sphére de centre A. Le cone des Langentes
au point double A est le cone supplémentaire du cone
circonscrit a H de sommet A.

Il existe une infinité de plans Q, passant par A, et
coupant la surface T suivant deux cercles. Pour le voir,
considérons les plans P passant par une droite A; pour
ces plans, le licu de E est un cercle de centre w, de
diamétre AB, en désignant par B le pied de la perpen-
diculaire abaissée de A sur A; le plan Q de ce cercle
est le plan mené par A perpendiculairement a A. En
considérant la génératrice &’ de 'hyperboloide H paral-
lele a A, on a, dans le méme plan Q, un cercle de
centre o' de diamétre AB/, le point B’ étant le pied de
la perpendiculaire abaissée de A sur A’. Donc tout
plan Q qui passe par A ct qui est perpendiculaire a
une génératrice.A ou A’ de H coupe I suivant deux
cercles.

Une génératrice A de H étaut paralléle 4 une géné-
ratrice du cone asymptote T' de H, les plans Q perpen-
diculaires aux génératrices du céne I envelopperont le
cone I' supplénmentaire de [ et de sommet A.
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La corde commune AA’ aux deux cercles o et o'
situés dans un plan Q est perpendiculaire a la ligne des
centres ww' et par suite a la droite BB’ paralléle a wo';
mais les deux plans BAB' ou Q et (A, A") étant per-
pendiculaires, comme AA’ est perpendiculaire a leur
intersection BB’, AA’ est aussi perpendiculaire au
plan (A, A’) qui est tangent au cone asymptote I' de H;

. donc le lieu de AA’ est le cone I'” supplémentaire de T,
de sommet A, enveloppé par les plans Q3 de plus, un
plan Q touche le cone I le long de la corde AA’ située
dans ce plan Q.

IV. Dans le cas particulier ou la surface du sccond
ordre S est un paraboloide S, représenté par 'équation -

2 g2
J-—'—F?-—QZ‘:O,

b

. N ) .

il suffit de supposer ~=0,0ua=x,cl de voir ce que
deviennent les équations trouvées dans le cas précédent.
L’équation (3) du plan P devient

(P) 2bcmu(ar —y +~m3z) —cmaly +ba2z + 2bcma = o.

L’enveloppe de ce plan est le paraboloide hyperbo-
lique 7 ayant pour équation en coordonnées ponctuelles

(m) (y —mz)(ecmy — bz)—2bcma = o,

et en coordonnées tangentielles
() 20em(mo + w) (bo + cmo) + (b — cm?)2uh = o.

La surface podaire Z, de ce paraboloide relative au
point A est du troisiéme ordre; ¢’est un cyclide cubique
ayanl pour équation

2bem[m(y —yo) + 3 — 5] [6() — o) + cm (s — z)]

(X
) H+(b—cm2)2(x — zy) [x(x —2y) +y (¥ —Yo)+ 3(3—50)] =0.
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Le cone asymptote de I'hyperboloide H est remplacé
par 'ensemble des plans directeurs s, et @, du parabo-
loide 7. Les plans Q deviennent des plans passant
par A ct perpendiculaires 4 I'un ou 'autre des plans
directeurs de . Un plan Q, perpendiculaire & un plan
directeur, coupe X, suivant un cercle ¢t une droite,
issue de A, perpendiculaire a ce plan directeur. '

En effet, une droite MM'N ou A reste paralléle au.
plan directeur ©, ayant pour équation

emy — bz = o,

Considérons, comme précédemment, les plans P
passant par A; le licu des pieds E des perpendiculaires
issues de A & ces plans P est le cercle de centre v, de
diamétre AB, en désignant par B le pied de la perpen-
diculaire abaissée de A sur A; le plan Q de ce cercle
est le plan mené par A perpendiculairement a Ajle
plan Q est perpendiculaire au plan w, paralléle 3 A
et il conticnt la perpendiculaire AA" & ®,; cette per-
pendiculaire AA’ appartient & Z, comme on le voit en
supposant que la droite A s’éloigne 4 Vinfini; le dia-
métre AB du cercle w devient infini et ce cercle devient
la droite AA'.

Si T'on considére ensuite les génératrices A’ du para-
boloide n parall¢les au plan directeur &, (yy — mz = o),
on voit, de la méme maniére, qu'un plan Q perpendicu-
laire & w, coupe I, suivant un cercle et une droite AA",
issue de A ct perpendiculaire & w,.

Enfin U'enveloppe des plans Q qui passent par les
droites AA’ ou AA” se compose de ces deux droites;
on peut dire aussi que ces droites remplacent les cordes
communes aux cercles w et w’ du cas précédent.

On peut ajouter que existence de ces plans Q ct
leurs propriéiés se voient sur I'équation ().
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CERTIFICAT DE CHRONOMETRIE.

Besangon.
Balancier compensateur. — Théorie des balanciers com-
pensateurs a lame bimétallique. (Juillet 1go2.)

Le balancier d’un chronométre étant supposé rigide, on
demande d’évaluer la perturbation que l’inertie du spiral
apporte a Uisochronisme. On admettra que l'isochronisme
statique soit préparé par ’emploi d’un spiral cylindrigue
Philipps; mais on supposera que le nombre des spires soit
assez grand pour que, malgré ses courbes terminales, le
spiral puisse étre regardé comme sensiblement cylindrique
dans tout son ensemble.

EPREUVE PRATIQUE (commune aux certificats de Mécanique
rationnelle et de Chronométrie). — 1° On encisage deux
systémes, semblables dans leur composition géométrigque
(rapport de similitude a), semblables dans leur composi-
tion matérielle (rapport des masses concentrées sur les élé-
ments géométriquement semblables B), semblables dans les
Jorces qui sollicitent ces mémes éléments (rapport de ces
forces 8); montrer que par un choix convenable des
vitesses initiales les déplacements du second systéme seront
continuellement semblables aux déplacements du premier
systeme, mais emploieront des durées dont le rapport y aux
durées des déplacements homologues de ce systéme véri-
Siera la relation

o
0 =

2
%,

1

20 Un artiste reproduit aveuglément un chronométre pe
MATIERE DONNEE, mais il le reproduit a une échelle linéaire n;
JSaire voir que st L'oN NEGLIGEAIT LES RESISTANCES PASSIVES ET
SI LES PIECES SONT BIEN AXEES, de maniére que la pesanteur
r’influe pas sur les mouvements des deux piéces, ces mouse-
ments seront semblables; calculer le rapport des durées
homologues des deux instruments; faire voir que cepen-
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dant les réactions inefficaces pour l’entretien du mouve-
ment ne sont pas dans le méme rapport que les forces pro-
dultes par l'élasticité des ressorts. Quen résulte-t-il si l’on
tient compte des résistances passives des frottements de
glissement? On néglige les résistances au roulement.
(Novembre 1902.)

CERTIFICAT DE MECANIQUE PHYSIQUE ET EXPERIMENTALE.

Paris.

Equations du mouvement intérieur dans un solide iso-
trope. Onde plane.
Couples d’éléments cinématiques; leurs propriétés.
(Octobre 1901.)

EPREUVE EcRITE. — Equilibre élastique d’un tube cylin-
drique de révolution. Expériences de M. Amagat pour
déterminer le coefficient d’élasticité et le coefficient de
Poisson.

EPREUVE PRATIQUE. — Statique graphique : épure des ten-
sions dans les barres d’une ferme & la Polonceau.
(Juillet 1902.)

EPREUVE ECRITE. — Distribution des tensions a U’intérieur
d’un miliew continu. Tensions principales autour d’un
point. Quadriques directrices.

EPREUVE PRATIQUE. — Faire Uépure de la poutre de War-
ren a deux appuls, avec charges verticales. Méthode des
neeuds. (Octobre 1902.)

CERTIFICAT DE MECANIQUE APPLIQUEE.

Lille.

Calcul des résistances passives dans un treuil a engre-
nage; on tiendra compte du frotiement propre de l'engre -
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nage et du frottement des coussinets, en supposant que la
puissance est donnée sous la forme d’un couple constant.

(Novembre 1900.)

EPREUVE THEORIQUE. — Ktude des freins dans les voitures
automobiles : réle des freins; théorie du freinage : 1° par
le moteur; 2° a l’aide de sabots, de cordes ou de lames
Sflexibles.

EPREUVE PRATIQUE. — Boite du mouvement différentiel
d’une voiture automobile.

On demande : 1° les dessins d’exécution de la boite et des
azes des pignons d’aprés un croquis coté donné; 2° l’épure
des pignons coniques par le tracé approximatif de Tred-
gold. (Juillet 19o01.)

PREMIERE QUESTION. — FEtudier pour un automobile d
essieu d’arriére moteur la répartition de la charge sur les
deux essieux pendant le démarrage; déterminer le maxi-
mum de Uaccélération au départ, dans des conditions
données de stabilité. )

SECONDE QUESTION. — Déformation du quadrilatére plan
articulé ; condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
des pivots a révolution compléte.

EPREUVE PRATIQUE. — Exposer sommairement la méthode
de M. Léauté pour tracer approximativement par arcs de
cercle les profils d’engrenages cylindrigques.

L’appliquer aux données suivantes :

Grande roue.......... e e 36 dents

Petiteroue ........coiiiiiiintn .... 18 dents

Rayon du cercle primitif de la petite roue. o™, 14
(Novembre 1901.)

I. Effets dus a Uinertie dans les moteurs fizes & grande
vitesse : diagramme corrigé; efforts supportés par le bdti
(on donnera la construction de Mohr et la méthode ana-
lytique, en tenant compte seulement de Uinertie du piston).



(42)

1I. Détermination des dimensions d’un arbre soumis ¢ la
Sflexion et & la torsion. (Juillet 19o02.)

Etudier les différents modes d'action d’une roue d’auto-
mobile selon qi’elle est porteuse, motrice ou freinée. Eta-
blir dans les trois cas I’équation d’équilibre dynamique de
la roue. Conséquences. (Novembre 1902.)

CERTIFICAT D’ASTRONOMIE.

Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Théorie des éclipses de Lune,
(Juillet 1gor.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1903.

(1801, p. 47.)

St Uon considére les courbes tracées sur une méme qua-
drique, le rapport anharmonique de quatre courbes quel-
conques, tangentes a une méme biquadratique, est constant
lorsque ces courbes appartiennent & un faisceau tel qu'elles
ne coupent la biguadratique qu’en deux points variables.

(H. LEAUTE.)

SOLUTION
Par M. R. BRICARD.

Ce théoréme résulte de la proposition suivante :

Soit f(u) une fonction elliptique du second ordre, con-
struite sur les deux périodes 2wy, 2wy. Si Uon désigne par
2k la somme des deux péles de f(u), le rapport anharmo-
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nique des quatre quantités
S), [k wi), flk+w), f&+ ),
W3 =— W) — Wy

est indépendant de la fonction f et a pour valeur

ey— €3
—_—
€1 — €y

en posant, suivant l'usage,
pwy=ey, pwe= €y, pws= €3.

Autrement dit, ce rapport anharmonique est un invariant
absolu pour les fonctions elliptiques du second ordre, admet-
tant des périodes données.

Considérons, en effet, les deux fonctions elliptiques

S(w), plu—k).

Elles admettent les mémes périodes 2wy, 2w,. Il existe donc
entre elles une relation algébrique, qui est nécessairement
linéaire par rapport a chacune d’elles. Donnons-nous, en effet,
une valeur quelconque «; f(u) prendra cette valeur pour deux
arguments u; et uy liés par les relations

U+ uy = 2k,
d’ou il résulte

pluy— k)= p(us— k).

Ainsi & une valeur de f(u) ne correspond qu’'une valeur
de p(u— k). De méme.... Donc, etc.

Il résulte de la que w;, us, u;, u, étant quatre arguments
quelconques, le rapport anharmonique des quatre valeurs cor-
respondantes de f(u) est égal a celui des quatre valeurs cor-
respondantes de p(u — k). Faisons, en particulier,

uy =k,

Uy =k + wy,
Uz =k + ws,
u,,=k+u)3.
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On aura

SR —=f(hk+wy) | flk)—flk+ws)
Sk +0y) — f(k+wy) " flk+4w1)— fk+wy)

_ p(o) —pwy  p(o)—puw; _&—¢

. b
pw;—pwy ' pw—puw; e — ey
C. Q. F. D.

Cela posé, soient C la biquadratique considérée, 2w et 2w,
les périodes des fonctions elliptiques qui peuvent szrvir a la
représentation paramétrique de cette courbe, (F) un faisceau
de courbes algébriques tracées sur les quadriques, et dont cha-
cune ne rencontre G qu'en deux points. Chaque courbe de (F)
est déterminée par un paramétre A qui est connu lui-méme
rationnellement si on donne l'un des points de rencontre de

cette courbe avec C. Soit  le paramétre elliptique de ce point.
On aura .

L= f(uw),

f étant une certaine fonction elliptique. En vertu de I'hypo-
thése faite, f(u) ne peut prendre la méme valeur que pour
deux valeurs de «; c’est donc une fonction elliptique du second
ordre.

Soit 24 la somme des poles de cette fonction. Les arguments
de deux points de C situés sur une méme courbe (F') satisfont
a la relation

Uy + uy = 2k + période.

Pour trouver les courbes (F) tangentes a G, on fera dans
cette égalité u; = u,. On voit ainsi qu'il existe quatre telles
courbes (F), et que les arguments des points de contact sont

k, k+w, k4w, k-+ w;.

Le théoréme a démontrer est maintenant une conséquence
immédiate du lemme établi au début.

1918.

(1901, p. 336.)

Construire le point ot une normale @ une parabole coupe
la développée de cette courbe, en dehors du point ou elle
est tangente a la développée. (M. p'OcAGNE.)
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SOLUTION
Par M. E. Durorcq.

On sait que les pieds de trois normales concourantes 4 une
parabole forment un triangle dont le centre de gravité est sur
I’axe. Soient donc M le pied d’'une normale, A le point ou elle
coupe la développée en dehors du centre de courbure en M,
enfin N le pied de la normale qui touche la développée en A.
Le point A peut étre considéré comme l'intersection de trois
normales, dont deux sont confondues et normales en N, la
troisiéme étant la normale en M. Par suite, le point N est de
'autre coté que M par rapport a I’axe, et a une distance deux
fois moins grande. Il est donc facile a construire : on en déduit
la normale NA et le point A.

La construction inverse donnerait le centre de courbure A
relatif au point N.

Autres solutions de MM. BaRISIEN, BRocARD, LEz et VALDES.

1921.

(1902, p. 96.)

Démontrer que pour tout nombre entier n on a l’iné-
galité
2.4.6...2n \2
——— ) >n=%
1.3.5...2n —1

et que, lorsque n augmente indéfiniment, la différence des
deux termes de l'inégalité tend vers zéro.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. G. MONNET.

La proposition énoncée se rattache directement aux pro-
priétés de Vintégrale classique

1d

Y(n) =/‘2 sin?(z) dz.
0
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Rappelons, en effet, les formules

1.3.5...2n—1 ®
$(2n) = T2.4.6...2an 32’
2.4.6...2n
b(an +1) = 1.3.5...2n 41

et I'inégalité évidente

Y(an—1) >¢(2n) > $(2n +1).

Il viendra .
2.4.6...20n —2 1.3.5...2n—1 E> 2.4.6...21n .
1.3.5...2n—1 2.§.6...2n 2 1.3.5...2n +1

Multiplions les trois membres par

nous obtiendrons les inégalités

2.4.6...2n 2 2n 2.4.6...2n 2
1.3.5...2n —1 >’m>2n+l 1.3.5...2n —1

qui démontrent la proposition.

QUESTIONS.

1933. Soient, pour un point M d’'une courbe (M) quel-
conque, m et u les centres des deux premiéres courbures.
MT étant la tangente en M a cette courbe, A une direction
fixe quelconque, on porte des longueurs égales au rayon de
courbure mM en mM, et MM, sur les paralléles & A menées
par m et M, en MM; sur la tangente MT. Les tangentes
en M;, M,, M; aux courbes décrites respectivement par ces
trois points résultent des théorémes suivants :

1. La tangente en My passe par M.
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II. La tangente en M, passe par le point de rencontre de
la tangente MT et de la perpendiculaire abaissée de m sur
la symétrique de My par rapport a la normale M m.

lIl. La tangente en M; est symétrique de Msy. par .rap-
port & la tangente MM;. (M. p’OcaGNE.)

1934. Trois quadriques Qq, Q,, Q; déterminent un réseau
ponctuel de quadriques Q. Les polaires D d’une droite A par
rapport aux surfaces Q appartiennent & une eongruence :

1° Les droites de la congruence sont en général les cordes
d’une cubique gauche C;

20 Lorsque A varie, les cubiques G rencontrent en huit points
une courbe fixe;

3° Trouver la surface S lieu des droites A telles que les
droites D passent par un point fixe, et la courbe lieu de ce
point, quand A, variant, engendre la surface S.

(R. GILBERT.)

1985. Etant donnés : deux droites fixes rectangulaires Oz,
Oy et un cercle G qui passe en O; I'enveloppe des droites
dont les segments, limités a Oz, Oy, ont leur milieu sur le
cercle est une hypocycloide triangulaire H; (Nouvelles An-
nales, janvier 1902).

Montrer géométriquement que 'enveloppe de cette courbe Hj,
quand le cercle C de rayon constant tourne autour du point O,
est une hypocycloide quadrangulaire H,. (R. GILBERT.)

1956. On donne dans’espace quatre droites concourantes A,
4;, A3, A,, et quatre génératrices Dy, Dy, D;, D, d’un méme
systéme d'une quadrique Q. Trouver le lieu d'un point M tel
que les quatre plans MD,, MD,, MD3;, MD, rencontrent A,, 8,,
A3, A, respectivement en quatre points situés dans un méme
plan P et Penveloppe de ce plan. (R. GILBERT.)

1937. Une parabole est bitangente a une conique donnée S
en un point fixe et en un autre point. Le lieu du foyer est une
podaire de parabole.

Cas particuliers : 1° la conique donnée S est une hyperbole
équilatére; 20 la conique S se décompose en un couple de
points. (R. GILBERT.)
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1958. D’un pomnt A d’une hyperbole donnée, on méne des
paralléles aux asymptotes de cette courbe; elles coupent
en B, C la tangente a I'hyperbole au point M. On projette
orthogonalement A en P sur la normale en M. Démontrer que
les cercles tels que PBC passent par un méme point, quel que
soit le point A de I'byperbole. (MANNHEIM.)

1959. Le triangle ABC est circonscrit & une parabole
donnée; sur la normale a cette courbe, menée du point de
contact de BC, on projette orthogonalement A en P. Démon-
trer que les cercles, tels que PBC, passent par un méme point,
quelle que soit la position de A. (MaxNHEIM.)

1960. Construire le rayon de courbure en un point d’une
conique, connaissant la tangente en ce point et trois autres
tangentes. ( MANNHEIM.)

1961. Déterminer unc expression du rapport des arcs infi-
niment petits interceptés sur deux courbes donnces par des
cercles infiniment voisins dont on connait 'axe radical.

(MANNHEIM.)

ERRATA.

4e série, Tome 11, 1902. Page 5o, douziéme ligne cn remontant,

au liew de :
x = Rcosy, lire: x =Rcosx.

Méme page, quatricme ligne en remontant, aw liew de : ou le
centre touche, lire : ol la courbe touche.
Page 572, septicme ligne cu remontant, aw lieu de .
—(ton+qR)x%, lire: — (1on+gR)zs
Page 573, vingtiéme ligne en remontant, au lieu de .
+8Rx(2*+3y%), lire: 4 8Ra(x*—3y?).
Page 574, dixicine ligne en remontant, au lieu de -

—amsiny, lire: 4 2msins.
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Ne 1. SUPPLEMENT. JANVIER 1903.

CHRONIQUE.

Sur la présentation de ’Académie des Sciences de Paris, M. DarBoux
a ¢té nommé membre du Bureau des Longitudes a la place de
M. Cornu.

*

Le D* J.-B. de Toni a été nommé professeur de Botanique et direc-
teur du Jardin botanique a I'Université de Modéne.

*

Le professeur G.~W. Green, professeur de Mathématiques a I'Uni-
versité Wesleyenne de I'Illinois, est mort 2 Bloomington (Illinois), a
I’age de 55 ans.

*

L’Université d’Oxford annonce les cours suivants pour le prochain
« terme » de 1903 : Comparaison des méthodes analytique et synthé-
tique dans la géométrie des coniques, par M. W. Esson. — Eléments
des fonctions elllpuques, par M. Erriort. — Attraction et Electrosta-
tique, par M. A.-E.-H. Love. — Calcul des différences finies, par
M. A.-L. DixoN. — Courbes planes supérieures, par M. P.-J. KmBY. —_
Théorie des équations, par M. HasgLroor. — Géométrie pure, par
M. J.-W, RusseLL. — Géométrie (maxima et minima, inversion, etc.),
par M. LENDERSDORF.

*

Le Congrés des Sciences historiques, qui devait primitivement
avoir lieu & Rome en avril 1902, se tiendra au mois d’avril rgo3. La
8¢ Section (Histoire des Sciences mathématiques et physiques) est pré-
sidée par M. Gino Loria, de Génes.

x

L’Association américaine pour Pavancement des Sciences s’est
réunie le 29 décembre 1902, 2 Washington. M. CArroLL D. WRIGHT a
¢té nommé président. La prochaine réunion aura lieu a Saint-Louis a
la fin de 1903.

*

L’'Académie des Sciences a tenu sa séance annuelle le 22 dé-
cembre 19o2. Parmi les prix décernés, citons: Le grand prix des
N. A. — Suppl. x
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Sciences mathématiques a M. Vgssior, le prix Franceur 4 M. EmiLe
LemoiNE, le prix Poncelet a M. p’OcAGNE.

x

La Société mathématique américaine a tenu sa réunion générale
annuelle & I'Université de Columbia, le 29 décembre 1902. M. THoMAS
S. Fiske a été élu président, M. F.-N. CoLg, secrétaire. La prochaine
réunion aura licu & New-York, le 28 février.

*

Par arrété du Ministre de I'Instruction publique et des Beaux-Arts,
les jurys d’agrégation sont constitués ainsi qu’il suit, pour
Pannée 1903 :

Adgrégation des Sciences mathématiques : MM. APpPELL, membre
de DlInstitut, président. Pruvost, inspecteur général de I'Instruction
publique, vice-président. ANpOYER, professeur adjoint a I'Université
de Paris. BourLet, professcur au lycée Saint-Louis. VoeT, professeur
a P'Université de Nancy.

Agrégation des Sciences physiques JOUBERT, inspecteur
gencml de Plnstruction publique, président. L. PoINcaRE, inspecteur
général de I'Instruction publique, vice-président. Bouassg, professeur
a I'Université de Toulouse. CavavLikr, professeur adjoint a la Faculté
des Sciences de Marseille. Rivigre, professeur au lycée Saint-Louis.

Agrégation des Sciences naturelles : MM. FerRNET, inspecteur
général honoraire de I'Instruction publique, président. BouviER, pro-
fesseur au Muséum d'Histoire naturelle. LELOUTRE, professeur au lycée
Buffon. VALLERANT, maitre de conférences a I'licole Normale supérieure.

Certificat d’aptitude au professorat des classes élémentaires :
MM. FRINGNET, inspecteur de I’Académie de Paris, président. BENAERTS,
professeur au lycée Charlemagne, LAPRESTE, professeur au lycée Buffon.
PeINE, professcur au lycée Condorcet. Simmonot, professeur au lycée
Chaptal.

Agrégation de l'enseignement secondaire des jeunes filles :
ORDRE DES SCIENCES. — a. Section des Sciences mathématiques :
MM. PiERON, inspecteur général de I'Instruction publique, président.
NIEWENGLOWSKI, inspecteur de 'Académie de Paris. M"® Picor, professeur
au lycée de jeunes filles de Nancy. M. MARTIN, professeur au lycée Saint-
Louis.

b. Section des Sciences physiques et naturelles : MM. FERNET, inspec-
teur général honoraire de I'Instruction publique, président. MARGOTTET,
recteur d¢ 'Académie de Lille. Monikz, inspecteur de '’Académie de
Paris. MaRTIN, professeur au lycée Saint-Louis (adjoint pourla compo-—
sition de morale et d’éducation).

Certificat d’aptitude a l'enseiguemenl secondaire des jeunes
Jilles : OrprE DEs Sciences. — M. PIERoN, inspecteur général de 1'In-
struction publique, président. M™ CoLLET, professeur au lycée de
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jeunes filles de Grenoble. M. Monigz, inspecteur de I'Académie de
Paris. M™® LanporpHE, professeur au lycée Lamartine (adjointe pour
les épreuves de langues vivantes). M™ ScHacH, professeur au lycée de
jeunes filles de Versailles (adjointe pour les ¢épreuves de langues
vivantes).

200 -

BULLETIN BIBLIOGRAPHIQUE.

RECUEILS PERIODIQUES RECENTS.

Comptes rendus des séances de I'Académie des Sciences, t. CXXXV:
n°e 23 a4 26. — Sur lirréductibilité de Péquation y" = 6)* =4- x; par M. Paul
Painlevé. — Sur les propriétés du plan au point de vue dec 'dnalysis situs;
par M. Combebiac. — Sur une formule sommatoire dans la théorie des fonc-
tions 4 deux variables; par M. Martin Krause. — Sur lintégration des
¢quations aux dérivées partielles du second ordre, du type hyperbolique, 4
plus de deux variables indépendantes; par M. R. d’Adhémar. — Sur les
fonctions entiéres; par M. Hadamard. — Remarque relative a4 Ja Note « Sur
la représentation approchée des fonctions »; par M. Stekloff. — Sur la for-
mule fondamentale de Dirichlet qui sert a déterminer le nombre des classes
de formes quadratiques binaires définies; par M. Mathias Lerch. — Unc
application de la théorie des résidus au prolongement analytique des séries
de Taylor; par M. Lindelof. -—— Sur une représentation plane de l'espace et
son application a la statique graphique; par M. B. Mayor.

Bulletin des Sciences mathématiques (octobre ct décembre 1go2). —
COMPTES RENDUS ET ANALYSEs. Bouvart et Ratinet. Nouvelles Tables de Lo-
zarithmes a cinq décimales. Division centésimale. — Appell. Cours de Méca-
nique a lusage des candidats a I’Ecole centrale des Arts ¢t Manufactures.
— Capelli (A.). Lezioni sulla Teoria delle forme algebriche. — Gauss (K.-F.).
General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825. — Sellenthin ( B.).
Mathematischer Leitfaden mit besonderer Beriicksichtigung der Navigation. —
T —-
—
Arguments logx von 3,0-10 bis 9,g9g000-10 ( von Argument g,9g000=10 an bis
1

Hammer (E.) Scchstellige Tafel der Werte log Z fir jeden Wert des

. . x . .
9;999700-10 sind die log nur noch fiinfstellig angegeben, von dort an

I —
vierstellig). — MELANGES. Andoyer. Sur un probléme de Mécanique ration-
nelle. — Goursat (C.). Sur un théoréme de M. Jensen. — Stouf (Xavier).
Sur la premiére lettre arithmétique d’Hermite a Jacobi. — Bulletin biblio-
graphique. — REVUE DES PUBLICATIONS ACADEMIQUES ET PERIODIQUES.

COMPTES RENDUS ET ANALYSES. Zeuthen (H.-G.). Histoire des Mathématiques
dans Pantiquité et le moyen age. -—— Larmor (J.) Acther and Matter. —
Csuber (E.). Probabilités et moyennes géométriques. — MELANGES. Levi-
Civita. Sur les fonctions de genve infini. Balletin bibliographique. — Revu
DES PUBLICATIONS ACADEMIQUES ET PERIODIQUES.

CoMPTES RENDUS ET ANALYSES. Zaremba. Sur I'équation Au -+Eu = 0. —
Bardey (E.). Algebraische Gleichungen ncbst den Resultaten und den Me-
thoden zu ihrer Auflésung. — Perry (J.). Hohere Analysis fiir Ingenicure. —
Pascal (E.). Repertorium der hoheren Mathematik (Definitionen, Formeln,
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Theoreme, Litleratur). — Combebiac ( Gaston). Calcul des Triquaternions. —

MELANGES. Hadamard. Sur certaines surfaces minima. — REVUE DES PUBLI~
€ATIONS ACADEMIQUES ET PERIODIQUES.

Journal de Mathématiques pures et appliquées (fascicule IV, 1go2). —
Sur les fonctions entiéres et quasi-enliéres; par M. Ed. Maillet. — Essai sur
la théorie des fractions continuces; par M. Auric. — Théorémes généraux sur
les points singuliers des fonctions données par une série de Taylor; par
M. L. Desaint. — Table des mati¢res du Tome VIII de la 5° série.

Le Mathematiche pure ed applicate (septembre a décembre 1902 ). Severi.
Risoluzione descrittiva di alcuni problemi spaziali biquadratici (con tre ta-

vole). — Calegari. I determinanti di specie superiore. Burali-Forti. Sulle
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metodi elementari pel calcolo di =. — Alfa. Dimostrazione di una relazione
di condizione negli integrali iperrelittici. — Risoluzione di questioni. —
Questioni proposte. — Soggetti di ricerche. — Bibliografia,

Calegari. 1 determinanti di specie superiore. — Retali. Sopra una trans-
formazione cremoniana del terz’ordine. -— Pirondini. Proprieta caratleri-
tische di alcune linee piane a dioppa curvatura. — S¢raszeri. Sul moto di una
sfera che si appoggia a due rette che Pincontrano. — Niels Nielsen. Note sur
la fonction gamma. — Note : Barisien. Proprieta nella teoria dei numeri. Un
teoretha sui delerminanti. — Rizoluzione di questioni. — ()uestioni da
risolvere. — Soggetti di ricerche. — Bibliografia.
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L'auteur classe nettement la Géométrie parmi les Sciences Physico- -
Mathématiques et il s’applique & démontrer que les axiomes géométriques
sont en réalité des lois naturelles ou des vérités déduites de I'observation
du monde extérieur. Ce qui différencie les expériences géométriques des
expériences physiques proprement dites, c’est que les premiéres sont
toujours suivies d’un travail d’abstraction ou d'épuration qui n’existe pas
en Physique; ainsi les objets matériels a I'aide desquels nous vérifions les
propriétés fondamentales de la ligne droite et du plan sont concus par
nous-comme amenés a cet état idéal o ils n’ont plus ni imperfections de
forme ni altérations accidentelles. En second lieu nous faisons intervenir la -
notion de l'infini, qui n'est jamais invoquée en Physique. Nous supposons
des lignes et des surfaces infinies, tandis que nous n’imaginons pas — et
que nous n'avons pas besoin d’imaginer — des forces, des masses, des
lempératures infinies. Ces circonstances, jointes a 'extréme simplicité des
expériences géométriques (accomplies dés notre enfance et pour ainsi dire
a notre insu), font que nous sommes tentés d’en oublier le caractére ét
que nous altribuons parfois & la raison pure les vérités puisées au con-
tact du monde extérieur. Notamment le fameux postulatum d’Euclide;
sur les paralléles, dont on a si longtemps et si vainement cherché la justi-
ficalion logique, est un fait d’expérience, dont I'énoncé doit figurer parmi
les axiomes géométriques. .

Dans un premier Chapitre, intitulé Concepts de la Géométrie, I'anteur
passe en revue les principales définitions, dont il a soin de faire ressortir
I'origine “expérimentale. Le deuxiéme Chapitre est consacré a I'examen
des six lois naturelles ou Propriétés géométriques, qui servent de bases -
A la Science. Dans un troisi¢éme et dernier Chapitre, Du probléme géomé-
trique, 'auteur montre que les découvertes modernes et particuliérement
les grandes inventions. de Descartes et de Leibnitz n’ont nullement altéré
le caractere primitif. de la Scienoce, qui reste purement physique en son
principe; les développeménts rationnels ou analytiques ont seuls pris

plus d’extension et les méthodes ont alteint un degré de généralité que .

w'avaient pas celles des anciens. Voici au surplus la Table des matiéres,
qui permettra au lecteur de se rendre mieux comple de I'esprit et du.
plan de I'Ouvrage. : ’




CuapiTRE PREMIER @ Concepts de la géométrie. —- Espace. Dislance. Vo- -

ume, surface, ligne et point. Figures géométriques. Ligne. droite. Ligne . -

courbe. Surface plane ou plan. Surface courbe. Angle. Parallélisme. Cercle,

sphére. Tangence. Limites,

ACHAPITRE 11 : Axiomes géomélriques ou proprietes de-la ligne droite-et -

~du plan. — 1° La ligne droite est le plus court chemia d’unm point a un,

" autre. 2° D’un _peint 3 un autre .on ne.peut mener qu'une seule ligne droite.-

.- '3° Une ligne droite peut étre prolongée indéfiniment dans les deux sens.

" 4 La ligne droite peut servir.d’axe de rotation. 5° Une ligne droite qui a
commencé par s’éloigner d’une autre ne peut pas ensuite s'en rapprocher, et

i‘éciproquemcnt. 6° Dans un plan on peut tracer des lignes droites dans tous

. les sens.

Remarque sur les types élémentaires de la géométrie.

. ‘Cpaprtre III : Du (}roble'me géométrique. — 1. Géométric ancienne -ou
- “spéciale : 1° Figures planes rectilignes. »° Figures planes curvilignes. 3° Fi-
- gures A surfaces planes. 4° Figures 3 surfaces courbes. — II. Géométrie
. moderne ou générale : 1° Invention de Descartes ou application de I’Algébre
“ 4 la Géométric. 2° Invention de Leibnitz ou application du Calcul infinité-

.. simal aux équations de la Géométrie.
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SUR LES CERCLES TANGENTS A TROIS CERCLES DONNES;

Par M. G. LERY.

Je me propose de montrer qu’une méthode de con-
struction donnée par M. Mannheim (') permet la
discussion simple et compléte de la réalité des solutions
et de la nature des contacts. M. Mannheim a obtenu
cette construction en transformant par inversion la
solution du probléme correspondant de la sphére; je
commence par donner une démonstration directe.

CONSTRUCTION.

1. Comme M. Fouché Ua fait (2), j’étadie les cercles
isogonaux aux trois cercles donnds : les cercles tangents
en sont des cas particuliers. Les démonstrations sont
simplifiées par 'usage des angles dirigés.

Remarques. — 1° Dans un plan orienté, I'angle
d’une premiére droite avee une seconde est un nombre
algébrique défini a A= prés; je divai pour abréger qu'un
angle multiple de = est nul.

2° Deux angles dont les ¢oLés origine et exirémité
sont respectivement symélriques par rapport a une
droite ont alors une somme nulle; par suite, étant don-
nés deux cercles Cy et Cy qui se coupent en A et A/,

(") Nowe. Annales, 1885, p. 08,
(%) Nouy. Annales, 1892, p. 297,

Ann.de athemet., {1 sévieo L (Février 1go3.) 4
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Pangle de C, avec C, en A a une somme nulle avec
P’angle de G, avee G, en A’
De méme pour I'angle de deux courbes Gy, Co,y enun
point commun A, et P'angle de leurs transformées par
une inversion, G, ct C}, au point inverse A’

2. Cercles isogonaux & deux cercles C, C,.— Soit T
un tel cercle qui coupe C en M ev M. L'angle de C
avec T en M est égal a Pangle de C, avee T en Pun de
leurs deux points communs, et a une somme nulle avee
Pangle de Cy et T en l'autre; soient N’ le premier de
ces points, N le second.

MN et M'N’ se coupent ¢n un point O,. L’inversion
de centre O, qui transforme T en lui-méme change C,
en un cercle passant en M et M/ et y faisant avec I jus-
tement les mémes angles que C, en grandeur et en
signe; ce cercle est C.

Eu conséquence, O, est 'un des deux centres d'in-
version de G ev Cy 5 sa puissance pav rapport a T est le
module a, de Pinversion de centre O, qui transforme
C en Gy enfin les points de rencontre de T avee C sont
antihomologues par rapport a Oy de ceux de T et C,.
La réciproque est évidente; il y a deux séries de cercles
isogonaux, qui correspondent aux deux centres d'inver-
sion O,, O;.

Si MN est paralléle a M'N’; O, est a 'infini. L'inver-
sion correspondante est remplacée par une symétrie, par
rapport a la perpendiculaire au milicu de MN; G et C,
sont alors égaux.

Si Pon veut construire N antihomologue de M, il
suflit, en appelant ¢ et ¢, les centres des deux cercles,
de mencer le rayon ¢, n paraliéle a ¢M, de méme sens ou
de sens contraire; la droite Mr coupe C; en N. Le
choix du sens du rayon ¢, n correspond au choix pos-



(51)
sible de 'un des deux centres dinversion Oy, O, ; cette
construction rend inutile la construction préalable de
ces deux points.

3. Cercles isogonaux a trois cercles C, Cy, Cy. —
Soit T 'un d’eux; la puissance par rapport a ce cercle
de 'un des deux centres d’inversion de C et C,, soit O,,
est le module a,; de méme 'un des deux centres d’in-
version de G, et Gy, O par exemple, a pour puissance
le module a, par rapport a T'. T appartient donc a un
faiscean linéaire. Réciproquement, les cercles de ce
faiscean qui coupent G sont isogonaux a C et Gy, et
a Gy ct Gy, d’apres le ne 2.

Remarquons que, élant isogonaux a G, et G, la
puissance par rapport i cux de 'un des deux centres
d’inversion de C et G, égale le module correspondant;
ce centre Oy est sur la droite O0,, axe radical du
faisceau.

Oun a quatre faisccaux de cercles isogonaux, eu accou-
plant 'un des centres O, O’ a 'un des centres O,, O,

Pour construire un cerele T isogonal a G, G,, C,, je
prends un point M sur G, je construis son antihomo-
logue N sur G, et'antihomologue P de N, sur G, aprés
avoir choisi les sens relatifs des rayons paralléles des
trois cercles. Le cercle MNP est isogonal aux trois
cercles. On a facilement son second point de rencontre
avec G : le point M, antihomologue sur C du point P,
appartient cn ellet aux cercles isogonaux 4 G et G, qui
passent en P ct par rapport auxquels le point O, ala
puissance oy ; ¢’est done uu‘poim de I'. Il veste & prouver
qu'il est distinct de M; or angle de T avec Cen M étant
désigné par o, celui de T'avec Gy en N est — o3 enPon
a d¢ méme ¢: en M/, —o; done M différe de M, a
moins que 2 ne soit nul. )
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4. Solution. — Je considére V'un des quatre faisceaux
de cercles isogonaux, qui est défini par le choix de trois
centres d’inversion O, Oy, O; en ligne droite, ou par
celui des sens de trois rayons paralléles. On a a cher-
cher les cercles du faisceau tangeuts a C : ils touche-
vont G, ¢t C,. Je construis les axes radicaux MM/,
M, M/, de C et de deux cercles du faisceau;; ils se coupent
en H, qui a méme puissance par rapport a C et a deux
cercles du faisceau, donc a tous; les tangentes menées
de H au cercle C, si elles existent, sont les axes radicanx
de C et des cercles cherchés; on a un point de chacun
d’cux en coupant G par la polaire de H, polaire qu’on
a sans déterminer H, car elle passe aux points de ren-
contre des droites MM,, M| M', et des droites MM/,
M'M;.

Chaque faisceau peut donc fournir deux solutions.

DISCUSSION.

8. Les deux solutions qui correspondent a 'un des
quatre faisceaux existent ou non suivant que le point H,
relatif a ce faisceau, est extérieur ou intéricur au
cercle C. Je puis supposer, pour faire la discussion,
que le point M, est trés voisin de M; alors M| est trés
voisin de M'. Le point H est extérieur a C si les petits
arcs MM,, M'M, sont de sens contraire sur C, inté-
rieur s'ils sont de méme sens. Pour simplifier, ’appelle
positif le sens de rotation du petit arc MM; nous allons
chercher quel est le sens de NNy, puis de PPy, et enfin
de M'M/,, ce qui nous moutrera si le point H est exté-
rieur ou intérieur a C.

Les points N et N, sont respectivement inverses
de M et M, par rapport 4 I'un des centres de similitude
de C et Gy, 50it O,. 87 O, est extérieur aux deux cir-
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conférences, la figure montre que le sens de NN, est
négatif; dans les autres cas il est positif. Dans le premier
cas, je donne a O, l'indice ¢, =—1, dans les autres
V'indice eo = +41.

De méme les points P et P, sont respectivement anti-
homologues de N et N, par rapport a un centre de simi-
litude O de G, et C,. Soite 'indice du point O, déter-
miné comme on I’a vu & propos de O,; le sens de PP,
relativement & celui de I'arc NN, est du signe de ¢, et,
relativement & 'arc MM, il est du signe de ce,.

Enfin, soit ¢, I'indice du centre de similitude O, par
rapport auquel Parc M'M, est antihomologue de PP,.
On voit de la méme fagon que le sens de M' M/ est posi-
tif suivant que ec, e est positif ou négatif,

Par conséquent, je considére trois centres de simili-
tude O, O,, Oy, en ligne droite et le faisceau isogonal
correspondant; les indices ¢, ¢, ¢o de ces trois centres
étant déterminés, le faisceau fournira deux solutions
ou zéro suivant que le produit ez,¢, sera négatif ou
positif.

6. Cette méthode, appliquée & chacun des cas de
figure que peuvent présenter les trois cercles, donne
dans chaque casle nombre de solutions. Par exemple, si
les trois cercles sont extérieurs, soient O, O,, O, les
centres de similitude directe, O', O}, O, les centres de
similitude inverse; les trois premiers ont I'indice — 1,
les autres également.

On a le Tableau suivant :

1°" faisceau : O 04 O,, e ey =—1 (2 solutions);
2° » 0 0} 0}, ezjeh=—1 (2 solutions);
3¢ » 0’040, depey=—1 (2 solutions);

1
i° » 00} 0,, deles = —1 (2 solutions).
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Il'y a donc huit solutions.
On examinerait aussi facilement les autres cas de
figure; on retrouve ainsi, par unc méthode aussi

courte que possible, les résultats de la discussion de

M. Fouché.

7. Soit T une solution correspondant a un axe de
similitude 00, O,; on peut, d’une facon analogue, con-
naitre a priori la nature de ses contacts avec G, C,, C,.
Nous partirons de la remarque suivante : si deux cycles
sont langents extérieurement, leurs sens sont contraires,
et inversement. Je dirige C arbitrairement, et ensuite T
de fagon qu’il y ait concordance des sens au point de
conlact; je posey =1 ou — 1, suivant que T est du
sens de G ou du sens contraire, c’est-a-dire que le con-
tact est intéricurou extérieur. L'inversion de¢ centre O,
qui transforme G en G, change T en un cycle Ty,
ayant méme support que I'y et tangent au cycle G5 le
sens de G, est du signe de ey celui de Ty est du signe
de — 7,7y, en posant 1y =+ 1 si la puissance de lin-
version est positive, ny==—1 si cette puissance est né-
gative.

Le contact de C, et T, est intérieur si 5 et — 7,9
sont de méme signe, donc si yey 71, est négatif, extérieur
dans le cas contraire.

En définissant de méme Vindice 1 du centre O, on
voit que le contact de C, et Ty est intérieur si yeneany
est positif.

On remarque, en faisant les diflérentes figures, que,
pour un centre de similitude direct de deux cercles, le
produit e est négalif, et qu'il est positif pour un centre
inversc.

On voit ainsi que, si le faisceau relatif aux trois
centres de similitude directe donne des solutions I'y, T»,
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les countacts de T'y avec les trois cercles sont de méme
espéce, ceux de Ty également.

’
CAS PARTICULIERS.

8. Les cercles I' qui doivent toucher un cercle C et
deux droites C,, C,, ou bien deux cercles C, C, et une
droite C,, sontdonnés parla méme méthode de construc-
tion que les cercles tangents A trois cercles. Il v’y a, en
cffet, rien a changer dans la déinonstration donnée, car
une droite et un cercle possédent deux centres d’inver-
sionj pour deux droites, ces deux centres sont a l'in-
fini sur les bissectrices, les inversions correspondantes
étant remplacées par des symélries par rapport a ces
bissectrices. Il existe encore quatre faisceaux de cercles
isogonaux, dont chacun peut donner deux solutions;
remarquons que, dans le cas de trois cercles, nous
pouvions chercher les intersections de deux cercles
d’un faisccau avec I'un quelconque des trois cercles;
ici la construction serait illusoire si nous prenions le
point M, qui définit un cercle du faisceau, sur la
droite C, par exemple; on déterminerait bien, par la
méthode indiquée, le second point de rencontre M’
de ce cercle et de Gy, et Pon pourrait trouver un seg-
ment analogue M, M/, mais le point H serait indéter-
miné.

On peut, cependant, finir la question en cherchant
les points doubles de involution dans laquelle se cor-
respondent M et M/, My ct M|. Si M et M, sont pris sur
le cercle G, on a encore a chercher les points doubles
d’une involution, ce qui est alors trés simple, comme
nous ’avons vu.

Pour étudier Iexistence des solutions, le plus simple
est de ramener le probléme au cas de trois cercles, par
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une inversion; les indices ¢ ne peuvent plus, en effet,
étre définis. Par exemple, deux droites et un cercle qui
ne les coupent pas se transforment en deux cercles
sécants et un cercle extérieur; il y a alors quatre solu-
tions.

On ferait facilement, de cette facon, le tableau com-
plet de la discussion.

9. Cercles passant par un point C et touchant deux
cercles C, et C,. Soient O ¢t O’ les centres d’inversion
de C, et Gy les cercles isogonaux 4 C, et C, forment
deux réseaux; ceux d’entre eux qui passent en C for-
ment deux faisceaux, dont on a facilement les seconds
points de base, et 'on est ramené a un probléme connu,
dont la discussion est facile.

THEOREME DE PASCAL.

10. Je considére trois cercles C,C,,C, ct un cercleT,
isogonal aux trois premiers. I' coupe C en M, sous
Pangle 5, C, en N(—%), G, en P(9), C en M'(—5),
C, en N'(9), Cy en P'/(—o). Les droites NP, N'P’ se
coupent en O, PM et PPM en O,, MN et M'N' en O,,
et ces points sont trois centres de similitude en ligne
droite. On a donc un hexagone inscrit a T', et les points
de rencontre des cotés opposés sont en ligne droite. Soit,
maintenant, un cercle I ¢t un hexagone MNPM'N'P/
inscrit; je dis qu’il posséde la propriété précédente. En
effet, on peut faire passer respectivement par M et M/,
Net N, Pet P/ des cercles qui coupent T sous un méme
angle, par exemple des cercles orthogonaux; la pro-
priéié de I'hexagone est alors évidente.
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SUR LA CANONISATION DES FORMES BILINEAIRES:

Par M. LEox AUTONNE.

1. Considérons une matrice A ouTableau des n2 coef-

ficients
ay; ... Qg "
A=[ap]= ++- -+ --- (Jyk=1,2,...,n)
any cee QAnn
de déterminant
ag “ee Qin
[A]=
Apq cen Qnn

La matrice définit sans ambiguité, soit une forme
bilinéaire
A=A(@,p) =X amyizu
ik

soit une substitution n-aire

A= L.Z‘j E ajker.

k

2. La méme lettre A peut désigner indifféremment
la matrice, la forme bilinéaire ou la substitution. Je
suivrai les régles du calcul symbolique telles qu’elles
sont exposées par Frobenius (J. f. r. u. a. M.,
t. LXXXIV, p. 1). Les formules symboliques compor-
teront une triple interprétation, suivant qu’elles s’en-
tendront de matrices, de formes bilindaires ou de sub-
stitutions.



(58)

3. Unc matrice A, sera canonigue si
Ay(z,y) =Ehjxjyj=2hz_)’.
i
Si hj= 1, la matrice devient la matrvice unité E,
E(z,y) =Emy.

Soient A et B deux matrices, avec |B| £ 0. Si Pon a B
telle que
A =B-1A,B, Ay = canonique,

A est canonisable et admet A, pour forme canonique
et B pour canonisante.

A est toujours canonisable si Péquation caractéris-
liquc

(@) A(r)y=A(r)=|rE—Aj=o0

na que des racines simples. A cesse en général d’¢ire
canonisable, s’il apparait dans ® des racines multiples.

4. M. Jordan a signalé, il y a longlemps déja, que
toute substitution d’ordre fini était canonisable. 11 en
est de méme pour les substitutions unitaires ct les sub-
stitutions hermitiennes que j'ai érudides [ Sur I"Hermi-
tien (Rendiconti du Cercle Mathématique de Palerme,
1902); Sur les groupes linéaires réels et orthogonaux

(Bulletin de la Société Mathématique, 1902)] et les
substitutions réelles et orthogonales, cas particulier
des unitaires, ainsi du reste que pour toutes les ortho-
gonales.

Par contre, je n’ai vu publiées nulle part les condi-
tions générales, nécessairves et suftisantes de canonisa-
bilité.

Elles se déduisent facilement, ainsi qu’on le verra
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ci-dessous, d’'un fameux théoréme de Weierstrass:
(Monatsberichte de l' Académie de Berlin, 1868,
p- 310 a 338).

5. Rappelons d’abord les principes de la théorie.
Prenons un  faisceaw de matrvices fr=rA 4B,
r étant un paramétre variable, et nommons A(r)=23,(r)
le déterminant
|rA+BJ,

premicr membre de Véquation caractéristique @,
A(r)=o.

Dauns le déterminant A, les &i¥™ mineurs seront des
polynomes en r, de degré n— k. Nommons Ag(r) le
plus grand commun diviseur de tous ces mineurs,

Supposons qu'une racine o de ® posséde un degré
de multiplicité o dans Péquation Ax(r)=o, avec
k=o, 1, ..., ¢q, tandis que : 1° 2,=1m cst le degré
de multiplicité dans ®; 2° ay=o.

Les degrés de multiplicité a; forment une suite
décroissante

A > A >0 > A > A > 0.

Les différences By=o4_,— a5 forment une suitc
non croissante

Bi2Baz...2842...2B4

Si Von pose Br= 1+ ok, les entiers positifs ou nuls oy
forment une suite non croissante

812022...2042...20,.
D’ailleurs
k=gq
O .
zpk: (ao—" a])+(11+ 12)—}—» .o
k=1

k=¢
AN
(g — G ) F e Ry = Rg= M = +2‘8/{,

k=1
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d’ou la formule
Ir::(]

(1) m—q :28/‘..
P

=1

Si tous les ¢ sont nuls, g est précisément le degré m

de multiplicité que la racine p posséde dans ®.

6. Weierstrass dit que les expressions

(r—p)t

sont les Elementartheiler aflérents a la racine p.

Pour abréger, je dirai que ces expressions sont les

successifs (sous-entendu : facteurs ou diviseurs) affé-

rents a la racine p.

Le successif est simple, si I'exposant 3 est égal a

I'unité, d’ou 84 = o.

7. Deux faisceaux de matrices

rA+B et rGC+D

sont équivalents s'il existe deux matrices L et M, avec

[Lis0, [M[so,
telles que
rC+D=L(rA+B)M,

¢'est-a-dire
C = LAM, D = LBM.

Alors C est équivalente 2 A et D a B.
Dans le cas particulier ot C=A =E, on a

L= M-,

et U'équivalence se change en similitude.

Ainsi pour que deux matrices A et A, soient

sem -
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blables, il faut et il suffit que les deux faisceaux
rE—A et I'E—Ao
soient équivalents.
8. [’admirable théoréme de Weicrstrass s’énonce
ainsi ;
Pour que deux faisceaux
rA+B et rC+D
sotent équivalents, 1l faut et il suffit que les successifs
soient identiques de part et d’autre.
9. Je vais en déduire la solution du probléme pro-
posé.

Tutorime. — Pour gu'une matrice A soit canoni-
sable, il faut et il suffit que le faisceau caractéris-
ligue

o,=rE—A

r’admette que des successifs sim/)les.

La démonstration est trés courte, aprés quelques
explications préliminaires.

10. Conscrvons les notations du n° 5 et envisageons
le systéme Q des n équations lindaires et homogénes

(Q) pszzaﬂ,x/, (J,hk=1,2,...,n).
k

On a A4(p)=o pour p=0,1,...,q—1, landis
que A (p)3£0; Q ne contient que n — g équations
distinctes.
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Réciproquement, sile systéme Q, anx ninconnues xj,
ne contient que n— g dquations distinctes, on a
Ax(p) =o pour k<< g et Ay (p)sZ£ 0.

Ces propriéiés deviennent évidentes si 'on remarque
que le déterminant des inconnues z; dans @ est préci-
sément Ay (p).

En particulier, si les successifs relatifs 4 o sont
simples, les 64 sont wuls, ¢ = m [formule (1) du n° 5]
¢l Q contient n — m équations distinctes. Réciproque-
ment si & contient n — m équations distincles, les suc-
cessifs sont tous simples, car les entiers & ne peuvent
étre négatifs.

11. Lemme. — Une matrice canonique A, a tous ses
successifs simples.

Soit
Ay y)y=co(@miy1+.c+Zmym)+ 0" (Zmar Yimar+o) ..
(79

La racine p de 0 possede le degré me de multiplicité. Le
systeme Q contient les n— m équations  distinctes
Xpps= 0, §=1, 2y ., n— m. Par suite (n° 10) Lous
les successifs sont simples dans Ja matrice Ag, ou, plus
exactement, dans le faisceau caractéristique rE— A,
de A,. Cc. Q. F. D.

12, La démonswation du théorcme s’acheéve mainte-
nant en quelques mots.

Pour qu’unc matrice A soit canonisable, il faut et il
suffit :

Ou bien que A soit semblable a une canonique A,

(nTet3d);
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Ou bien que les deux faisceaux (n° 7)

rE—A e rE—A,

soient équivalents, c’est-a-dire (théoréme de Weier-
strass, n° 8) admettent les mémes successifs.

Or (lemme du n* 11) le faisceau caractéristique
rE — A, dela canonique Ag a Lous ses successifs simples
et le théoréme du n° 9 est démontré.

13. Si pour le faisceau caractéristique rE — A on a
tous les successifs simples et

II'E — A | = ('.'—"P)I"("— 9’)"[("'*9”)’"”' .

(pe'#p' # .
on construira la canonique A,

Ao("’y .)/) = P(xl}/l"" . -+«Tm}’m)
-+ P,('Tm—l—l Ym+1+.. o+ z‘m+m'.}'m+m’)

+ 6" )+,

ct Von sera str de 'équivalence des faisceanx rE— A
ct rE — Ay, de la similitude de A avee la canonique A,
et de la canonisabilité de A.

14. Voici quelques applications de ma proposition
du n° 9.

Frobenius (J. f. r. u. a. M., 1. LXXXIV, p. 53)
signale que dans le faisceau caractéristique d’unc ortha-
gonale R réelle, tous les successifs sont simples. Toutes
les matrices R doivent donc étre canonisables. Clest ce
que j’ai eflectivement établi, par voie directe, dans mon
travail Sur ' Hermitien (loc. cit., n°s 22, 335 et 36).

Parcillement, dans ce méme travail, je montre que
toute hermitienue ou toute unitaire (loc. cit., n°> 22) ct
méme toute orthogonale (car la démonstration vaut
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aussi pour une orthogonale), est canonisable, donc : le
Sfaisceau caractéristique d’une hermitienne, d’une
unitaire ou d'une orthogonale a tous ses successifs
simples. 1l en est de méme pour une substitution d’ordre
fini, toujours canonisable (M. Jordan).

15. 11 me semblerait surprenant que ma proposition
du n° 9, conséquence si immeédiate du théoréme de
Weierstrass, elit échappé jusqu’a ce jour a la sagacité
des algébristes. J’en publie néanmoins la démonstration
et 'énoncé, n’ayant rien trouvé dans aucun Mémoire de
Mathématiques, qui ressemblat au théoréme du n°9. Au
surplus, si la proposition ne se trouvait pas nouvelle, la
démonstration le serait peul-étre.

[M*5a]
SUR LA SPHERE OSCULATRICE A LA CUBIQUE GAUCHE;

Par M. STUYVAERT,
Professcur &4 I’Athénée royal de Gand.

Jai donné (') unc construction de la sphére oscula-
wice a la cubique gauche. Je me permets de revenir sur
ce sujet, parce que j'ai exposé la solution sous une forme
rop concise; d’ailleurs, M. Servais m’a fait remarquer
que le cas de la cubique circulaire doit étre examiné a
part; enfin, le théoréme formant le point de départ de
cette recherche peut se démontrer par une méthode
plus simple que celle que J’ai employée; cetie méthode
plus simple est due & feu M. Fr. Deruyts.

(') Note sur les cubiques gauches (Bull. de I’Acad. royale de
Belgique, 1900).
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TutoremE b Reve. — Toutes les quadriques passant
par six points A, B, G, D, E, F sont coupées en des
couples de points en involution, par toute bisécante d

de la cubique gauche cy déterminée par les six points
donnés (').

Pour qu’il ne soit pas nécessaire de considérer a part
le cas des imaginaires, il est désirable d’avoir une
démonstration analytique. Voici celle de M. Deruyts.

L’éguation du systéme de quadriques a la forme

S=3S;+ %S+ AS;+ NS, =o.

Trois des surfaces S ne peuvent faire partie d’un
méme faisceau; clles ne peuvent pas appartenir, toutes
les quatre, 4 un méme réseau. Mais on peut supposer
que Sy et S, passent par ¢, ct sa bisécante d.

Les coordonnées de tout point de d annulent S5 et S;.
Done, ceux de ces points qui apparticnnent a Z, appar-
tiennent & A, Sy 4+ % Sy et inverscment. Or, le fais-
ceau A, Sy + 2, S, marque, sur d, une involution; par
conséquent, il en est de méme du systéme I.

Corollaire I. — Les points d’appui de d sur ¢y for-
ment un couple de Pinvolution.

Corollaire 1I. — Si d est une tangente, le contact
est un point double de I'involution ; ’autre point double
est sur le plan polaire du contact par rapport a toutes
les quadriques 2 ct, en particulier, par rapport aux

couples de faces opposées de I’hexaédre ABCDEF.

Tutonkme. — Zoutes les sphéres passant par trois
points A, B, C de c; coupent encore la courbe en des

(') REYE, Annali di matematica, 2* série, t. 11, p. 130.
Ann. de Mathémat., 4* série, t. I11. ( Février 1go3.) b)
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triples de points D, E, F, situés dans des plans paral-
léles (*).

Soient
Ty Xo . X3 ., =w3, w2 w1,

les équations de c;.

L’équation d’une sphére passant par trois points con-
tient une constante arbitraire X, au premier degré. Si
I'on y remplace x,, x;, x3, x; par w?, w2, w, 1,0n a
une relation du sixiéme degré en w, satisfaite, quel que
soit A, par les paraméires vy, w,, w, de A, B, C.

En divisant le premier membre de I’équation par
(0 —wy) (0 —wy)(®—w;3),0on aune relation cubique
en w, avee la constante A au premier degré. Les racines
de cette équation sont les paramétres des points D, E, F
et 1’équation du plan DEF s’obtient en rempla-
cant w?, w?, w, I par Xy, &y, 3, £;. Comme cette
équation contient toujours A au premier degré, le plan
décrit un faisceau.

En d’autres termes, si I'on prend un point D quel-
conque sur la cubique, les quatre points A, B, C,D
sont sur une sphére qui coupe la courbe en deux nou-
veaux points E, F, de sorte que chaque terne D, E, F
est déterminé, de la méme maniére, par un quelconque
de ses points.

Donc, ces ternes décrivent une involution cubique
du premier rang et les plans D, E, F passent par un
méme axe. .

Comme une des sphéresdu systéme considéré se com-
pose du plan ABC et du plan de I'infini, I'axe du fais-
ceau des plans DEF est 4 I'infini.

(') Théoréme connu et facile 2 démontrer par la Géométrie.
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ProsLimMe. — Connaissant les trois points A, B, C
de c; construire la direction du plan DEF.

Soient: Sune sphére quelconque par A, B, C, coupant
encore ¢; en trois points inconnus D, E, F; M un point
de c; et ¢ la tangente en ce point.

La droite ¢ rencontre, en Ple plan ABC, en Q le plan-
polaire de M relatif & S, et en X le plan inconnu DEF.
Or, d’aprés le théoréme de Reye, X est le conjugué har-
monique de P sur MQ, et peut étre construit. '

Deux autres points M’ et M" de la cubique donne-
ront de méme deux points X’ et X" analogues a X; le
plan XX'X" est le plan inconnu DEF.

ProsLime. — Construire la sphére osculatrice en un
point A de c;. ’

1° On suppose, dans le probléme précédent, les
points A, B, C coincidents, c’est-a-dire que 'on com-
mence par construire une sphére ayant, en A, un
contact triponctuel avec la cubique. Pour cette opéra-
tion, on projette ¢;, d’un de ces points, sur le plan
osculateur en A, puis on décrit le cercle osculateur c,,
en A, a la conique obtenue; enfin, on méne par ce
cercle une sphére quelconque S.

2° Ondétermine, comme dans le probléme précédent,
le plan DEF des trois autres intersections de S avec c;.

3° Finalement, on méne, par A, un plan paralléle
a DEF. Ce plan coupe c; en deux points qui appar-
tiennent 4 la sphére osculatrice cherchée et achévent
de la déterminer.

Cas de la cubique circulaire. — 1° Ce qui précéde
permet, d’abord, de construire le plan qui contient les
points circulaires & I'infini E, I de la cubique. Menons,
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comme ci-dessus, unc sphére S ayant un contact tri-
ponctuel, en A, avec la cubique ct passant par un point
donné D de la courbe. Une tangente ¢ au point M de la
cubique perce en P le plan osculateur au point A, et
en Q le plan polaire de M relatif 4 §; soit X le conjugué
harmonique de P sur MQ. Un autre point M'de la
courbe donne, de méme, un point X’ analogue a X; le
plan DXX’ est le plan cherché DEF. Ce plan reste pa-
ralléle & lui-méme si ’on fait varier D.

2° Cela étant, faisons coincider D avec A ; soit AEF
un plan paralléle & la direction DEF trouvée a I'instant.

La tangente ¢ au point M de la courbe perce, en Py,
le plan AEF, en P le plan osculateur au point A ; soit Q,
le conjugué harmonique de M relatifa Pet Py; Met Q,
sont conjugués par rapport i la sphére osculatrice, ce
qui suflit pour la déterminer.

[H5js] |

SUR UNE INTERPRETATION GE()METNQUE DES EQUA'I‘WNS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE A COEF-
FICIENTS GONSTANTS ET AVEC SECOND MEMBRE;

Par M. Pauvr-J. SUCHAR

Docteur és sciences.

1. On sait qixe toute équation différentielle linéaire
du second ordre a coefficients constants peut s’intégrer
par des quadratures. Je me propose dans cette Note de
donner l'intégrale générale al'aide d’une interprétation
géométrique. Nous allons' d’abord rappeler quelques
résultats connus.
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Soient
(1 Sz, y)=0 |
une courbe plane, et
(2) P =19(a)

I'équation de la courbe en coordonnées tangentielles.

A

On sait que I'équation de la tangente & (1) peut se
mettre sous la forme

(3) rsina — ¥ cosa = p,

et I’équation de la normale a la méme courbe sera

: . dp
(4) T cosa+ysina= —;
dp . . e
or p et sont les distances de l'origine des axes aux

droites (3) et (4), il s’ensuit que la distance r au point
de contact de (1) avec (3) est la diagonale d’un rec-

. d
tangle construit sur p et fo’ on aura donc

: o
(5) o= <d—f> 4+ pt

d’ou on obtiendra par dérivation
, dr _dp + o
dp ~ due P
or chacun de ses membres représente, comme il est

bien connu, le rayon de courbure a la courbe (1) en un
point de coordonnéees x et y. Nous aurons donc

_.dr _dp
(6) 9_75_7{?—&—1).

2. On sait que toute équation différentielle linéaire
du second ordre a coefficients constants, et avec second
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membre, peut toujours se ramener & la forme

7) %—l—v:f(u).

Or, dans cette équation, nous pouvons évidemment
regarder ¢ et u comme étant les coordonnées tangen-
tielles d’'un point dont les coordonnées cartésiennes
sont x et y. Le second membre de cetie équation sera,
d’apreés (6), 'expression du rayon de courbure au point
de coordonnées z et y, exprimé en fonction de I'angle
de la tangente a la courbe avec une droite fixe; et I'inté-
grale générale de (7) sera, par conséquent, I'équation
de la courbe en coordonnées tangentielles. On aura
alors, comme il est bien connu,

z:/f(u)cosudu—o—a,
y:ff(u) sinu du + b,

ou a et b sont des constantes. Portons ces valeurs dans
I'équation de la tangente

zsinu—ycosu =y,

on obtiendra I’équation de la courbe en coordonnées
tangentielles, et par conséquent, l'intégrale générale

de (7).

3. Nous allons terminer par une application a un
probléme de Mécanique dans le cas d’'un point matériel

sollicité par une force centrale et dont la loi est de la
w(0

r2
que P'équation différentielle de la trajectoire est de la
forme

forme

), indi‘quée par Jacobi. On sait, d’aprés Binet,

a L
(8) — =
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d’ou
art
(9) i

N -
Q
3

Le théoréme des aires peut se mettre sous la forme
(10) r.esing =G,

ou r est le rayon vecteur d'un point matériel M, que
nous supposons de masse égale & 1, v sa vitesse et ¢ I'in-
clinaison de la vitesse sur le rayon vecteur. On sait
que si, par l'origine des axes qui est le centre de la
force, on méne un segment OM, égal et paralléle a la
vitesse v, le lieu de M, est une courbe appelée hodo-
graphe par Hamilton et qui jouit de la propriété que
la tangente en M, 4 cette courbe est paralléle au rayon
vecteur OM, de sorte que si cette courbe est rapportée
aux mémes axes que la trajectoire du point M, I'angle
de la tangente a I'hodographe avec I'axe polaire est
Iangle polaire 8. 1l s’ensuit que l'inclinaison de cette
tangente sur le rayon vecteur OM, est égale a ¢ ou
a m—¢. Si donc p est la distance du point O énla
tangente M et p, la distance 4 la tangente en M,, la
formule (10) nous donne pour le théoréme des aires
les deux formules

(11) pr=p17 =G,
et la formule (g) nous donne

d?p, w(8)

=

dor TPET g

Il résulte donc, d’aprés ce qui précéde, que le rayon
de courbure p, au point M, de la courbe hodographe a
pour expression
w(0)

(lﬁ) P1=— C
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Si, en particulier, la loi de la force F est celle trouvée
par MM. Darboux et Halphen 4 la suite d’un probléme
proposé par Bertrand ('), a savoir

(13) F= il
r2(acos?® 4+ 2b sinf cos6 + csin26)

3’
2

on aura, d’aprés (12), pour l¢ rayon de courbure, en
un point de la courbe hodographe exprimé en fonction
de 'angle de la tangente avec I'axe polaire,

K
pr1= 3’
(a cos?0 + 25 sinf cos® + ¢ sin20)2
ou nous avons posé K = — % Daus une Note publiée

dans les Nouvelles Annales (mars 19o2), nous avons
démontré que si, sous I'action d’une force centrale, un
point matériel décrit une conique quelles que soient les
conditions initiales, la courbe hodographe correspon-
dante est aussi une conique. La loi de force donnée par
la formule (13) donne pour trajectoires des coniques,
il s'ensuit que si, d’'une maniére générale, nous dési-
gnons par « I'angle de la tangente a une conique avec
une droite fixe, on aura pour le rayon de courbure de
la conique exprimé en fonction de «

K

;-
(A costa + 2B sina cosa + Csin?a)?

Il est facile d'interpréter les constantes A, B et C. On
remarque que si B =0, A = (, la courbe est un cercle;

donc ces constantes sont,<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>