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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

1865.
(1900, p. 384.)

Si un hyperboloïde circonscrit à un tétraèdre orthocen-
trique passe aussi par Vorthocentre, il admet des systèmes
de trois génératrices rectangulaires, et inversement.

(G. FONTENÉ.)

SOLUTION

P a r UN ABONNÉ.

Soit un tétraèdre ABGD pour lequel il existe un point E tel
que chacun des cinq couples de plans

( (BGE, DAB), ( (CÂE, DBG), , _ .
; ' { ; _ ; f (ABE, DGA)

( (BGE, DAG), ( (GAE, DBA),

soit formé de deux plans rectangulaires (deux conditions).
Chacun de ces cinq couples de plans constitue un hyperbo-
loïde équilatère passant par les cinq points A, B, G, D. E;



( 9° )
les équations de ces quadriques étant Si = o, S2 = o, .̂ . .,
S5 = o, l'équation générale des quadriques passant par ces
cinq points est, avec quatre paramètres,

Xj S j - h )«2 S* -f- . . . - + - X 5 S 5 - - O,

et il est bien évident que ces quadriques sont des hyperbo-
loïdes équilatères, puisque la condition pour une quadrique
d'être un hyperboloïde équilatére est linéaire par rapport aux
coefficients de son équation ponctuelle. En particulier, si Ton
prend un quelconque des cinq points, soit le point E, les deux
plans EDA, EBG, par exemple, sont rectangulaires, ce qui
donne les propriétés du tétraèdre orthocenlrique. Inversement,
si une quadrique passant en A, B, G, D est de plus équilatére,
comme les cinq conditions sont linéaires par rapport aux coef-
ficients de l'équation ponctuelle de la quadrique, cette équa-
tion renferme quatre paramètres au premier degré, et se con-
fond par suite avec celle des quadriques qui passent par les
cinq points A, B, G, D, E.

Remarque. — Ce théorème est énoncé et démontré dans les
Premiers principes de Géométrie moderne de M. DUPORCQ,
page io5.

1866.
( 1 9 0 0 , p . 3 8 4 . )

Soit Q la conique inscrite en A, B,, C au triangle At B! Ci-

I. Si par Aj on mène une droite quelconque qui coupe
Bi Ct en ïi, GA en II et AB en K, le point o>(BH, GK) appar-
tient à Q et toli est la tangente en u>.

II. P étant un point quelconque de BG, si PBt et PCt

coupent GiAt et AiB] en Hx et Kt, la droite HiK^ est tan-
gente à Q et PA Ici rencontre au point de contact IÙ\.

(P. SONDÂT.)

SOLUTION

Par M. NicoLAi, à Pistoia.

I. La conique lieu des points communs aux rayons homo-
logues de deux faisceaux homographiques C ( A , u ) , A 1 ) ,



( 9' )
B(A, oj, C), passe par les points A, B, G, o>, touche GAi
et BAj en C et en Bj car les deux faisceaux formeut sur la

transversale AjH une involution. les points H et K se corres-
pondant doublement.

D'après un cas particulier du théorème inverse de Pascal, on
voit encore immédiatement que u> appartient à Q, et du théo-
rème direct on déduit que wij est la tangente en w.

II. Le premier théorème transformé par dualité fournit le
deuxième.

Autres solutions par MM. RETALI et VACQUANT.

1868.
(18, )O, p . 4 3 i . )

Lieu des centres des coniques dont on cannait le centre
de courbure en un point donné, ainsi que la somme des
carrés des axes. (E DUPORCQ.)

SOLUTION

Far M. G. FONTENÉ.

Lorsqu'un triangle circonscrit à une conique devient éva-
nouissant, le cercle conjugué à ce triangle devient un cercle
tangent extérieurement à la conique et dont le diamètre est
égal au rayon de courbure au point de contact; ou encore,
comme Ta remarqué P. Serret (Nouv. Ann., 1861, p. 8o),
lorsqu'un triangle conjugué à une conique devient évanouis-
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sant, le cercle circonscrit au triangle devient un cercle tel que
le précédent. Le théorème de Steiner, ou celui de Faure,
donne donc l'énoncé suivant, qui a été proposé comme ques-
tion par Steiner (Nouv. Ann., 1849, p. 393) :

Le cercle tangent extérieurement à une conique, et dont
le diamètre est égal au rayon de courbure au point de
contacty coupe orthogonalement le cercle orthoptique.

M. Ploix. a donné une démonstration directe de cette pro-
priété (Nouv. Ann., i85o, p. 59) en rappelant que Poncelet
avait déjà donné le cas particulier de la parabole. Si le point
de contact M est donné ainsi que le centre de courbure G en
ce point, en appelant K le symétrique de G par rapport à M,
le lieu du centre de la conique est un cercle ayant pour centre
le milieu de MK.

P. Serret a étendu à l'espace la remarque rappelée plus
haut {Nouv. Ann., 1861, p. 82); en précisant un peu son
énoncé, on a eu : Lorsqu'un tétraèdre conjugué à une qua-
drique devient évanouissant, la sphère circonscrite au tétraèdre
devient une sphère tangente à la quadrique, le diamètre MK
issu du point de contact M étant déterminé par la relation

où C\ et G2 sont les centres de courbure principaux en Mi.
On peut dire encore : Lorsqu'un tétraèdre orthocentrique
circonscrit à une quadrique devient évanouissant, la sphère
conjuguée au tétraèdre devient une sphère telle que la précé-
dente.

Il résulte alors du théorème de Faure étendu à l'espace, ou
du théorème de Steiner étendu à l'espace avec un tétraèdre
orthocentrique, qu'une sphère définie comme ci-dessus est
orthogonale à la sphère orthoptique de la quadrique. Ce
dernier fait, qui entraîne les précédents, est susceptible d'une
démonstration directe analogue à celle de M. Ploix.. Si l'on
considère la sphère qui est tangente en M à la quadrique et
qui est orthogonale à la sphère orthoptique, le diamètre OM
de la quadrique coupant encore cette sphère en N, on a

OM
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Y étant OM, a et p étant les demi-axes de la section centrale
de la quadrique faite parallèlement au plan tangent en M ; an
a donc

OM

si MK est le diamètre de la sphère, et si OP est la perpendi-
culaire menée de O sur le plan tangent en M, on a

Ö M x M N = M K x Ö P ,

et par suite

OP
on doit donc avoir

PO PO
et cela a lieu terme à terme.

Autre solution, par M. E.-N. BARISTEN.

1870.

(1900, p. 432.)

On considère la figure plane qui est la projection de la
figure de Vespace formée par cinq plans a, 6, c, d, e\ on
désigne par (ab) la droite qui est la projection de Vinter-
section des plans a et b et par (A, B) le point qui est l'in-
tersection des plans autres que a et b. Montrer qu'il existe
une conique telle que chacune des droites de la figure est
la polaire du point correspondant. (G. FONTENÉ.)

SOLUTION

Par M. V. RETALI.

Considérons la figure corrélative : nous avons cinq points
(dont quatre quelconques ne sont pas dans le même plan)
sommets d'un pentagone gauche ayant dix couples d'éJéments
opposés (à la droite qui joint deux points est opposé le plan
des trois autres points). Ces dix couples d'éléments opposés
sont coupés par un plan arbitraire (ne passant par aucun des
sommets élu pentagone) suivant dix couples d'éléments con-
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jugués d'un système polaire [voir, par exemple (l), REYE,
Géométrie de position, t. II, p. 79 de la traduction française].
Le théorème corrélatif dans l'espace est : En projetant les dix
couples d'éléments opposés (droites et points) d'un pentaèdre,
d'un point arbitraire (non situé sur aucune des faces du pen-
taèdre), on obtient dix couples d'éléments conjugués (plans
et rayons) d'une gerbe polaire. En coupant cette gerbe par
un plan 7t; on obtient le théorème proposé.

Il y a un nombre doublement infini de cubiques gauches
dont les plans a, b> c, d, e sont osculateurs; les trois plans
osculateurs menés à une quelconque de ces cubiques par un
point arbitraire coupent le plan ir suivant un trilatère con-
jugué à la conique, etc.

1877.
( 1 9 0 0 , p . 5 7 i . )

On donne un triangle CAB. Sur AB, AG comme demi-
diamètres conjugués on construit une ellipse (E); sur AB,
BG on construit pareillement une seconde ellipse (E').
Etudier les intersections des deux ellipses (E), (Ef).

(G.-A. LAISANT.)

SOLUTION

Par M. V. RETALI.

En appelant D et E les points symétriques de G par rapport
à A et B, les deux ellipses sont respectivement tangentes à la
droite [ DE | aux points D et E, et au point G elles ont pour
tangente la parallèle à | AB | ; elles ont en ce point C un con-
tact du deuxième ordre et se coupent sur la médiane du
triangle ABC issue de G. Si a, b, c sont les longueurs des
côtés de ABC, les équations de (E), (E') rapportées aux axes
obliques AB, AC, sont respectivement

(E) £ £ / ; Î J 2 + C ! ; J - ^ C Î = O,

{E') == (ber -r- cy )~— ? bc{bx -+- cy) -f- c*y* = o

et, par suite,

(E ' ) — ( E) = c(y — b) (îbx -+- cy — 6c),

( ' ) On peut consulter aussi : E. DUPORCQ, Premiers principes
de Géométrie moderne, p. T/JT. Gauthier-Villars, 1899.



( 95 )
y — b = o est la tangente commune au point G;

ibx -\- cy — bc = o

est la médiane issue de C ; donc ( E ) , ( E ' ) s'osculent au

point G et se coupent au point ( ~ > y )•

Autres solutions de MM. E.-N. BARISIEN et VALDÈS.

1900
(1900, p. 5;5.)

On considère deux points fixes A et B et un cercle décrit
du milieu O de AB comme centre avec un rayon égal à
OA v̂ 3 . Montrer que pour un point G quelconque de ce
cercle le triangle ABC jouit de cette propriété que Vaxe
radical de son cercle des neuf points (et du cercle circon-
scrit) est parallèle à la médiane OG.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. V. RETALI.

Appelons H Forthocentre, M le centre du cercle des neuf
points, G le barycentre, w le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC : ces quatre points étant une ligne droite, il suffit
de démontrer que IIG est perpendiculaire à la médiane OG.
Soit G' la projection de G sur AB, et posons AO = a : comme
les points G et H sont conjugués au cercle de centre O et
rayon a, nous avons

e H . c c = ce*2 — CH . c:c = «2— oev5

et, par suite,

CH.CC'= ÔC* —a« = ';.«2;
mais

CG.CO = l CÔ"î = 2orî,
donc

GH.CC'= CG.GO

et le théorème est démontré.

Autre solution de M. LEZ.


