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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1897);

SOLUTION DE LA QUESTION D’ANALYSE PAR UN CORRESPONDANT.

On donne l'équation aux dérivées partielles

2 -2
pr+qi+ (pr+qy— z)gzl"(-a:—_k_)?—q*_'-),

ol p et q designent les dérivées partielles du premier
ordre de z considéré comme fonction de x et y.
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1° Former les équations des caractéristiques et
prouver que ces équations admettent deux intégrales

qui ne dépendent pas de la forme de la fonction F.

20 Déduire du résultat obtenu que les courbes
caractéristiques sont planes et que les développables
caractéristiques sont des cénes. Dire quelle relation
existe entre le plan d’une courbe caractéristique et le
sommet du cone caractéristique circonscrit suivant
cette courbe.

3° Indiguer comment on pourra utiliser ces résultats
pour intégrer complétement I’équation proposée.
4° On ménera lintégration jusqu'au bout dans le

cas particulier ot la fonction F a la forme

24 Y241
z?

A -+ B,

A et B désignant deux constantes. Montrer que, dans
ce cas, une intégrale compléte est fournie par une sur-
Jace du second degré dépendant de deux paramétres.

Posons
2+ Y241
Uu=pr+qy—az, $ =
L’équation a intégrer s’écrit
pr+qr+ur=F(s).

1° Les équations différentielles des bandes caracté-
ristiques sont

dr _ “+ ux

dt ¥ ' dp _F(s)/=x

dy dt — ;—sp),
7o e j“_li-_ F’(s)<£—$)
ds dt ~ 2 z 7

= F(s)+ us,
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On en déduit
du _ dp dg _ F'(s) 1
i il e i i (szt—}—z);
dx _dp du . dx sF'(s) d:r.
d—”' = d_[ -+ .7‘7; -+ t'm = |— Z -+ u an
Par suite,
'z dy |
der de? dy
=o0 ou < = const = — cotw.
dxr d_}: dxr
dt  dt

On a dés lors les deux intégrales premiéres indépen-
dantes de la forme de F :

p+ux
q+uy

= —tangw
et

Z cosw + ysinw = const. = /.

2° L’intégrale
rcosw -+ ysinw =1

montre que les courbes caractéristiques sont des courbes
planes, situées dans des plans paralléles a I'axe Oz.
L’intégrale
P Cosw + g sinw + ul =0

cOStw sinw
P2 ) g (20 1 5) —am

montre que tout plan tangent a une surface intégrale
en un point de la caractéristique (w, /) passe par le

ou

cosw sinw

I’
La développable caractéristique (w, /) est donc un
cone.

b

point —
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Le sommet de ce cone est le point inverse de la pro-
jection de 'origine des axes sur le plan de la caracté-
ristique, le module étant — 1 et le pole étant I'origine.

Y

3° Nous allons établir que la connaissance de ces
deux intégrales permet de réduire & une quadrature la

recherche des caractéristiques.
On obtient immédiatement

dp?+ dq? + du?

[r2 [.z"l %

32
3

+ (p2+ q?)sﬂ—g(px+qy)+é+igl—t+s‘u2] de

52

l?'?
S(sF—1)de.

Mais, d’autre part,
1ds _z dv ydy 2sds
2 dt T 32 dt 32 dt z dt
_(pr+gqy)+u@+y?)—255(F+us)
= z2 2

ds

d’ou l'on tire
=7 2(sF — l).

ol

La relation précédente s’écrit donc
sF"2 ds?
2 2 2 - 7
ap?+ dqg?+ du TGF =D
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Nous poserons

s=1 a F(s)—=G(=).

Nous avons les relations

gl ut=G(x),

52
dp?— dg?+ dur = /;T(lj(::- t
peosw + gsinw =— ul,

ZCoSw +y sinw = [,
et nous prendrons comme inconnues auxiliaires

psinw —gcosw =1V,

z sinw —y cosw = W.
On en déduit d'abord
pr+gr=Viq w2l dp? + dg? = 1 du?~+ dV1.

Les deux premiéres équations prennent alors
forme

dG?
4(G—rx)’
(v+1)ur + V2 = G(x).

(1+ ) dur+ dVr=

Le changement de variables
Vi+ 2 + {21 = pcosv, V =psine

est bien natarel ; il donne

dG?
2 2?2 — ——
dp? + prdy? = iG—=)
pt= G(1).

Eliminons o entre ces deux équations; un calcul

immédial donne

) /\/G_-. G
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Telle est la quadrature énoncée; elle définit ¢ en

fonction de t. On a ensuite .
’ . /G
pCosw + g sinw = — Ve cos g,
Vi+ i
P Sinw — gcosw = VG sing;

d’on I'on déduit les expressions de p et ¢ en fonction
de 7 el des constantes [, w, ¢,

\

‘—/-L—l—,cosqa cosw),
1+

‘ p:;/@( sing sinw —

(B)

‘ q = \/G(—coswsmw-—— cos¢ sinw).

Vi+ 2

Enfin on a
‘ x = [lcosw + Wsinw,

(C) y = lsinw — Wcosw,
, 2= (1 + I+ + W2),

W érant 1ié a  par la relation

u—+2z=pr-+qy,
ou

—_— (14 2+ W2)
(D) coscp‘/l+lf+sm¢f\V\/~————G .

Les bandes caractéristiques sont ainsi déterminées
par les expressions de (x, ¥, z, p, ¢) en fonction de ©
et des trois paramétres essentiels w, /, ¢,. Leur connais-
sance achéve l'intégration de I’équation donnée.

On observera que (W, z) sont les coordonnées d’un
point d’une courbe caractéristique dans son plan (/, ©);
la troisi¢éme équation (C) et I'équation (D) sont donc
les équations de celte caractéristique, définissant z et W
en fonction du paramétre <.

La construction d'une surface intégrale passant par
une courbe donnée est immédiate.
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4° Dans le cas particulier proposé, on a

A A
(E) G—?—FB ou ‘c:a—-—__—l—;.

L’intégrale (A) donne

2 —f——_dG ;
¥ G/Gi—BG_A

une inversion bien simple conduit a

VA B2 . B
e

Considérons © comme le paramétre variable; cetie
équation définit G; (E) définit =; (B) font connaitre p
et g; (D) donne W et enfin (C) déterminent x, y, 2

Insistons sur le cas on ©vo = o0. Alors

i B_2<B2

—-l) sino coso.

G T3A T /A\IA
Mais
2 1 —_ -+ 2
sinocosqzuv\/;+l _ u(psinw qcosw)/l 4 ,
1 9 G
et
G = p?+ g2+ u’.
Par suite
B . B2 —
|+2—A(;ﬂ+r/2+u-)_ u(psmm—q('osw)‘/-—n—l2

2A ./*
Or cette équation est I'équation tangentielle d’unc
surface intégrale, ’équation du plan tangent étant

Z=pX—+qY+u.

Cette surface est de seconde classe, ¢’est une quadrique,
et, comme elle dépend essentiellement des deux para-
meétres [ et o, son équation ponctuelle fera connaitre
une intégrale compléte de I'équation proposée.
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En posant
% =m  (quantité donnée),
B:— A ——
— 2  Vi+1l2=a arameétre
2B YA ‘/ (p »

on a a passer de I'équation tangentielle homogeéne
U2+ V2 mW2+ T?2—2a(Usinw — Vcosw)T =0
a I’équation ponctuelle correspondante; on trouve aisé-

ment comme résultat

(1 —a?)=m[x2+ y:+1— a’(z cosw —+ ¥ sinw)?
“+2a(zsinw — ycosw)].



