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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1505.

188%, p. 447.)

De chaque point M du cercle circonscrit a un triangle,
on abaisse une perpendiculaire MP sur la droite de Simpson
relative a ce point et a ce triangle; on demande :

1° Le liew du pied P de cette perpendiculaire;
2° L’enveloppe de la droite MP. (p’OCAGNE.)
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SOLUTION
Par M. H. LEgz.

Prenant le centre O du cercle circonscrit au triangle ABGC
pour origine des coordonnées, un point quelconque M de ce
cercle pourra étre représenté par

z = Rcosg, y = Rsing;

si z, B, 1 sont les angles que les rayons OA, OB, OC font avec
I’axe des X, les sommets du triangle auront des coordonnées
analogues.

Choisissant I'axe des X de maniére que a2+ f—+ v =am,
nous trouverons que les cotés du triangle ABC ont pour équa-
tions :

il seost — 3—a
(1) AB..... ysmi~.vcos'2_Rcos< 5 ),
. B B a—y)
(2) AC..... ysm;—af‘cos;-Rcos( 5 ),
‘ a a 'y —By.
(3) BC..... ysm;—xcos;ﬂl{cos(“! )

Les hauteurs du méme triangle étant représentées :

a .o . 3a
Pour le sommet A par y cos~ -zsin— — R sin —,
> 2 2

34

. . )

» B » ycos?-—\\—:rsmg.—:Bsm—‘,
2 2 2
5 . .3y

» C o ycos—( ~+ zsind = Rein 2,
2 2 2

Porthocentre aura pour coordonnées :

z = R(cosa + cosf ~+ cosvy)

o .
= — R(l—l—dCOS—COSECOS!-) = an,
2 9 2

¥ = R(sina +sin B + siny)

N LY
=jl’(<sm—sm;i sm-(> =om.
2

2 2
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Mais les perpendiculaires abaissées du point M sur les cotés
du triangle ont pour équations

(4) Sur AB..... ycosgﬁ—xsing:Rsin(tp%—

. B o B_no /. B
(5) » AC..... ycos; .xsnn;~R51n<9+;)>

(6) » BC..... ycosZ—i—xsinz:Rsin(?—i— >

Or, une droite passant par 'intersection des droites (1) et (4)
aura pour équation :

Y ysind B=2
— & cos -~y sin Rcos( " )

.

5 2+,

+K[wsin£+ycosY—Rsin<o+I)1 = o:

Péquation de celle qui passe par l'intersection des droites (2)
et (5) sera de méme

-—.rcosi—'rysing — Rcos(a—;j)

13
+K'[z‘sin§—|—ycos§—Rsin<c?+?>] = 0.

Quand ces deux équations sont identiques, elles représentent
la droite de Simpson; pour

1—¢ 1%

K == cos sin -

K’ = cos : sin
92 2

w
<
f

ce résultat est obtenu et, aprés réductions, nous avons pour
Véquation de la pédale :

08 ¢
Z SIn - —+ €os ~
2 o4 2

? B

I . . . . 0\
— —S§In = —~ 281N — Sin — Sin — CO0s +
2 2 2 2 2 2

-2 .
—2COS—COSECOSXSIH ?-
2 2 2 2

r .
— SIn
2

3¢
2
=R
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que nous pouvons écrire sous la forme
. R a
sin ¥ x + — + 2Rcos—cos—cos'I
2 2 2 2
o R sin 3.
+cos? y—stm—smEsmI) — —i
2 2 9, 5 o

ou

(7) (z—n\sin%—i—(}/—m)cosz:%sini—?-

De plus, une perpendiculaire abaissée du point M sur la
droite de Simpson a pour équation

cos £
¥y — Rsing = (r — R coso)
sin X
2
ou
(8) —-ysinc—? +rcos$:Rcosﬁ~
2 P >

En ¢liminant la variable ¢ entre les équations (7) et (8),
nous aurions le lieu du point de rencontre cherché. Comme
nous le verrons plus loin, 'équation de ce lieu est assez com-
pliquée et il est plus simple d’avoir recours aux coordounées
du point de rencontre P; elles permettront de construire la
courbe par points. Ces coordonnées sont :

n m . R )
(9) ,2‘:—'Z-(I—COSCP)—F?SIHL?—E—7(20052(‘9+5COS’7’—~I)::
) (

-

(10) y:%simf—‘— %1(1——0059)—5sinq(‘$—2cos§o) =
2 q

Donnant a ¢ les valeurs ci-aprés, nous aurons quelques
points remarquables de la courbe, savoir :

1°¢=0,sino=o0,coso=1,r=R,y=m:

m -+ n R
r = ——— + —»
By 4

T .
2° ¢ = -, slpw =1, COS& =0
> ? :

m-+n 3R
—-_+ M

Y= I

0,
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a2n — R

3 9 =m, sing =0, cOS¢ =—1, 1 = Y=o

o — . — p— —
4° ¢ = —> sine =—1, €COSO =0, &= ——— —

Mettons les équations (g) et (10) sous la forme
‘ 2€082¢ —1—cos(a—+ ©)+ cosx—+ 3 Ccosy

= }\ ,4—2[(:0S<'{>— Z)“CO%;] (‘ORY_S ’

s" sin(x + @)+ sina = 3 sing — 2 sino cos¢

( _"‘[Si“(?"g\)—sm .]cos‘{_p ,:;

’

N

<
I
=

pour ? == %, nous aurons

x = Rcosp, y = Rsina;

la courbe passe donc par les sommets du triangle ABC.

Pour ¢ ==+ a, le point M étant diamétralement opposé
a A, nous avons

R R T8
x = —(2c082q ---) — CcOS U — )COQ—CO%A 5—
9 2

v
3 a v o—_
= —R <s|n—~m—-——|—c0q—(~ { ),
) 92

/

e oo osa o y—4f
— 2 SINa COSa — SIn« —+ 2 SIn — COS >
2

a 3a v =

=R (——(os~am-—r—<m—c0= B)

2 2 2
N

coordonnées du point ol le centre touche le coté opposé au
sommet A.

Quant aux tangentes, leur coefficient angulaire est

dy o 2ncosg—amsing + R (3 coso —2cos29)
dx 27 sing +2mcose — R (3 sing +-2sinag
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Maintenant prenant la dérivée de I'équation (8), soit
L0 ¢ . 3o
(11) Zsin ~ -4y cos L = } Rsin =,
2 2 2

et éliminant la variable ¢ entre les équations (8) et (11), nous
aurons celle de 'enveloppe de la perpendiculaire MP.

Mais avant d’opérer cette élimination, remarquons I’ana-
logie qui existe entre les deux systémes d’équations(7)et(8),
(8) et (11). Pour écrire I’équation de la courbe, il suffirait de
connaitre la relation qui résulte de I’élimination de la va-
riable u entre les deux équations générales :

(12) a sinu + b cosu — ~in3u,

(13) a'sinu -+ b' cosu = cos3u:

ce que nous déterminerons par les transformations ci-aprés :
Multipliant d’abord la premiére par cos u et la seconde par
sin u, nous aurons

asinucosu — bcos2u — sin3ucosu,

a' sin?u - D' sinw cosu —= cos3usinu,
et la soustraction donnera
(a—0b')ysinucosu -+ bcos2u a'sin2u=—sin2u-=2sinu cosu
ou

(14) (a— 0" 2)sinucosu+ (b -+ a')jcostu—a' — o.

Multipliant ensuite la premiére par sinu et la seconde par
CoSu, nous aurons encore

asin?u + bcosusinu — sind usinu,
a' cosusinu + b cos2u =— cos3 u cosu,
et I'addition donnera

(a'4+ b)cosusinu + xsin2u—+ b'cos?u =— cos2u — »coslu—1

ou

(15) (a'—-b)cosusinu—(a—b'~+2)cos2u- 1+ a=o.
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De ces deux nouvelles équations (14) et (15), nous tirons
facilement
ad(b+a)+(a+1)(a—b—2)

2 —_
costu (b+a' )2+ (a—b')2— 4§

et

1 1 vy
. ai—>b)y—-blr-—a) "2
cos?u sin?u = [ —— —, ————7— | = cos2u — costu
(/1+(1')2+(rz—b"-’—-—.1,) ’

puis la substitution de cos?u dans cette derniére égalité con-
duit & un résultant de la forme UW + V2 = o, soit

la' (b +a')y+ (- a)(a--b—2a)]
(16) - Xt —b")(1 —b')y—a(a —1)—b(b+a')]
+ @' (1—0")Y—b(1+ a)l2=o.

Alors, pour I'élimination de ¢ entre les équations (7) et (8),
nous aurons

DL - on DYy — m)
[ _ O - — —_ = -
R R

b=

=R
=~

Portant ces valeurs dans la relation (16) nous trouverons
pour 'équation générale du lieu du point P :

(22 -y2—3Ra—bax-+>my -+ jn2+2Rn—2R2)
< (r? 2y SRr onzr—6my —4m2+2Rn—2R2)

(O Rm—gmn— fgmx - jny —3Ry —3xry)=o0

enveloppe d’une conique A2U -+ 22V — W = o.
Réduisant, nous obtenons la quartique unicursale

2wty —rom(2?-~ ¥y
—(von + gR)z34-(27R —1on)xy?
-(16n*+ 8m?—30Rn + 11 R2) 22
-+ (8n2—16m2--30Rn + 11 R?) y?2
—4mUSR —gfn)xy
—4fm(a2m?=—on2—14Rn+~5R2) y

—4(2n*+om>n —sRm2—7Rn2+5Rn) »

— {R*—24Rm2n +~12R2m2+—12R2n2+8Rn3 = o,
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courbe qui entoure le triangle ABC en passant par les sommets
et en touchant chacun de ces cotés.
De méme, pour I'élimination de ¢ entre les équations (8)
et (11), nous aurons

ol
==

a —= ) b:

-1l

Ces valeurs ¢étant portées dans la relation (16), nous trouve-
rons pour l'équation de I'enveloppe de la droite MP :

[3y2—x*—3R(BR+22)|[)2— 322 -3 R(3R—2x)|
= (23R - 22 2= o,
soit en réduisant
(x2+ y2— R2)2— B8R (22— 32)
— 20R2(2? — y2) — 28R¢= o
ou

(18) (22—y2—+—gR2—12Rx)2 jR(3R--»x)2 o

Cette enveloppe est une quartique tricuspidale ou hypocy-
cloide a trois rebroussements, courbe connue, tangente au
cercle circonscrit et dont les trois rebroussements sont les
sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de
rayon triple.

En effet, si nous cherchons les abscisses des points de tan-
gence de la quartique (18) avec le cercle circonscrit

2+ y2= R2,
nous aurons
(22 -+ R)32(r—R)=o0;
de la, deux racines

z‘_—.R, L === — 3

dont la derniére est double. Si, dans la méme équation, nous
remplacons x2+ y? par gR?, elle se décomposera encore en
produit de deux facteurs

(BR—2x)2(3R—2)=o0
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qui sont les racines de 1'équation

fr> - 7R -~27R3 =0

donnant les abscisses des trois points de rebroussement.

Enfin, si, des équations (8) et (11), nous tirons la valeur
des coordonnées de chaque point de P’hypocycloide (18),
nous trouverons

7 = Ria COSp — CO52¢ ).

(19) 2 I{(zsing +sin2¢).

Or, pour que les quartiques (17) et (18) aient des points
communs, il faut que leurs coordonnées soient les mémes; de
la, les deux relations

1R(2cose  cosag)
—=a2n(1—cosp) ~o>msine  R(3cose cosre).
iR(2sing  simng)

—ansing -omii -cospr i R{3<ing —sinag)
Réduites, elles deviennent

~ PRUI-——=COSQ)—o>m=sing

- dR(2c050 —1)(1—cosg) = 0.
(200 ¢
( yising — am (1 + cosg)

\ 5Rsing(2coso — 1) = 0.

Portant, par exemple, dans la premiére la valeur de
Ym cos¢)

sty =~ ———  tirée de la seconde, nous aurons
yR(»coso +-1)—2n

fm2r =+ coso) — (1—cosg)[5R(2coso +1) —2n]2= o,

relation du troisiéme degré, qui montre que les deux quar-
tiques (17) et (18) ont trois points communs, comme 1l était
facile de le voir d’aprés le mode de génération de ces courbes.



