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CONCOURS GENERAL DE 1902. SOLUTION DU PROBLEME
DE MATHEMATIQUES SPECIALES ;

Par M. Marcer DUBOIS,

Eléve de Mathématiques spéciales au lycée Carnot.

Soient (T') et (T,) les traces d’un ellipsoide (E) et
de son cone asymptote (E() sur le plan (T) qui passe
par les extrémités A, B, C de trois diamétres con-

jugués wA, wB, wC de cet ellipsoide.

1° On sait que ces traces sont des coniques homothc-
tiques et concentl'iques; dén:ontrer que le rapport de
similitude ne change pas quand on fait varier soit les
trois diameétres conjugués wA, wB, wG, soit Uellip-

soide (E).

2° Cela étant, on donnetrois points A, B, C non en
ligne droite et 'on considére tous les ellipsoides (E)
dont les points A, B, C sont les extrémités de trois dia-
métres conjugueés.

Démontrer que tous ces ellipsoides (E) et leurs
cones asymptotes (E,) sont coupés suivant des coniques

Sixes (T) et (T'y).
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3° On prend pour axes de coordonnées les axes de
symétrie Ox, Oy de (T') et la perpendiculaire Os
a (T).
Trouver Uéquation de celui des ellipsoides (E) qui
a pour centre un point » de coordonnées z,,3 ,, z,.

4° Soient P, Q, R les traces sur (T) des axes de
symétrie de cet ellipsoide (E), ayant pour centre .
Montrer que PQR est conjugué par rapport a (T')).
Déterminer le cercle (Cy) conjugué au méme triangle

PQR.

5° Montrer que P, Q, R peuvent étre obtenus par
Uintersection d’un cercle (Cy) et d’une hyperbole équi-
latére (H) ayant ses asymptotes paralléles aux axes
de symétrie de (T,).

Le cercle (Cy) coupe I’hy perbole (H) en un qua-
tricme point S que ['on construira. Déterminer les
puissances par rapport a (Cy) de l'origine O des coor-
données et du point de rencontre des hauteurs du

triangle PQR. Construire (Cy).

6° Examiner le cas particulier oiw (T) est un
cercle.

1. Prenons wA, wB, wC comme axes des z, y, z et
soient a, b, ¢ les longueurs respectives de ces trois seg-
ments.

Pour abréger, nous substituerons aux coordonnées
courantes les coordonnées

(E) a pour équation

X2+ Y24 Z2—1=0;
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(E,) a pour équation
X2+ Y24 Z2=0;
(T) a pour équation
X+Y+Z—1=o0.

Le centre O des moyennes distances des trois points
A, B et C a pour coordonnées

X'=Y=2=

Q| -

Transportons les axes parallélement 2 eux-mémes
en O.
L’équation de (E) devient

X DY e (v 5 e (2 LY

I’équation de (E,) devient

12 Y 12 Z 12
<X+§>+< +§>+( +3) =o

Péquation de (T') devient

X+~Y+Z=o.

En tenant compte de la troisiéme équation dans cha-
cune des deux premiéres, on voit que (T') et (T'y) peu-
vent étre définies comme sections par (T) des deux qua-
driques dont les équations sont

X2+ Y24 22—

=o0 et X2+Y‘2+Z’+%=o,

el N

quadriques homothétiques et concentriques, le centre
commun étant O et le rapport de similitude Iy

(T) et (T'y) sout elles-mémes homothétiques et con-
centriques. Leur centre commun est le centre de gra-
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vité O du triangle ABC et le rapport de similitude est

constant et égal a i\/2.

II. Si I'on s¢ donne A, B et C non en ligne droite,
(T') est déterminé par son centre et trois de ses points.
(T'y) s'en déduit par homothétie, le centre et le rapport
d’homothétie étant connus.

Si I'on se donne en outre le centre v de lellip-
soide (E), celui-ci est complétement déterminé par son
cone asymptote (E;) et un point quelconque de (T),
(E,) étant défini par son sommet w et sa base (T,).
(E) ne dépend donc que de(T') et o : les sommets d’un
triangle quelconque inscrit a (T') et dont le centre de
gravité est en O sont les extrémités de trois diamétres

conjugués de (E).

HII. Supposons (T') donné par ses axes de lon-
gueurs 2a et 2{3. L'équation de (T') dans le plan (T),
rapportée au systéme d’axes stipulé dans I’énoncé, est

2 -2
.'71"; -+ Jj,- —1=0;
a2 32

on en déduit celle de (T,)

)

9

12 t
4+ e = = 0.
S

Al

£

On obtiendrait facilement I’équation de (E,):

(231 —zx1)?  (y31—2y1)? | (58— 51)2
— -+ B 4+ -~ =o0

Celle de (E), qui n’en différe que par un terme constant
que 'on détermine immédiatement, est :

31— 2%y ) 31— 2Yq)? zZ— 31)2 2
1 )t E— gyt ( 1) 33}
a? g2 2 2

= 0.
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IV. Le triédre des axes de (E) etant un systéme de
trois diamétres conjugués est conjugué au céne asym-
ptote (E,); étant trirectangle, il est conjugué au cédne
isotrope de méme sommet w. C'est donc le triedre con-
jugué commun 4 ces deux cones. (T) le coupe suivant le
triangle PQR conjugué commun aux sections (T;)
et (C,) des deux cones. (C,) est le cercle de centre w,,
projection de w sur (T'), et de rayon lLow, =1iz,.

V. Les diamétres conjugués d'une méme direction
dans (Ty) et (C,), c’est-a-dire les polaires par rapport
a ces coniques d'un méme point a 'infini du plan (T),
décrivent deux faisceaux homographiques dont les som-
mets sont les centres O et w, de (Ty) et (Cy); leur
point de rencontre décrit une conique (H) passant
par O et w,.

Si la direction devient celle d'un des cotés du triangle
conjugué commun a (T'y) et (C,), le point correspondant
de (H) est évidemment le sommet opposé. (H) est donc
circonscrit 3 PQR.

Soit M un des points de rencontre de (H) avec (T').
La direction de la tangente en M & (T',) est la direction
conjuguée de OM dans (T',); par suite du mode de géné-
ration de (H) elle est aussi conjuguée de w; M dans (C,),
c’est-a-dire qu’elle lui est perpendiculaire. w, M est donc
normale a (T',). (H) passant par O ct les pieds des nor-
males de v, sur (T,) coincide avec I’hyperbole d’Apol-
lonius de w, par rapport a (T'y).

Le centre de (H), circonscrite a PQR, est sur le cercle
des neuf points de ce triangle, cercle qui passe par le
milieu des segments des hauteurs compris entre leur
point de rencontre w; et chaque sommet. L’homothétique
dans le rapport 2, le centre d’homothétie étant w,, est le
cercle (C, ) circonscrit a PQR. Le point symétrique de w,
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par rapport au centre de (H) est donc le quatriéme point
commun S a (C,) et a (H).
La construction de S se déduit de celle du centre de
Phyperbole &’ Apollonius (H). De w, abaissons sur cha-
cun des diamétres conjugués égaux de I’ellipse une per-

¥
| o
T -
P |
m_/__‘__ﬁ ,
N /
N/
N\ S/
sV

pendiculaire que nous prolongeons jusqu’a son point de
rencontre avee I'autre diamétre. Le quatrieme sommet
du parallélogramme ainsi commencé sera S.
(Ca) est circonscrit au triangle conjugué commun
a () et (Gy). Etant harmoniquément circonscrit a ces
deux coniques, il est orthogonal a leurs cercles de
Monge, c¢’est-a-dire que les carrés des puissances de O
et w, par rapport a (C,) sont
a4 32

et —ov 3.
2

On en déduit les seconds points de rencontre de (C,)
avec OS et S, soient S’ et §7, et (C,) est déterminé
par trois points: S, 8, §”.

VI. @ ABC étant un systéme de trois diamétres
conjugués de (E) est un triédre conjugué a (E,). Le
triangle ABC est donc conjugué a (Ty). Si (T') est un
cercle, (T'y) est un cercle concentrique et ABC inscrit
au premier et conjugué au second est évidemment
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équilatéral. Tous les triangles équilatéraux inscrits
dans (T) ont pour sommects les cxtrémités de trois
diameétres conjugués de (E).

L’un des sommets du triangle PQR conjugué commun
aux deux cercles (') et (Cy) est a P'infini sur leur axe
vadical. Les deux autres sont les points doubles de Vin-
volution déterminée par ces deux cercles sur la ligne des
¢entres. On construit facilement ces points doubles réels
en définissant Vinvolution par deux cercles réels ren-
contrant Ow, aux mémes points imaginaires que (T)
et (C,).

(H) et (G,) se réduisent tous deux a O w; et la droite
de infini de (T').

Nous pouvons reprendre par le calcul les parties
traitées geométriquement :

", o les coordounées

IV. Soient a', 37/, o et x”, )
de Q et R. L'équation du plan diaméiral conjugué,

dans E, de la direction w Q est

(7',_"7’1)

sy (r3;—zry) , Si(y3—32yy)
—_— (Y =) — P EE—

~ < TTS — 5Ty ) Yilysi—3zsy,) 5—‘51>
—_ — T - = 0.

T 5 2

R y étant contenu on a

’ ” r "
(TS Ny 4 LR
<1 T Ty T T = 0.
IJ

Q2

Comme nous supposons 332 0, ceci exprime que Q
et R sont conjugués par rapport a (I';). On démon-
trerait qu’il en est de méme de Ret P et de P et Q.

wQ et R étant rectangulaives, on a

(2 —2 ) (2" =) + )y —y1) (¥ —y1)+51=0,

<e qui exprime que Q et R sont conjugués par rapport
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au cercle (C,), dont I’équation est
1

(r—xy 2+ (y —y )2+ 31=o0.

On démontrerait qu'il en est de méme dec R et P,

P et Q

V. On obtient les coordonnées x, y, o des traces
sur (T) des axes de (E) en exprimant que la direction
d'un axe est perpendiculaire au plan diamétral con-
jugué : o(z, y, z) désignant 'ensemble des termes du
second degré de E, on doit avoir

’ ’ ’

Tr—1y — ?)—31 _?"|,
ST Y= — %t
, g
c’est-a-dire
rsi s} _ Txs iy &
a2 (B2 a2 pﬁ 2
= &= b
£ — Iy Y =X — %

équations qui peuvent étre remplacées par le systéme
des équations (1) el (2)

r Rk
7 g
(1) -— e
T — V— 07
o VA
@ ) ,
\ I N X V1

en supposant z, 3£ o.

DNous introduisons d'ailleurs une solution étrangére

définie par (3) et (4):

. x )
(3) ~— -+ — =o,
Ty Ji
X — Iy VYV — Y1
(i) - _—7:0
@ )

Ay B2
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En développant I'équation (2) on a

2
ey (22

— (et ) (S 22

@2
rifegerd)
2 4 Y1
. 5 2
._.z‘i’(i_‘_.‘_y_)_iz_i—.ﬁ_:o,

&y NE 2

(%)

\
'

En supposant a2 — 325£ o, de (1), on tire

atx y — B2y
ETT a7

et, en portantdans (5),on a I’équation d’un cercle (C,)

atxy,— 22y & [al 2r
xa_;_‘yz_«r____.yl_-_ Xt < }’l+B 1)

ar— 32 B2z, 22y,
axrx v
o (2524 22)
2 2 \ o2 32
+_)_(d.1} 3 >__;?<£_+_‘y_.)_i:_ﬁ_=o.

2N 2 Y1 z4 J1 2

(1) est I’équation de I'hyperbole (H) d’Apollonius
par rapport a (T') du point de coordonnées x,, ¥, o,
centre de (C,), par conséquent point de rencontre w,
des hauteurs du triangle PQR.

(H) et (Cy) se coupent en P, Q, R et un quatriéme
point 8 correspondant a la solution étrangére définie
par (3) et (4). On vérifie immédiatement que S est
symétrique de w, par rapport au centre de (H) et 'on en
déduit la construction déja donnée pour le point S.

Il suffit de substituer aux coordonnées courantes
celles deO et w, dans I'équation de (C,) pour constater
que les puissances de ces points par rapport a (C,) ont
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- et —23}.

VI. Comme pour PQR, nous montrerions que ABC
est conjugué a (T'y). Si (T) est un cercle a=§ =p.
Soient a', y', 0o et a”, 3", oles coordonnées de B et C.
On a, puisque B ¢t C sont sur (T'),

Xty =gy = g
ct, puisqu’ils sont conjugués par rapport & (T,),

20’ 2" oy Yy — 02 = o.

En portant dans Iexpression de BCQ on trouve
pour BC la valeur p \/3_, évidemment la méme pour CA
¢t AB; ABC est équilatéral.

Comme o?— R2=o0, les équations de (C;) ev (H)
qui se réduisent toutes deux a celle de Ow, ne peuvent
plus définir PQR.

P et Q sont délinis par (1) et (3) et sont donc
sur Ow,.

R est passé a Pinfini.

. Coase . .o
S esta Pinfini sur la droite el 1/1 =o.
1 g



