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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 9 0 2 . SOLUTION DU PROBLÈME
DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES;

PAR M. MARCEL DUBOIS,

Élève de Mathématiques spéciales au lycée Carnot.

Soient (F) et (r<) les traces d'un ellipsoïde (E) et
de son cône asymptote (E{ ) sur le plan (T) qui passe
par les extrémités A, B, C de trois diamètres con-
jugués 03 A, coB, 03C de cet ellipsoïde.

i° On sait que ces traces sont des coniques homothc-
tiques et concentriques ; démontrer que le rapport de
similitude ne change pas quand on fait varier soit les
trois diamètres conjugués wA, toB, OJC, soit Vellip-
soïde (E).

2° Cela étant, on donne trois points A, B, C non en
ligne droite et l'on considère tous les ellipsoïdes (E)
dont les points A, B, C sont les extrémités de trois dia-
mètres conjugués.

Démontrer que tous ces ellipsoïdes (E) et leurs
cônes asymptotes (E4 ) sont coupés suivant des coniques
fixes (Y) et (Y{).
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3° On prend pour axes de coordonnées les axes de>

symétrie O J , Oy de (F) et la perpendiculaire Oz

à(T).

Trouver Véquation de celui des ellipsoïdes (E) qui

a pour centre un point co de coordonnées xK, 7 <, zK.

4° Soient P, Q, R les traces sur (T) des axes de

symétrie de cet ellipsoïde (E), aj ant pour centre GJ.

Montrer que PQR <?5f conjugué par rapport à (YK).

Déterminer le cercle (Ct ) conjugué au même triangle

PQR.

5° Montrer que P, Q, R peuvent être obtenus par

l intersection d\in cercle (C2) <?£ d'une hyperbole équi-

latère (H) ayant ses asymptotes parallèles aux axes

de symétrie de (Ti ).

Le cercle (C2) coupe Vhj perbole (H) e/z z/̂  r/tm •

tricme point S <yue /'o/z construira. Déterminer les

puissances par rapport à (C2) rfe? l'origine O des coor-

données et du point de rencontre des hauteurs du

triangle PQR. Construire (G2).

6° Examiner le cas particulier où (F) es£ MU

cercle.

1. Prenons toA, coB, o>G comme axes des .r, jr, z et

soient «, è, c les longueurs respectives de ces trois seg-

ments.

Pour abréger, nous substituerons aux coordonnées

courantes les coordonnées

x--r, Y = ' z = £.
^ b c

(E) a pour équation

X*-t-Y2-f-Z*—1 = 0;
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(E, ) a pour équation

(T) a pour équation

Le centre O des moyennes distances des trois points
A, B et C a pour coordonnées

Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes
en O.

L'équation de (E) devient

l'équation de (E<) devient

l'équation de (T) devient

En tenant compte de la troisième équation dans cha-
cune des deux premières, on voit que (F) et (F< ) peu-
vent être définies comme sections par (T) des deux qua-
driques dont les équations sont

X2-+-Y2-4-Z2- l = o et X»+y*+Z»+i=o ,

quadriques homothétiques et concentriques, le centre
commun étant O et le rapport de similitude iy/2.

(F) et (Fi) sont elles-mêmes homothétiques et con-
centriques. Leur centre commun est le centre de gra-



vité O du triangle ABC et le rapport de similitude est
constant et égal à iy/2.

II. Si Ton se; donne A, B et C non en ligne droite,
(F) est déterminé par son centre et trois de ses points.
(Ti ) s'en déduit par homothétie, le centre et le rapport
d'homothétie étant connus.

Si l'on se donne en outre le centre to de l'ellip-
soïde (E)? celui-ci est complètement déterminé par son
cône asymptote (Ej) et un point quelconque de (F),
(E{) étant défini par son sommet to et sa base (F<).
(E) ne dépend donc que de (F) et to : les sommets d'un
triangle quelconque inscrit à (F) et dont le centre de
gravité est en O sont les extrémités de trois diamètres
conjugués de (E).

III. Supposons (F) donné par ses axes de lon-
gueurs 2 CL et 2 p. L'équation de (F) dans le plan (T),
rapportée au système d'axes stipulé dans l'énoncé, est

'U-r — 1 = o ;

on en déduit celle de (F<)

X- Y- l

^ + J* + 2 = °*

On obtiendrait facilement l'équation de (E, ) :

Celle de (E), qui n'en diffère que par un terme constant
que l'on détermine immédiatement, est :

xzi — zxi )» (yzj —

S + p
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IV. Le trièdre des axes de (E) étant un système de

trois diamètres conjugués est conjugué au cône asym-
ptote (E<); étant trirectangle, il est conjugué au cône
isotrope de même sommet to. C'est donc le trièdre con-
jugué commun à ces deux cônes. (T) le coupe suivant le
triangle PQR conjugué commun aux sections (F<)
et (CM) des deux cônes. (C{) est le cercle de centre o)M

projection de to sur (T) , et de rayon i.lôtùt = izK.

V. Les diamètres conjugués d'une même direction
dans (F< ) et (C | ) , c'est-à-dire les polaires par rapport
à ces coniques d'un même point à l'infini du plan (T) ,
décrivent deux faisceaux homograpliiques dont les som-
mets sont les centres O et co{ de (F4 ) et (C<); leur
point de rencontre décrit une conique (H) passant
par O et w^

Si la direction devient celle d'un des côtés du triangle
conjugué commun à (F< ) et (G4 ), le point correspondant
de (H) est évidemment le sommet opposé. (H) est donc
circonscrit à PQR.

Soit M un des points de rencontre de (H) avec (F< ).
La direction de la tangente en M à (F4) est la direction
conjuguée de OM dans (F4 ) ; par suite du mode de géné-
ration de (H) elle est aussi conjuguée de to< M dans (C|),
c'est-à-dire qu'elle lui est perpendiculaire, tô  M est donc
normale à (F4). (H) passant par O et les pieds des nor-
males de w4 sur (F4) coïncide avec l'hyperbole d'Apol-
lonius de (ûi par rapport à (F4).

Le centre de (H), circonscrite à PQR, est sur le cercle
des neuf points de ce triangle, cercle qui passe par le
milieu des segments des hauteurs compris entre leur
point de rencontre w, et chaque sommet. L'homothétique
dans le rapport 2, le centre d'homothétie étant w^ est le
cercle (C2 ) circonscrit à PQR. Le point symétrique de a>4



( oo6 )
par rapport au centre de (H) est donc le quatrième point
commun S à (C2) et à (H).

La construction de S se déduit de celle du centre de
Fliyperbole d'Apollonius (H). De w, abaissons sur cha-
cun des diamètres conjugués égaux de l'ellipse une per-

sV

pendiculaire (|ue nous prolongeons jusqu'à son point de
rencontre avec l'autre diamètre. Le quatrième sommet
du parallélogramme ainsi commencé sera S.

(C2) est circonscrit au triangle conjugué commun
à (Tt) et (C|). Étant harmoniquement circonscrit à ces
deux coniques, il est orthogonal à leurs cercles de
Monge, c'est-à-dire que les carrés des puissances de O
et o)i par rapport à (C2) sont

L _ {* t ') 'T -

On en déduit les seconds points de rencontre de (C2)
avec OS et w, S, soient S' et S", et (C2) est déterminé
par trois points : S, S', S".

\ l . toABC étant un système de trois diamètres
conjugués de (E) est un trièdre conjugué à (E{). Le
triangle x\BC est donc conjugué à (F,). Si (F) est un
cercle, (F<) est un cercle concentrique et ABC inscrit
au premier et conjugué au second est évidemment



«quilaléral. Tous les triangles équilatéraux inscrits

dans (F) ont pour sommets les extrémités de trois

diamètres conjugués de (E).

L'un des sommets du triangle PQR conjugué commun

aux deux cercles (F, ) et (C<) est à l'infini sur leur axe

radical. Les deux autres sont les points doubles de l'iii-

volution déterminée par ces deux cercles sur la ligne des

centres. On construit facilement ces points doubles réels

en définissant l'iiivoliitioii par deux cercles réels ren-

contrant OtOj aux mêmes points imaginaires que (F4)

e t ( C , ) .
(H) et (G2) se réduisent tous deux à O to, et la droite

de l'infini de (T).

INous pouvons reprendre par le calcul les parties

traitées géométriquement :

IV. Soient af, y\ o et jr", y ", o les coordonnées

de Q et R. L'équation du plan diamétral conjugué,

dans E, de la direction coQ est

, Zi(jrzi— : r , ) , .Z\(rzi — zy\){x — .r,) v-(y —ji)—^—^ '—

rx) y{(yzx — zy,)

étant contenu on a

o2

Comme nous supposons z{ y£ o, ceci exprime que Q
et R sont conjugués par rapport à (F4). On démon-
trerait qu'il en est de même de R et P et de P et Q.

toQ et coR étant rectangulaires, on a

(x —xl)(x
l' — xl) i-</—y\) (/'—ro-+-'sî = u»

<ce qui exprime que Q et R sont conjugués par rapport
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au cercle (CM), dont l'équation est

(x~xx >2-f- (y — ^ , )2 -L-5 Î = °-

On démontrerait qu'il en est de même de R et P,
P et Q.

V. On obtient les coordonnées .r, y, o des traces
sur (T) des axes de (E) en exprimant que la direction
d'un axe est perpendiculaire au plan diamétral con-
jugué : <p(#, y, z) désignant l'ensemble des termes du
second degré de E, on doit avoir

c'est-à-dire

équations qui peuvent être remplacées par le système
des équations (i) et (2)

en supposant z{ ẑ£ o.
PSOUÏ» introduisons d'ailleurs une solution étrangère

définie par (3) et (4) •

X Y

xi yi

X X\ Y •—

a2
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En développant l 'équation (2 ) on a

(5)

— — = 0.

En supposant a2— (3 2 ^ o, de (1), on tire

et, en portant dans (5), on a l'équation d'un cercle (C2)

(1) est l'équation de l'hyperbole (H) d'Apollonius
par rapport à (F) du point de coordonnées x{, yK, o,
centre de (C<), par conséquent point de rencontre (*><
des hauteurs du triangle PQK.

(H) et (C2) se coupent en P, Q, R et un quatrième
point S correspondant à la solution étrangère définie
par (3) et (4). On vérifie immédiatement que S est
symétrique de w, par rapport au centre de (H) et Ton en
déduit la construction déjà donnée pour le point S.

Il suffit de substituer aux coordonnées courantes
celles de"O et a>4 dans l'équation de (C2) pour constater
que les puissances de ces points par rapport à (C2) ont
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pour carrés

-- et — i z \ .

VI. Comme pour PQR, nous montrerions que ABC
est conjugué à (T{). Si (F) est un cercle a = [à = p..
Soient .r', y', o et JL'\ j " , o les coordonnées de B et C.
On a, puisque B et C sont sur (F),

e t , p u i s q u ' i l s son t c o n j u g u é s p a r r a p p o r t à ( F j ) ,

'1 x' J'" -{- 'À Y 'y" -r- p ~ = O.

En portant dans l'expression de BC on trouve

pour BC la valeur p y/3, évidemment la môme pour CA

etAB; ABC est équilatéral.
Comme a2— [i2—o, les équations de (C2) et (H)

qui se réduisent toutes deux à celle de OGJ{ ne peuvent
plus définir PQR.

P et Q sont définis par (1) et (5) et sont donc
sur Oo),.

K est passé à l'infini.

S est à l'infini sur la droite -: \- — = o.
x 7


