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GÉNÉRAIJSATIOIV DU PROBLÈME DE MALFATTI;

PAR M. E.-N. BARÏSIEN.

La solution du célèbre problème de Malfatli :

Etant donné un triangle ABC, décrire trois cercles,
O, O', O", inscrits respectivement dans les angles A,
B, C, et tels que chacun d'eux touche les deux autres,

qui est donnée géométriquement (Géométrie de ROUCHÉ

et COMBEUOUSSE, 7* édition,Ier Volume, p. 3i i à 3 \J\) (' ),
et par la Trigonométrie (Questions de Trigonométrie
de DESBOVES, 3e édition, i884> p. 204 à 210), est incom-
plète, car on ne mentionne dans ces articles qu'une
seule solution d'un problème qui en comporte vingt,
comme nous allons le montrer en traitant la question
par le calcul.

Soient

a, b, c les côtés du triangle ABC;
A, B, C, les angles du triangle ABC;
7\ ra-> /'a? rc tas rayons du cercle inscrit et des cercles

exinscrits dans le triangle ABC;
x,y, z les rayons des cercles O, O', O".

Première solution. — Le problème, tel qu'il est
traité par les auteurs précités, suppose cjue les trois

( l ) Voir a u s s i Questions de Géométrie d e D K S H O V E S , 3 e é d i t i o n ,

$ s o , p . 872 à 37.5.



cercles O, O', O" sont à l'intérieur du triangle AfëC

Fig. i.

2V1/X,

Dans ce cas, les équations du problème sont

,— B G
a = '±y yz + ƒ cot \- z cot —>

V J J 'A 1

/— G A
0 = 'i\Jzx -+- z cot — H- a? cot — >

•2 2

/— A B
c = *2 v^'J'' ~̂~ ^ c ° t !-JK cot — •

On trouve (DESBOVES, loc. cit.) que les rayons x, y, z
qui satisfont à ces équations ont pour valeur

( i ) 1 y —

\ - ) ( i •+- tangT

2 { î-f- tanç

/ G \ / A\
r\ [ + t a n g - ) ( i + t a n g - l

B
- tang-

t a n g -
B

tang-

2 1 + tan^v

Examinons maintenant les autres solutions.



Deuxième solution. — Comme dans le cas précédent,
les trois centres O, O', O" (fig* 2) sont situés sur les
bissectrices intérieures des angles du triangle ABC,

Fig. 2.

mais les cercles O, O', O" coupent respectivement les
côtés BC, CA, AB.

Les équations en .r, y , z sont alors
B G ,—

I a=ycol h s cot zyyz,
1 7 G A , —
< b — z cot h x cot 9 yzx,

A B , —
= 57 cot hjK cot 2yxy,

et Ton a, en employant la méthode de Desboves [loc. ci7.),

( a )

/ B\ / G
7' ( I -f- COt — ( I - h COt —

_\ 4 / \ 4_
H COt y

y rr=

/*( I - h COt y
A

• c o t —

'2 ( I -h COt y
\ 4

/ A \ / B
ri i - h c o t y ) i -h c o t -

\ 4 / \ 1_

/ G\
2 I l -T- COt y j



( 4 ' 4 )
11 est à remarquer que les systèmes ( i ) et (2 ) ne

diffèrent que par le signe des radicaux \/yz, \/z^c, \lJr.y.

Par conséquent , ces deux systèmes n 'en forment qu 'un

et ont pour solutions les valeurs (1) et les valeurs ( 2 ) .

Troisième, quatrième et cinquième solutions. — Con-
sidérons le cas ou deux des cercles O1 et Q'f (fïg. 3)

Fis- 3.

ont leurs centres sur les bissectrices extérieures des
angles B et C, alors que le centre du troisième cercle O
est situé sur la bissectrice intérieure de Vangle A. Les
trois cercles sont du coté de BC, opposé à A.

Les équations e n x , y , z sont

(III)

B G /—
a = y tang- H z tang-^—1- <i\Jyz,

A G 1—
b — x cot z tang *> yxz,

A B ;

c = x cot y tang 'isjxy.

La méthode de Desboves (Joe. cit.) conduit aux



valeurs de x, y, z
( 4 . 5 )

/ r

(3)
ray i— tangyj i4-cotU5" — -)

On a deux autres systèmes analogues au système (3)
en permutant cireulairenient les lettres A, B, C.

Sixième, septième et huitième solutions. — Comme
dans le cas précédent, les cercles O' et O(' (Jîg. 4)

Fig. 4-

ont leurs centimes sur les bissectrices extérieures des
angles B et C, et le centre O est situé sur la bissec-
trice intérieure de l'angle A. Mais ers trois cercles
sont situés du même coté de BC que le sommet À.



Les équations du problème sont alors

a = isTJz -y tang - — z tang - ,

( IV ) - b = '2 sjxz -r- z tang ûr co t — >

/ — B A
= '2\/xy -\-y tang a? cot — 5

et Ton a, pour x, y, z,

1 — COt— )

( 4 ) < ^ =

Neuvième, dixième et onzième solutions. — Les trois

Fi g. 5.

centres O, O', 0"(fig. J ) ^O/Z^ ^////rV .v///* /<?5 bissecliices



( 4 . 7 )
intérieures des angles A, B, C, les cercles O' et O" étant
situés à l'intérieur du triangle ABC.

Les équations en x, y, z sont

(V)

Et Pc

B G 7 —
a — y cot h z cot h ly yz,

A G /—
b = cv cot h £ cot a \Jxz,

2 2

A B
C = X COt h V COt 2

2 J 1

(5) y

f B

r ( , - c o t T

/
r ( i -h tang
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/ - f i l - tang

) ( •
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- cot

C
— cot —
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4 /
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ï)

ot
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Douzième, treizième et quatorzième solutions. —
Comme dans le cas précédent, les centres O, O', On

(fie- ^) sont situé$ sur les bissectrices intérieures des
Fig. 6.

angles A, B, C, mais le cercle O est à l'intérieur du
le ABC.
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triangle ABC.



Les équations en x, y, z sont

(VI)

B G , —
a — y cot — -h z cot i yyz,

A G ,—
0 = .x cot -—h s cot ' W ^ ,

9, 2

A B .—
c — x cot r- y cot 2 y/xy.

Elles sont satisfaites par

,• i - t a n g - i - t a n g -

A
- cot —

r ( i -+- cot -- f f i — t a n £ —

— t a n g -

cot — j ( i — tan£ T

~G\-lang-J

Quinzième, seizième et dix-septième solutions. —

Les deux cas qui vont suivre sont dans Je genre de la

troisième et de la sixième solution, le centre de O étant

situé sur la bissectrice intérieure de Vangle A, et les

centres O' et 0" (.fig* 7) sur les bissectrices extérieures

des angles B et C,

On a, dans ce cas, les équations

(Vif)

a = 'x s/yz - y tang - — z tang - ,

/

— x cot h z tang — >

B A
• -i- y tang x col — •



Elles sont satisfaites par

Fig. 7 .

Dix-huitièmey dix-neuvième et vingtième solutions.
— On a les équations

(VIII)

B G / —
a = y tang h z tang h i

A C
b — x cot z tang — -+- 2 i/#£,

2 ° 2
A B /—

c — x cot y tang h 2 y ocy.



( 420 )

Les valeurs de x, y, z répondant à ce cas sont

. - ^[-cot(i5'-f)J['-"cot(45'-f)]

(8) y -
ra(i — tang

ra(i — tang

2 1-

, ( .

T)[-

- co t (

Fig.

/

- t a n g * )

— cot (45° —

8.

A

. V

f)]

ï)l

11 est à reniaiquer que les équations des groupes (1),

(II), (V), (VI) reviennent au même et que les valeurs

(1), (2), (5), (6) sont racines du système (I) .

De même, les équations des groupes (III), (IV), (VII),

(VIII) reviennent au même, et chacun d'eux est satis-

fait par leb valeurs (3), (4), (7) et (8).

Cas par tien lie,/• oit le triangle ABC est équila-



( 421 )

ferai. — On trouve alors pour les rayons des cercles O,
O', O" :

Première solution, a ~ b — c :

(i) x = y = z = "

Deuxième solution :

(a) *=ƒ = *= J

Troisième, quatrième et cinquième solutions :

(3)

Sixième, septième et huitième solutions

(4)

Neuvième, dixième et onzième solutions :

( * = -^(3/3

Douzième, treizième et quatorzième solutions

(6)



( 422 )

Quinzième, seizième et dix-septième solutions :

(7) * = r = ; = ^ ( v / 3 + I).

Dix-huitième, dix-neuvième et vingtième solutions :

(8) *=, = ,= ^ ( /

Les huit solutions (i), (2), (7), (8), qui correspondent

aux trois rayons égaux, sont la réciproque de la question

suivante :

Trouver les côtés des huit triangles êquilatèraux

formés par les tangentes communes extérieures à trois

cercles égaux tangents entre eux,


