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[K12b3]
GENERALISATION DU PROBLEME DE MALFATTI;

Par M. E.-N. BARISIEN.

La solution du célébre probléeme de Malfatti :

Etant donné un triangle ABC, décrire trois cercles,
O, O, O, inscrits respectivement dans les angles A,
B, C, et tels que chacun d’eux touche les deux autres,

qui est donnée géoméiriquement (Géométrie de Rovcne
ct ComBEROUSSE, 7* édition,I** Volume, p. 3114 314) ('),
ct par la Trigonoméirie (Questions de Trigonométrie
de DessovEes, 3¢ édition, 1884, p. 204 a 210), est incom-
pléte, car on ne mentionne dans ces articles qu'une
seule solution d’un probléme qui en comporte vingt,
comme nous allons le montrer en traitant la question
‘par le calcul.
Soient

a, b, cles cotés du triangle ABC;

A, B, C, les angles du triangle ABC;

Iy Iay I'sy To les rayons du cercle inscrit ct des cercles
cxinscrits dans le triangle ABC;

x, y, 2 les rayons des cercles O, O', O".

Premicre solution. — Le probléeme, tel qu'il est
traité par les auteurs précités, suppose que les trois

(') Voir aussi Questions de Geométrie de Despovis, 3¢ édilion,
18%, p. 352 & 375.
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cercles O, O', O" sont & Uintérieuwr du triangle ABC

(Sig. 1)

Dans ce cas, les équations du probléme sont
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maintenant les autres solutions.

(3]

Examinons
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Deuxieme solution. — Comme dans le cas précédent,
les trois centres O, O, O" ( fig. 2) sont situés sur les
bissectrices intérieures des angles du triangle ABC,

Fig. 2.

mais les cercles O, O', O" coupent respectivement les
cdres BC, CA, AB.
Les équalions en x, ¥, 2 sont alors

N )

/ B G —
\ a:ycot;—*—zcot; — a2y y53,

(11) b

I

C A —

3 cot— +zcot — a2/,
A B —

¢ = cot— 4 ycot— —a2y/zy,

ctl’on a, en employant la méthode de Desboves (loc. cit.),
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1l est a remarquer que les systémes (1) et (2) ne
different que par le signe des radicaux \/yz, \/zx, \/xy.
Par conséquent, ces deux systémes n’en forment qu’un
ct ont pour solutions les valeurs (1) et les valeurs (2).

Troisteme, quatriéme et cinquiéme solutions. — Con-
sidérons le cas ot deux des cercles O' et O ( fig. 3)

Fig. 3.

ont leurs centres sur les bissectrices extérieures des
angles B et G, alors que le centre du troisiéme cercle O
est situé sur la bissectrice intérieure de I'angle A. Les
trois cercles sont du cété de BC, opposé & A.

Les équations en x, y, z sont

a

i

ylan“E -+ 3 f.an"E +‘2\/ﬁ
02 23,) ’

N

I\ —
(1) b =z cot 57 tang = — 2 y/z3,

N~

A B —
¢ = .xcot g tang; —z\/xy.

\

La méthode de Desboves (loc. cit.) conduit aux



~
~—
+
o
[=}
=~
S
=
-t
o
|
~lw
S——
e
—
+
2
=3
-
S
S
"3
|
10
SN~—
e

. ( ,"\ [ 50 C
ra \l—tansz ‘I—I-COI, 49 -—Z
2[14—00&(45"——2)]
4

A° . B
r,,<|—lang-;) [+ cot{ 45— —
- i a/1,
= o
').[|+cot(45 ——/.-)J

On a deux autres systémes analogues au systéme (3)

If

(3) Iy

en permutant circulairement les lettres A, B, C.

Sixieme, septiéme et huitiéme solutions. — Comme
dans le cas précédent, les cercles O' et O" ( fig. 4)

Fig. 4.

ont leurs centres sur les bissectrices extérieures des
angles B et C, et le centre O est situé sur la bissec-
trice intérieure de l'angle A. Mais ces trois cercles
sont situés du méme cété de BC que le sommet A.
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Les équations du probléme sont alors

[ B C
a =22y ys3 —ytang;——ztang;,

(1v) : b:m/;z?—f—ztang%——mcot%,

— B A
c :z/x_y +_ytang: —:z'cot-;!-,

ct 'on a, pour x, y, z,

C
I'll—CO[ (_13"-— ?)] [l—cot</,3"— T)]
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() (r=

~

centres O, 0, 0"( fig. 5) sont sttués sur les bissectrices
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intérieures des angles A, B, C, les cercles O et 0" étant
situés a Uintérieur du triangle ABC.
Les équations en x, y, z sout

B G —_—
a=ycot— -+ 3z cot— + 2V ¥3,
(V) Ib=wcot%+zcotg—-z;/:E,

' A B —
¢ =zcot_— +yecot— —a2vzy.

~I'<l—00l?)<l—(}0l4§\)’
2<l-{—tangé>
+

(1 ame ) (1= eon )
r{1+ tang— 1 — cot —
S q 4
(9) y = B ’

a(1—cot—
<1 co 4)

)(l tang—A~><)—c0LE>
o UT 4 4
B 2<1——cot9> ‘

4

Douziéme, treiziéme et quatorzieme solutions. —
Comme dans le cas précédent, les centres O, O', Q"
(fig. 6) sont situés sur les bissectrices intéricures des

Et Von a

13}

Fig. 6.

angles A, B, C, mais le cercle O est & Uintéricur du
triangle ABC.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. II. (Scptembre 1902.) 27



(118)
Les équations en x, y, z sont

[ B G —
a=ycot— —.—;cot;—z/;u,

A c —
(VI) { b:.z(ol; : qcot;—z\/xﬂ,

A B —
c = xcm; —r—y(‘ot; — ‘)4/17)/.

\

Flles sont satisfaites par

) I.(,_tang%)(l'—‘a“g%)

X = : < A) ’
2 IJ_(‘()L_
4
(o) (s mme
r{1—+cot-; 1 — tang — )
(6) y= ! m L,
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i
) (1= e )
r{r—+ cot— T —tang -
L) (i)
3 = ‘ '"C
. z\l—lanb?

Quinziéme, seizieme et dix-septiéme solutions. —
Les deux cas qui vont suivre sont dans le genre de la
troisieme et de la sixiéme solution, le centre de O étant
situé sur la bissectrice intérieure de U'angle A, et les
centres O' et O" ( fig. 7) sur les bissectrices extérieures
des angles B et C.

On a, dans ce cas, les équations

— B C
a::u/_yz——-ymng; —stang -,

— C
(VID) ¢ b=a2yxs —xcot A -+ stang —»

B
I B A
:'\.ry—'—ylang?——xml 5

~
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Elles sont satisfaites par

1+ cot| §5°— — 14 cot| 45" — ->
i 4 ,

X = rg - A
2((—00(—)

(;) {y=ra [ — 5
2 1+cot(,’|)“—— 7)'
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),[H—cot(i';“—— 7>J
K3

Fig. 7.

Dix-huitiéme, dix-neuviéme et vingtiéme solutions.

— On a les équations
B G —
@ =ytang— -+ 3 tang ~ + 2y y3,

(VII) b =uxcot —z tang—g—;—m/x_z,

ol wlp

B S
¢ = x cot —ytang—z— -%‘2‘/1"}/.
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Les valeurs de x, y, z répondant a ce cas sont

e[ ) [—em (- 7))
' ro|t—cot| {5"— — 1—cot(45°— —
x = 4 4 >

\

/ A
21— tang =
)(1 ang,i)

(= tone ) [r—eon(i—
rg(1-—tang — I— cot| 45°— 7)
@) {(¥— : 5 A2,
9 —_ ll'{i—_
= =3)]
A . B
ra<l—tang7>[1——col<4o°——,~>]
: = 4 i/l

3

2[]—COL(/;;°——'(—;—‘>J
\ 4

I est & remarquer que les équations des groupes (1),
(), (V), (VI) reviennent au méme et que les valeurs
(1), (2), (5), (6) sont racines du systéme (I).

De méme, les équations des groupes (111), (IV), (VII),
(VIII) reviennent au méme, et chacun d’eux est satis-

fait par les valeurs (3), (4), (7) et (8).

Cas particulier oi le triangle ABC est équila-
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téral. — On trouve alors pour les rayons des cercles O,
o, 0 :
Premiére solution, a —= b —=c:
a;
(1 P
Deuxiéme solution :
a; -
(2) x:)’:z:-{(‘/j—f-)).

Troisiéme, quatri¢me et cinquiéme solutions :

|- W3 (51 3y3),
(3) )

Il

(, = W35,

4

Sixiéme, septiéme et huitiéme solutions :

(4)

(5)

Douzieme, treizieme et quatorziéme solutions :
a 5

f}w%.).

8
I
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Quinziéme, scizieme et dix-septiéme solutions :

a3, =
(7) ,z-:_y:z:—;/—<‘/3+l).
Dix-huitiéme, dix-neuviéme et vingtiéme solutions :
[ ; ~
(8) x'=y=a=—2/—(x/3~l)-

Les huit solutions (1), (2), (7), (8), qui correspondent
aux trois rayons égaux, sont la réciproque de la question
suivante :

Trouver les cotés des huit triangles équilatéraux
formés par les tangentes communes extérieures a trois
cercles (‘g(lux tangents entre eux,




