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[I3a]
SUR LES CONGRUENCES IDENTIQUES;

Par M. Micuakn BAUER, a Budapest.

D’aprés les éléments de la théorie des nombres, on
sail que les nombres relatifs premiers avec n forment
les racines de la congruence

(1) 29 —y==o (mod n).
SiTon désigne ces racines par les lettres
Ty, Tay ey Tem (mod n),

il est évident que ces nombres forment aussi les racines
de la congruence

@in)
() H(x_,‘l-)go (mod n).

=1

Ainsi les congruences (1) ct (2) ont les mémes racines
ct le méme degré. Entfin on sait que, si # est un nombre
premier, on a

p—1
xl"’—lEH($~"i) (ﬂlﬂdp).

=1

On peut se demander pour quels modules on a la



( 25-)
congruence identique
@n)
x?‘"’—lzn(x——r,') (mod n).
=1

Cette question a été traitée par M. Gruber ('). Dans
la présente Note, je donne une forme explicite de Vex-

pression
@)

n(x—/',) (mod n)

i=1

ct jen tire quelques conséquences. Mes résultats sont
les suivants :

Si p est un nombre premier impair et
n=ptm (m,p=1),

on a la congruence identique

¢in Pln)
(I l I(x——rﬁs(xﬂ"—l)m (mod pT).
=1
Sif>r1et
n = 28m, m= (mod 2).

onala congruence idenlique

@(n) @(n)
(IIz) H(.Z‘—I‘[)E(.Z‘Z—I)T (mod 2B).
=1

Cette derniére congruence peul étre complétée par la
suivante, qui est vraie pour tout module pair et dont Ja

(') Math. und naturwiss. Berichte aus Ungarn, Bd XIII,
p. 413-417.
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vérilé est évidente :
Q@ (nm)
() I l(z—r[)E(.z‘—l)‘P("’ (mod 2)

=1

J’emploirai ces identités pour résoudre la question
suivante :

d étant un divisewr de n, pour quelles valeurs de d
et de n a-t-on la congruence identique

@in
e — ;H(x— ry) (mod d)?

1=1

La Table suivante donne la réponse; dans cetie Table

désigne un nombre premier impair, ¢ un nombre pre-
P 8 | pair, P
mier de la forme 2%+ 1 :

d | n
|
i
rolopr ap,
|
PR XN ’ﬂl“[(]“ (les facteurs g sont diflérents),
] s
/’ % ‘/"
|
vg o vy
1.
1° Soient
Loty ooh tony,

les nombres relatifs premiers avec n, qui sont-<n, et
introduisons I'expression
Q@ (n)

Fu(e) =] = —w.

i=1
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D’abord il est évident qu’on a

@ (n)
Fu(x)sl_[(z—-r,) (mod n),

1=1

(3) ( Fo(@)=ar-t—1+p ®(x),
Folor) =a—1,
F(z)=(r—1)(x—3), F(x)=z22—1 (modj),
Fulz)=(z—r1)%"  (mod2), n=o0 (mod2).

2° Nous démontrerons que

(4) Fpu(z) = (xp-t—0)#*"  (mod p%).
Avant tout nous prouverons l'identité

(5) Fperi(z)=[Fpe(x)]?  (mod pb).

Soient les nombres relatifs premiers avec pb et < pb

Tey T2y eeen :?“,9),
alors on a
p=t
F,ﬂﬂ(m‘)=II(x——:,—mp{3)(z——.z—-mp?')...(.r——.?(,,ej——m/u’ii.
m=0
Cependant
) F
o N Y pla)
(r —=,— mpB)=F,:(x)— mpB g
| (R
1 i

=Fpe(z)— mpB G(x) (mod pB-+1),
et ainsi

p—1
F,;£+1(Z‘)£—:-I_I[Fp,5(x)—/np(3 G(z-)]
m=0 p_'
= [Fps(2)]P—pB G(z) [Fps(z)]r-1 2 m
m=0

(mod pB+1),
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d’ou vient, puisque

p—1
Y om= rp—1)
2
m=0
(]ll(’
(5) Fani(z)=[Fp(x))r (modp;"h"i),

Cette identité donne d’abord

Fps () = [Fy(2)]r = [(ar=1 — 1) + p D(a)]p = (av=1—1)r
(mod p?).

Supposons maintenant qu’on ait

F o (2) = (ap=t —1)p*7? (mod p*-1),
¢’est-a-dire

Femi(z) = (zp=t—1)r" " pa=t by ().
Alors on a, d’aprés (3)

Fpa(x)E[Fpm-‘((L‘)]P (mod P%),
et ainsl

(4) Fpe(z)=(ap-t— )" (mod p2%). C. Q. F. D.
3°Sif >r1,0ona

(6) Fos(z)=(22—1)2*7  (mod2B).

Les nombres relatifs premiers avec 28+! sont

1, 3, 5, (28—1)

3 s, . (aB) (mod 2p+1).

De cette remarque suit immédiatement la congruence
(7) Fosri(x) = Fas(z) Fas(— &)  (mod2B+1).

Cependant
For)=(x2—1) (mod 4)
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et ainsi

Fap(z)=[2—1+ 4 ¥ ()| [22— 1+ § W (— 2)] = (22 —1)?
(mod 23),

Il est évident que de cette maniére on a généralement
(6) Fos(2) = (22— 1)*"  (mod2B).

4° Si d est un diviscur du nombre n, on a

Q@ (m)
(8) Fo(z)=[F (2)]p@  (modd).

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que les
nombres relatifs premiers avec n se trouvent dans les

suiles
dz + v,
ou
01, P2y e V)

désignent les nombres relatifs premiers avec d, qui
g 20m)

o(d)
qui sont relatifs premiers avee n. L’identité (8) donne,
avee les précédentes, les formules (1), (11,), (Hs).

sont << d. Chaque suite contien nombres (n),

1L

1° Soit d un diviseur de n; guand a-t-on la con-

gruence identique
o(n\

(a) Y(”'-—l’—‘l l(z‘—-l,y (modd)?
i=1
Si la congruence (@) est vraice pour un module d, elle
est aussi vraie pour chaque diviseur de d.
Examinons donc la congruence identique

@ (n)

(b) x?‘"‘——lzl l(z—rn (mod p).

=1
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Cette congruence est équivalente d’apreés (1) ala con-
gruence

@in)
%" (zr=t — )P—T= 23— (modp)

et ainsi, il faut qu'on ait

9 (m

(—1)P—1=— (modp),
d’ou résulte
)%
w=l P
| 2 p%.
D’autre part, si n prend ces valeurs, il est évident
qu’on a la congruence (4).

2° On n’a jamais la congruence identique

Q(Ill
(¢) x?"”-nz[_[(x—r,-) {mod p2).

=1
Les valeurs de n, que nous avons trouvées possibles,

; on a dans ces cas

%
sontn = g P
2 p%

Qim
(d) l—[(]‘—-l‘,‘)z(]’l"l—l)l’u—l (mod p*).

=1
O1r 2. <1 et ainsi
(xr=t— W T = 2 =D g p fl2).

d’ont vient

(2p-t— )P = (2P =0 1) (mod p?).
@ ()

Donc I l(.r——m) n’est pas eongru avec 'expression
=1

or* fe-—y (mod p2).
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3° Examinons la congruence identique

Q(n)
(e) ‘Z‘?(")——IEII(.T—]‘,):_—-:(‘T_l)q}(n) (mod2).
i=1
Soit
e(n)=2nl, l=1 (mod2).

Nous verrons que la congruence (e) n’est vraie que
dans le cas ou / = 1. D’une induction totale suit d’abord

(z—1)"=(2®—1) (mod2),
et si 'on pose
=y,
la congruence (e) est équivalente a celle-ci :
(y —\i=yl—1 (mod2), l=1 (mod2),

qui est seulement vraie dans le cas ou / =1. Ainsi nous
avons ¢ (n) = 2%, d’ou résulte

2%,
n =? 2“' I q. (les facteurs g, sont différents).
$

4° La congruence identique

% (n)

f) x?‘”’-—ls]:[(x—r,) (mod 4)

=1

est sculcment vraic dans le cas ou n = 4. Les valeurs n,
que nous avons trouvées possibles, peuvent éire classées
de la maniére suivante :

4

28 (B>2).

2!1:[1(].( 8z

n =
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On a dans le premier cas
2?—1=(x—1)(x—3) (mod j).
On a dans les autres cas
oln) =2t (h>1),
cu conséquence

»:p(n)
H(m—m)e(:ﬂ—x)ﬂ""' [(mod4), h —1>o0].

=1

Or
(22— 1) =2 — 142 g(2),
el ainsi
@tn)
I I(.Z'—r,):—:(r?"_‘—l)2 (mod ).
=1
:?vn\
Donc I I(.T— ri) west pas congru avec 'expression
=1

oh

" —1 (mod4).

5 11 reste encore i discuter le cas d = 2p. On voil
d’apres les précédents que la congruence identique

P in)

:r?‘“‘—l-z_—:l l(x—r;) (mod2p)

=1
ne peut étre vraie que pour
P=4, n=-2xq,

et que, dans ce cas, on a véritablement

TP g El—[(z —r;) (mod2¢).



