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[P6e]
SUR LES TRANSFORMATIONS DE GONTACT
DANS LE PLAN;

Pix M. Esxest DUPORCQ.

Le but de cette Note n’est pas d’exposer des résultats
originaux, mais de montrer comment la notion des
transformations de contact mérite, par suite de sa por-
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tée et de sa simplicité, d’éire introduite dans Penseigne-
ment de la Géométrie analytique. Nous nous bornerons,
pour simplifier, au cas du plan.

1. Soit, en coordonnées cartésiennes,
(1) f(x,y,a,ﬁ):o

Péquation d'une courbe A dépendant de deux para-

. p A} . . N - ’ ’ .
métres o, 2. Ceux-ci peuvent étre considérés comme les
coordonnées d'un point @, de sorte qu’a tout point a
du plan correspond ainsi une courbe A. Si a décrit unc
courbe (@), A aura une enveloppe (A), dont I'équation
s'obtiendrait en ¢liminant o et 3 cutre 'équation (1),
Péquation

(2) ?(17?')=07
de la courbe A, et enfin la relation

(3) Ju _ /8

= —

; 5
Ya 93

La courbe représentée par 'équation (3) coupe la
courbe A aux points ou celle-ci touche son enveloppe.
Or cette équation (3) n'est pas modifiée si I'on remplace
la courbe (@) par une autre la touchaunt au point a, car
¥y Ct g varient alors proportionnellement. La courbe A
continuera donc a toncher son enveloppe aux mémes
points; par suite, les diverses courbes (A), qui corres-
pondent & des courbes (a) tangentes entre clles an
point a, se toucheront entre elles aux points ou elles
touchent la courbe A.

En résumé, la transformation qui associe les
courbes (A) aux courbes (a) conserve les contacts :
c’est une transformation de contact. On la définit en
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faisant correspondre une courbe a tout point du plan,
d’une maniére quelconque.

2. On peut interpréter autrement les équations pré-
cédentes. Considérons x, y comme les coordonnées d’un
point fixe & et 2, 3 comme des cosrdonnées courantes :
I’équation

(1) Sz y,0,8)=0

représente alors une courbe B, et, en éliminant o, 3
entre les équations (1), (2) et (3), on exprime que B
touche la courbe (a) définie par I'équation (2). La
transformation dc contact qui, a tout point b, associe la
courbe B est la transformation inverse de la précédente,
ct la courbe (A) peut encore étre définie comme le licu
des points b tels que les courbes B correspondantes
touchent la courbe («).

3. On peut encore définir une transformation de
contact en partant de deux équations arbitraires

f(1‘7_}’;°‘,:6)=0,
‘P(xyy3 uap):(’v

dépendant chacune des denx parameétres o et 3. Pour
chaque couple de valeurs de «, 3 on a les équations de
deux courbes A et B, correspondantes. On a bien ainsi
une transformation de coutact : considérons, en effet,
2 ¢t B comme les coordonnées d'un point m, la trans-
formation [A, m], qui associe le point m a la courbe A,
est une transformation de contact, d’aprés le précédent
paragraphe; et il en est de méme de la transforma-
tion [m, B], en vertu du premier paragraphe. La trans-
formation [A, B] s'obtient donc comme le produit de
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deux transformations de contact : elle est donc visible-
ment aussi de contact. En résumé :

On peut définir une transformation de contact dans
le plan, en associant deux & deux des courbes dépen-
dant chacune de deux parameétres.

4. Ou peut généraliser encore. Considérons mainte-
nant deux courbes, A, et A,, définies par les équations

Si(z, y, 31'():01
f:’.(-7'1}’1 , QaY)':(H

dépendant de trois paramétres : a chaque couple ainsi
obtenu faisons correspondre une courbe B, dont Péqua-
tion

(‘?(1'1 VEED Br t)=o

contient les mémes paramétres.

Assujettissons maintenant les courbes Ay et Ay
toucher respectivement deux courbes fixes (Ay) et (A,),
ce qui revient a lier les paramétres x, 3, v par deox
relations. Les courbes B auront une enveloppe (B).

Soient A}, AY, B0 trois positions correspondantes des
courbes Ay, A; et B. Nous allons voir que, si Pon rem-
place (Ay) et (A,) par deux autres courbes touchant
respectivement aux mémes points les courbes A§ et AY,
la courbe (B) sera remplacée par une autre qui touchera
aussi B? aux mémes points. Il sulfit évidemment, pour
ccla, de voir qu’il en est bien ainsi si 'on modifie scule-
ment Ja courbe (A,) : or, dans ce cas, puisque A, doit
toucher (A,), les paramétres 2, 3, v sont déja liés par
une relation fixe, de sorte que A, ct B ne dépendent
plus que de deux paramétres. On se trouve donc ramené
au cas du paragraphe précédent.
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5. Le raisonnement qui précéde pourrait évidemment
s'étendre au cas ou 'on considérerait n courbes dépen-
dant de n paramétres arbitraires. On verrait alors que:

Un ensemble de n courbes dépendant de n para-
métres, st lon assujettit (n—1) d’entre elles & toucher
des courbes fizes, la n*™¢ touchera son enveloppe en
des points qui ne dépendront que des points de contact
des (n — 1) autres.

Rien n’empéche, évidemment, de supposer qu’un
certain nombre des n courbes envisagées soient confon-
dues : si, par exemple, p d’entre clles sont confondues
cn une scule courbe, il suffira d’assujettir celle-ci a
toucher p courbes fixes. Remarquons d’ailleurs que
certaines courbes peuvent étre des cercles de rayon
nul : on assujettit alors des points & décrire des courbes
fixes. '

6. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la
transformation du n°1, 4 laquelle peut évidemment étre
ramenée toule transformation des conlacts, conserve
Vordre des contacts. 11 sera facile d’en déduire la géné-
ralisation de tous les résultats précédents, en tenaut
compte de 'ordre des contacts.

7. Nous terminerons par quelques applications : la
premiére nous fournira, relativement aux anticaustiques
par réfraction, des résultats bien connus, mais qui sont
loin d’¢tre aussi intuitifs que certains Ouvrages de
Physique semblent ’admettre.

A cet eflet, considérons, comme ensemble de trois
courbes dépendant de trois paramétres, trois cercles
concentriques, ©, G et €/, le premier ayant un rayon
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nul, et les autres des rayons r et 7’ tels que

r=Kr (K const.).

Si le point w décrit une courbe (w) et si le cercle C a
une enveloppe (C), le cercle C' aura une enveloppe (C');
d’aprés ce que nous avons dit au n° 4, les points m/ ou
C’ touchera cette enveloppe ne dépendront que de la
tangente en w a la courbe (w) et de la tangente a (C) au
point m ou eette enveloppe touche C. Or, si 'on rem-

place (w) et (C) par leurs Ltangentes en o et en m, 'en-
veloppe de €' est évidemment une droite passant par le
point commun a ces tangentes. On obtient ainsi le
point #!/, et I’on retombe sur la construction d’Huygens,
(ui sc trouve ainsi établie, dans la théorie des ondula-
tions, pour le cas général ou la courbe dirimante ct
I'onde incidente ne sont pas des droites, cas auquel on
s¢ borne généralement pour démontrer la construction
du rayon réfracté, que I'on érend ensuite, sans en mon-
trer Ja raison, au cas général, comme si 'on admettait
I'existence effective des rayons lumineux.

8. Comme seconde application considérons, plus gé-
néralement, n cercles concentriques, C,, C,, ..., C,,
dont les rayons ry, ry. ..., 7, sont liés par une relation

S(riyra, oo ory) = o.
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L’ensemble de ces n cercles dépend de n + 1 para-
métres. En leur adjoignant leur centre commun o
(cercle de rayon nul), on a bien 2 +1 courbes dépen-
dant de n + 1 paramétres. Si les cercles C,, C,, ..., C,
touchent des courbes données (C,), (C.), ..., (C,), le
point @ décrit le lieu des points dont les distances nor-
males & ces courbes sont liées par la relation donnée :
la tangente a ce licu ne sera pas modifiée si 'on rem-
place les courbes (Cy), (C.), ... par leurs tangentes
aux points de contact. Soit

D,=xcosg;+ ysing,—p, =0
’équation d’une de ces tangentes; le lieu de o est alors
f(Dl,Dg’ ey D,‘)“-'—"O;

les paramétres directeurs de 1a normale en @ sont done

n

o !
E cos 9o, fn,

1

n

O . ,
: sino; fi, .

1

On voit aiusi que la direction de la normale est bien la
résultante de vecteurs portés sur les 2 normales aux
courbes (C;), issues de w, ces vecteurs étant respective-
ment proportionnels aux n dérivées partielles de la
fonction f(ry,rs, ...,r,). Ce résultat est d'ailleurs
bien connu.

Ou pourrait multiplier les applications de ce genre :
nous espérons avoir fait suffisamment apparaitre la
fécondité de la méthode.



