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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1893.

(1900, P. 574 )

On donne une parabole P représentée par y2—apx =o;
on consideére les paraboles Q qui touchent XO en O et dont
les directrices sont tangentes & P.

10 Former U’équation générale des paraboles Q, démon-
trer que par chaque point du plan il passe trois de ces
paraboles, déterminer la région ou sont situés les points
tels que deuxr des trois paraboles qui y passent soient
confondues;

20 Former U'équation de l'axe d’une parabole Q, en
déduire qu’il passe trois axes par chaque point du plan,
trouver le liew des points tels que deuxr axes correspon-
dants sotent rectangulaires;
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3¢ Trouver le lieu des foyers des paraboles Q;
3¢ Former l'enveloppe des tangentes au sommet.
(Cu. Biocue.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIER.
1. Soient

F le foyer d’une parabole Q;

F’ le symétrique de F par rapport a OX;
a et B les coordonnées de F;

0 'angle de I'axe de Q avec OX;
OF=0F'=gq.

L’équation de la directrice de Q est
(1) z cosh 4+ ysin + g =o.
Les coordonnées de I sont
(2) 4 = — ¢ cosf, B = ¢gsinb.

De sorte que Péquation générale des paraboles tangentes
en O a OX est

(r—a)2+(y —B3)2=(xcosh +ysinh + q)?
ou

(x + qcoslh)?— (y — g sinl)2= (2 cosh + ysinb + q)?,
qui se réduit a
(2 sinl) — ycosh)2— fqgysinl = o.

Reste a exprimer que la droite (1) est tangente a la para-
bole y2—a2px =o.

2
En portant z = X dans (1), on a
2p
y2cos0 +2pysind + apg =o.

Cette équation en y aura ses racines égales pour

__ psin2h
T acos’

par conséquent I'équation générale des paraboles Q est, en
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fonction du paramétre variable 0.

9 sin30)
2py s =0

. s 0y
(3) (2 sin) —y cosh)? <050

En posant tangl = m, et ordonnant par rapport a m, cette
équation devient
(4) 2py mi— mrxt+2mry — yr=o.

Cette ¢équation en m est du troisiéme degré : il passe donc,
par chaque point (2, ) du plan, trois paraboles Q. Si deux
de ces paraboles sont confondues, c’est que I'équation (4) a
une racine commune avec sa dérivée par rapport a m, c’est-
a-dire

(5) Spymi—mz+ xy =o.

LEn multipliant (5) par 2m ct en retranchant (4) multipli¢e
par 3, on a

(6) m2x?— jmzxy + 3y*=o.

On est donc ramené a éliminer m entre (3) et (6), ce qui
donne
(@ —gpy )t —x(zt—2pay?)=o
ou
Yi(a7pyr—223) =o.

Le licu cherché est done la parabole semi-cubique

., 2xd
(7) V=
qui est la développée de la parabole
yr=8p(a+ip).
La courbe (7) est aussi Penveloppe de la parabole (3)
2. L'équation de I'axe de la parabole Q est

¥y — B =(x—a)tangh

(Y — g sinb)cosd = (& —+ g cosl)sinb.

Zsinhh— v cosl 4+ 2g<inf cosh = o,
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ou enfin ..
(8) xsin0 — y cosd + psin3l = o.
En posant tang0 = m, cctte équation devient
(9) (r+p)ymdl—ym2+azxrm—y=o.

Donc, par un point (z,y) du plan il passe trois axes dont
les coefficients angulaires my, m,, my satisfont a I'équation (g).
Par conséquent

(10) My —+ me—+ mz = b4 )
x+p
x
(rr) DY s == M Iy — My Iy = ———— »
x -+ p
(12) myme iy = —= .
T =p

Si deux des axes sont rectangulaires, on a en outre
(3) mymz=—1.
1l faut donc éliminer my, mg, mz entre les équations (10),
(r1), (x2) et (13); (12) donne
Y

(14 nmy = — ——-
4) 1 z+p

(10) et (11) deviennent, en tenant compte de (13) et (14),

2y
My— my=  —t—,
x -+ p
(22 —+p)
My =+ My = — _—p
J

De sorte que, en égalant ces deux valeurs de (mz—+ m3), on
obtient, pour I'équation du lieu tel que deux axes soient rec-
tangulaires,

(22 +p)(x+p)+2y’=o0,
2(xr+y?)+ 3pr+ p? =o.

Ce licu est donc le cercle

; By 2

(15) (.Z'+ i/£>_+‘}/2: ‘L::.
\ i '
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3. Les coordonnées de F s’¢erivent

__ psinb _ psindh
(16) rET T = 2 cos0

L’élimination de § entre ces deux équations donne

2
pE_
2

(17) (22 + f2) +
C’est une cissoide droite ayant son point de rebroussement
en O, et pour asymptote la directrice de la parabole P.

L’équation polaire de cette cissoide est d’ailleurs immédiate-
ment donnée par la valeur de ¢

- psin?d
7= Scosh’

I'axe polaire étant dirigé suivant OX".

On sait d’ailleurs que le lieu de F', symétrique de F par
rapport a OX, est le lieu de la projection de O sur la direc-
trice de Q, et, par conséquent, la podaire de la parabole P
par rapport a son sommet; ct ce lieu.est préciscment la cis-
soide (17).

4. L'¢quation de la tangente au sommet de la parabole Q
qui passe par la projection de F sur OX est

¥ =—(x — a)cotl, (x <+ q cosf)cosl + ysinf =o
ou

(18) .zcos()—i—ysin():——£sin?Ocos{}‘
2
La dérivée de cette équation par rapport & § est

€19) —asin§ + ycosh =— g(z sin0 cos?0 — sin30).

En résolvant ces deux équations par rapport & z et y, on
trouve pour les coordonnées d'un point de Ienveloppe de la
tangente au sommet

.
(20) z = %smzﬁcoszo,

(21) y:——»g cos?0sin 20.
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On reconnait sous cette forme que les coordonnées (20)
et (21) sont celles d’une Ahypocycloide triangulaire rapportée
a une tangente de rebroussement et a sa tangente perpendicu-
laire.

Les trois points de rebroussement ont pour coordonnées

5 (55E) (-8
’ 6’ ’ > /.

16 16 16

L’hypocycloide passe aussi par le point O et par les
points (o, == = ).

Le rayon du cercle qui passe par les trois points de rebrous-

3 . , . mp?
sement est —5—; et I'aire de 'hypocycioide est —l]%
N ]

Remarques. — Voici un certain nombre d’autres lieux géo-
métriques on enveloppes relatives a la méme figure, et dignes
d’étre consignés.

1° L’enveloppe de U'axe de la parabole Q est une courbe
5mp?

ayant pour aire 5
»¢ Le lieu de la projection de O sur la tangente au
sommet est la courbe en coordonnées polaires

P

r=— £ cos0sin26,
2

=P,
G4’
3¢ Le lieu de la projection de O sur l’azxe de Q est la
courbe

dont I'aire est

r=—pcos3f,
Smp?,
16 7
4° Le lieu de la projection de O sur la corde focale
principale de Q est la courbe

dont l'aire est

p sinz0 cosa0

r =
2 cosl)

dont I'équation cartésienne est
2 22 P oy 2) —
(#2+y* ) — Sy} (@?—y?) =o.

C’est une courbe du cinquiéme degré.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. TI. (Mai 1902.) 13"
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1899.

(1900, p. 575.)

On donne un point A et une droite D située a une dis-

. R ad ,
tance d du point A. Unc longueur BC = =— se déplace

sur D. Montrer que la droite d’Euler du triangle ABC
enveloppe une parabole. (E.-N. BuRIsiex.)

SOLUTION
Par M. V. ReETALL

Prenons D pour axe des z, la perpendiculaire mendée par \
pour axe des y et posons OB = %, BU = a : les coordonnées
du barycentre G du triangle ABC ¢tant

2N+« d

=y = 3

3
et celles du centre du cerele circonscerit M

By — A2~ (a4 Kk
X = ey p = —— ,
2 2d

I'équation de la droite GM est
(Ph=-a) a4+ 1)

— (2= 3ak +302) -y . d(2h+a)=o0;

Lo . 2d . . .
en particulier, si @ == ==, elle devient, aprés suppression du
3
facteur (d +%y/3),
oN 4 (va—3z)h+dby—ay/3)=o,

dont I'enveloppe est

3 TAN? o ¢ /3
)Jt——;/-: —8d(»y —ay3) =o.

By

)
. . d o .
En transportant les axes au point (o, ), lcquauon de
3
cette parabole prend la forme g2 =16d.y.

Autre solution de M. Lrz.



