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[M'8g]
SUR CERTAINES EXTENSIONS DU THEOREME DE PONCELET;
Par M. Erxest DUPORCQ.

1. On sait que, comme I’a remarqué M. Darboux,
deux polygones complets de m c6tés, circonscrits i une
méme conique C, ont leurs m(m — 1) sommets sur une
méme courbe T d’ordre (m — 1). Il existe alors une in-~
finité de polygones complets de m cotés, circonscrits aC
ct ayant leurs sommets sur T

La conique C étant mise sous forme unicursale,
soient

Si(t)=o0 et  fi(t)=o

les deux équations de degré m dont les racines corres-
pondent aux cotés des deux premiers polygones consi-
dérés : on sait que les cotés d'un quelconque des poly-
gones circonscrits 2 C et inscrits a T’ correspondront a
une équation de la forme

M fi(t) s fo(t) = 0.
On a donc ainsi une représentation d’une involution

du m*™ ordre et de premiére espéce.

2. Considérons maintenant trois polygones com-
plets P,, P,, P,, circonscrits a C et dont les cotés sont
Ann. de Matheémat., §° série, t. II. (Avril 1902.) Ir
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définis par les trois équations de degré m :
fl(t)=07 f2(1)=0, ,/:1(’):0)

et soient I'y, T'y, 1'; les trois courbes d’ordre (m —1)
circonscrites respectivement aux polygones P, et Py,
Pyet Py, P, et Py. Il est facile de voir que ces courbes

(m—1)(m—2)
2

ont en commun points.

Cette propriété résulte de ce que les deux tangenles
a C issues d’un point de T'y correspondent a deux racines
d’unc équation de la forme

(1) 2o fo N3 f3=0;

de m¢éme, deux tangentes a C issues d'un point de T,
’ 8 I
sont racines d’une équation de la forme

(2) 3 fs+ 2 fi=o.

Si, pour des valeurs finies de Xy et py les équa-
tions (1) et (2) ont deux racines communes, les tan-
gentes correspondantes menées 4 G se couperont en un

des (m—1)(m—2)
2
m(m--r)

points communs a I'y et a I'y, en de-

hors des sommets du polygone Py, et récipro-

quement. Mais, en multipliant respectivement (1) et (2)
par i3 et Ay, et retranchant membre & membre, on ob-
tient une équation de la forme

(3) ‘l]‘f]—}-‘lgfg:O,

a laquelle satisferont aussi les deux racines communes
a (1) eta (2) : par suite, les points obtenus seront aussi
sur I'. Ainsi donc :

Les trois courbes d’ordre (m — 1) auxquelles
sont inscrits deux « dewx trois polygones complets
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de m cdtés, circonscrils a une méme conique, ont

m—1 nt—2 .
(——-——)IL—————)- ])OIIZIS communs.

3. On peut encore se rendre compte de ce résultat au
moyen de la méthode suivante.

Considérons la courbe unicursale U définie par les
équations
, x ¥ 5
(,,) = — = — .
Si(t) — fo(t)  fi(t)

A woute valeur de ¢, il correspond a la fois un point
de U ct une tangente & €. Une droite quelconque A
coupe U en m points, auxquels correspondent m tan-
gentes a C : soit P le polygone complet qu’elles déter-
minent. Nous définissons ainsi une transformation qui
fait correspondre a toute droite A les sommets d’un po-
Iygone complet de i cotés, circonserit & C : ¢’est bien
évidemment une transformation de contact. Si A a une
enveloppe quelconque, les sommets de P décerirout la
courbe correspondant a cette enveloppe.

Supposons que A passe par le sommet

a(y=o0,2=0)

du wiangle de véférence a, ayay.
A la droite

hoy ~+ 235 =0

correspond ’équation (1), de sorte qu’au point a, cor-

respond la courbe T',. Les courbes T, el 'y correspondent

de méme aux points a, et az. Or, la courbe U ad-

(m—1)(m—2)
2

met points doubles : pour toute droite A

passant par 'un de ces points doubles, le polygone I’
correspondant & deux cOtés fixes, qui sont définis par
les deux valeurs que prend ¢ pour ce point double, et il
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est bien visible que le point commun a ces deux cotés
sera i la fois sur I';, T, et T'y. On retrouve bien ainsi

les (m—1)(m—2)
2

points fixes.

%. Tout polygone P correspondant a une droite A,
d’équation
ur +9vy + ws =o,

est défini par I'équation
ufi—vf3+wfy=o,

dont les racines fournissent les valeurs que prend le
paramétre ¢ pour les m c61és de ce polygone.

Dcux de ces polygones P et P/, correspondant a
deux droites A et A’y sont inscrits & une courbe T,
d’ordre (m —1), qui peut étre considérée comme la
transformée du point @, commun aux droites A et A’.

Cette courbe passe évidemment aussi par les

(m—1)(m—2)
2
points fixes.

Deux courbes 1" et IV se couperont, en outre de ces

m(m —

. 1 . .
point fixes, en )pomts qui seront les sommets

d’un polygone P, celui qui correspond a la droite aa'.

Remarquons enfin que par deux points arbitraires du
plan il passe généralement une seule courbe T : en
cffet, de tout point du plan on peul mener a C deux tan-
gentes, qui correspondent & deux points de U, et ceux-ci
déterminent une droite A : & deux points m et m' cor-
respondent ainsi deux droites A et A’ se coupant en un
point a, ct la courbe ' correspondant a ce point passe
par m et m'.

Les courbes I' forment donc un réseau linéaire, et
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leur équation générale est de la forme

(:)) I‘:)\]l‘l—f—)\grg—f—)u,gr;;:().

puisque I'y, Ty, T'; sont trois courbes T

Les trois paramétres A sont d’ailleurs visiblement
proportionnels aux coordonnées homogénes du point a
par rapport au triangle a,asa; : ils définissent cux-
mémes un certain systéme de coordonnées homogénes
par rapport a ce triangle.

5. Si le point a décrit une courbe dont I’équation
tangentielle est dans le systéme

oy, Uy, Us) = 0,
la courbe T aura une enveloppe d’équation
(6) ?(1‘1,1'2,1'3):0,
(ui sera circonscrite & une infinité de polvgones P.
Réciproquement :
Zoute courbe de la forme
o (T4, Ty, T3) = o,

v ctant homogéne, est circonscrite & une infinité de
polygones complets de m cétés circonscrits & C.

Il est bien évident que les points fixes, communs
a Ty, T, TI,, seront des points multiples d’ordre p de
cette courbe, si ¢ est de degré p. Enfin toute tangente
a C sera alors un c6té de p polygones P inscrits dans la
courbe obtenue.

6. Considérons le cas particulier ou U est une cu-
bique, et ot @ décrit une conique.
Les polygones P sont alors des triangles circonscrits
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a G, les courbes T des coniques passant par un point
fixe, et la courbe (6) devient une guartique & un neeud.
Il est facile de voir que C touche six bitangentes a cette
quartique, celles-ci correspondant aux six points com-
muns a la cubique U et a la conique décrite par a. Il
est assez facile de déduire de la que :

1l existe toujours deux quartiques ayant un point
double donné et bitangentes & six droites touchant une
méme conique.

7. On peut obtenir des 1ésultats analogucs dans
Pespace pour des polyédres complets ayant leurs sommets
sur une cubique gauche. Nous nous bornerons, pour
simplifier, au cas des tétracdres.

Soient donc trois tétracdres Ty, Ty et T inscrits a une
cubique gauche C, et soient

fl:O7 fZ:O) ,/'5:0

les trois équations en 7 du quatricme degré (qui définissent
leurs sommets. L’équation

Wi+l fi=o

représente une double infinité de tétraédres inscrits a C
et dont les faces enveloppent une quadrique, car par
toute corde de C il passe seulement, en général, deux de
ces faces. Cette quadrique est d'ailleurs évidemment
inscrite aux trois tétracédres T, T, ¢t T3. On voit done
que :

Troistétraédres inscrits & une méme cubique gauche
sont circonscrits & une méme quadrigue Q, et 1l existe
alors une double infinité de tétraédres inscrits a la
cubique ot circonscrits @ Q.
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8. On voit que les paramétres correspondant aux
sommets de ces tétraédres correspondent a ceux de quatre
points en ligne droite sur la quartique unicursale

x _ Y . peg
N
Mais celle-ci admet trois points doubles. A toutes les
sécantes issues de I'un de ces points correspondent une
infinité de tétraédres circonscrits a Q et ayant pour aréte
commune unc corde de la cubique : les extrémités de
celle-ci correspondent aux deux valeurs du parametre
qui fournissent le point double envisagé. On obtient
ainsi trois cordes de la cubique qui sont nécessairement
des génératrices de Q.

Réciproquement :

1l existe une double infinité de tétraédres inscrits a
une cubique gauche et circonscrits & une quadrique
admettant pour génératrices trois cordes de cette

cubique.

9. Soit maintenant T, un quatriéme tétraédre inscrit
a C et correspondant & unc équation

f3=04

Les quatre tétraédres considérés sont, trois a trois, eir-
conscrits & quatre quadriques, Qy, Q., Qs, Q,. Celles-ci
ont une génératrice commune.

Pour le montrer simplement, considérons la quartique
gauche unicursale définie par les équations

z_ry_s_t
fi f2 T

par rapport & un tétraédre a,@.aza;. Les t des sommets
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d’un tétraédre inscrit 3 C et circonscrit & Q corres-
pondent aux points d’intersection de la quartique avec
un plan issu de a,. Or une quartique gauche a une infi-
nité de sécantes triples : les trois points de la cubique
qui correspondront & trois points en ligne droite sur la
quartique détermineront un plan touchant a la fois Q,,
Q2, Q; et Q4 puisque les trois points de la quartique se
trouvent bien dans un méme plan contenant a,, ou a.,
ou aj, ou enfin a,. Trois points alignés sur la quartique
y forment d’ailleurs évidemment une involution de troi-
siéme ordre et de premiére espéce, puisque la donnée
de I'un de ces points définit les deux autres. Or sur la
cubique gauche une telle involution est évidemment
obtenue en la coupant par des plans issus d’une droite
fixe, et réciproquement. Donc, les plans tangents com-
muns a Qy, Q:, Qs et Q, sont les plans issus d’une cer-
tainc droite A, qui est par suite une génératrice com-
mune a ces quadriques.
Ainsi donc :

Les quatre quadrigues Qy, Q., Qs, Q., auxquelles
sont circonscrits trois par trois quatre tétraedres
inscrits a une cubique gauche, C, ont une génératrice
commune.

10. Par une correspondance anharmonique entre les
points d'une quartique gauche unicursale et ceux d’une
cubique gauche, on associe donc a tout plan II de I'es-
pace les faces d’un tétraédre T inscrit i la cubique. Sile
plan I pivote autour d’un point fixe a, on voit que T
reste circonscrit a une quadrique Q, passant par la droite
fixe A.

A trois points a de I'espace correspondront trois qua-
driques Q passant par A et qui seront inscrites & un
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méme Lélraédre inscrit a la cubique, ct correspondant
au plan des trois points.

Si donc a décrit une surface, Q aura une enveloppe a
deux paramétres, qu’elle touchera en quatre points on
les plans tangents formeront un tétraédre inscrit a la
cubique. On trouve ainsi que :

Si o désigne une fonction homogéne, et Q,, Q., Q;,
Q. les premiers membres des équations TANGENTIELLES

des quadrigues Qq, Q:, Q;, Qs, ['équation
?(Q‘l) Qz;-Qs, Qs) =0

représente une surface inscrite & une double infinité de
tétraédres inscrits a la cubique gauche C.

Si © est de degré m, toute corde de la cubique est une
ar¢te de m tétraédres circonscrits a cette surface.



