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[F2e]
SUR UNE FORMULE FONDAMENTALE DES FONCTIONS
ELLIPTIQUES;;
Par M. EvcExe FABRY.

Dans le Traité de Greenhill (Sur les fonctions ellip-
tigues et leurs applications) on trouve, aux exercices
proposés a la fin du Chapitre VI, I'intégrale

O 1=fe'feg . =Z
by Vo, V—16(@—e1)(@—er)(@—es)(y—e1)(y—er)(y—es) 2

oue, >x>cy>y>e;3.
La valeur de cette intégrale double se déduit des pro-
priétés des fonctions p(u), {(u), et de la relation

i
(‘2) aznw'—wn':i-?,
ou 1, ={(w), 1= {(w'), le signe == étant cclui du cocf
_ . '
ficient de ¢ dans le rapport —.
w

Inversement, on peut calculer directement la valeur
de Yintégrale (1), sans employer les fonctions ellip-
tiques, et en déduire une démonstration de la for-
mule (2).

En supposant toujours ey, €3, €3 réels, e, > e, > ey,
faisons la substitution

r = e+ X, y=-ec,—Y.
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En posant

eg—e;=a, es—e;=b,

on a
I= afb (X +Y)dX dY
_f° o AVEY(a—X)(a+Y)(6+X)(b—Y)

Faisons la nouvelle substitution

XY = u, Y—X=0p9,

de déterminant différenticl

D(u,v)

m—x——’—Y—):X—‘—Y.

Si le point (X, Y) décrit les axes, entre les
points (o, b), (0, 0), (a, o), ¢’est-a-dire si 'on a X = o,
Y variant de b4 o; puis X = o, Y variant de 0 4 a; on
aura

u=o,

¢ variant de & 4 o puis & — a.
Pour X = a, Y variantde o 4 b, on a

u—av = a?,
w variant de o 4 ab.

Pour Y = b, X variantdc 0 4 @, on a
w4 bo = b2,

u variant encore de o a ab.

Les points (X,Y) intérieurs au rectangle d’intégra-
tion, de cotés a, b, correspondent a des points (u, ¢)
intérieurs au triangle dont les cotés ont pour équations

u =o, u—av = a?, u —+ bo = b2.
Les sommets de ce triangle sont les points

(v =o, v =-—a), (e =o0,¢=10), (ll,:‘:ab,(,"t:l]—a)-
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L'intégrale double devient ainsi

- U du dv .
f f 4y u(at— u—+ av) (62— u — bv)

’—(l

Oron a
B dr ( a>ﬁ
\/(—zf—;)_T_—i:;l‘:)_— 2arc tang ﬁ‘*@‘ T (2 < B),

et

"
b—=

- dv - E.
j"‘ Viee—u—+av)(b*—u—0bv) ab

- —a
I:f ~du
o 4‘/abu

a
Pour en dedun la valeur de P'expression (2), sup-

Par suite

kol;l

posons o et & reds et positifs. On a

= p(w), ey=p(w + '), e3=p(w'),

/ =

20 = - >

ey V(¥ —e) (¥ —e) (¥ —es)
dr

V—(@—e1)(@—es)(@—es)

20 =L(u+20)—¢(u)

W'+ 2w €3 dy
= — d _———— 'y b
fw plu)du f V7 —en(r—e)(y—es)

an'= (- 20') — {(u 3

W+2w' e zdr
= — d = —1 -
f.., Pl f V—(@—e)@—e)(@—es)

T — wy'

(r —yVdxdy __1_-_1
ff¢—(r—e,)(x_e, Yx—e)(y—en(y—en(y—es) 2
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On peut remarquer que la fonction p(u) sup-
pose e, -+ ey -+~ e3= 0, mais la valeur de I'intégrale (1)
reste la méme, quels que soient e,, e,, e;, pourvu
que €, > €; > €.

Dans le cas ou ey, ey, e; sont imaginaires, la for-
mule (2) peut encore se déduire de I'intégrale (1).

Si ey, s, e; ont des rapports réels, soit

e _ % _ €3 _ i
P1 P2 Ps3 ’
on peut poser
€s
20 = f f— dy
e Iy —e)(y—e) (y—es)
_b ape dy

= e 2

o VO —en)(r — 00) (7 —p2).

20 = /‘“’ dz
e, V(e —e)(z—e)(z—es)

RIS dx
e 2 — »
o V—(z —p1)(z—ps)(z—p3)

Il

w o, , ..
-— c¢lant suppose silit g
v pposé positif;

b Aps
AT = — 62\/ ‘Z_fiy s
oo V(Zr—p) (¥ —p2) (¥ —ps)
, . U—,’ b xdzr
27, =—1C* — 4
o, V—(@—p1)(#—p2)(x—p1)

7 et wr/ ne dépendent pas de 4, et no’'— wn' se ra-
méne a Pintégrale 1.
Enfin, si ey, ., e; n’ont pas de rapports réels, soit

e;=A + Rex? e;=A + Rex:{, e;= A+ Rex!

el
z=A+Ret, y = A +Reli.
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Supposons
ol <<ty

les points x et y décrivent alors la circonférence qui
passe par les points e, e, €;. Pour préciser la valeur
des radicaux, nous supposerons qu’en passant de
l'arc e, e,y 4 'arc €53, on tourne autour du point e,
en passant en dehors de la circonférence. Soit alors

T — A, 0+‘1,+'R[
Vy—e,:\/?,Rsin 5 Le @ ,
0 —a, JretT,

Vy —e = 2R sin
N 0—0»'1 -7
, ag—f0 /a2
Vy-—eaz\/2Rsm 3 e ¢ ',

on en déduit

140y —+T0
L=y ——
Jx—elz\/zR51n———e b ,

2
-_— ., 4%y, — T
. g — 8 ————
Ve — e = 2Rsin ——e¢ ¢ ,
2
—— I+ 0y—T
_ .oy —¢ :
‘/z-—e;,z‘//'stm ¢ 4
2

Nous poserons

dy
20 =
ﬂy—aﬂy—%ﬂy—%)
6
% —“’"“‘ e db
=€ ’
\/2Rsm — % sin(j_a2 sin 23— 0
2 2 2
, dr
20 =

\/(x—e,)(.z‘—-eg)(x—e,g)

ti
AT By — e — Oy oF dt
= " .
Ltl—ayp . ag—1t . az—1t
2\/2R sin ! sin =2 sin -2
¢ a, 2 2
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Si Pon sépare les parties réelles et imaginaires, sous
la forme 20w =a+ bi, 20’ =a'+ &'i, dans le rap-

’

'— ba .
m et a le S]gne de

——ba
cos 6 — tat do
4
SR\/ i) oh_tsinms—tsine—‘a‘I sine_m’sinmsﬁ6
2 2 2 2 2

qui est posiuf.

! . . ab —
port %, le coefficient de i est

D’autre part

”——f Y dy
=
‘/(_}/—6‘)(.}’—6?)(.}’_83)
0
. UL (A-+Redi)ev do
- bl
\/'le]neﬂm1 smo_Glz sinma——0
2 2
, f x dzx
2m =— N
‘/(.z'——-e,)(x—ez)(‘l"‘es)

ti
pid M s %y (A+Re”)e“dt
== e y
. Qe—1Lt , d3—1
\/2R sin lsm 2 sin —
2 2

S o' — wn’=fe'fe= (x—y)dzdy
e Jo, 4V (@—e1)(@—€2) (@ — €5) (¥ —e1) (¥ — €9) (¥ —€3)

3
Gy et 0y,

R % t+0 .
. —1
(ed—etlye v " dtdd
>< -
‘/ L l—ay ., ay—1t , ag—t , O—oy , O—ay ., az—0
32 sin sin sin sin sin sin
2 2 2 2 2 2
Xy g

Faisons la substitution

t=ay—2U, 0= a;+ 2v¢
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¢t posons
A— Ay = 2a, a3— 2, =20,

a et b sont positifs,
Ay — Ay

a+b=—"—"-m.
2

a@ b
Pl
0= (elai sin(u—+v)e 2 dude
= [l e ——————————
o o 4y sinusinesin(@ — w)sin(a—+v)sin(b + u)sin (b —v)

Faisons la nouvelle substitution

sinusing = X, v—u=Y.
Le déterminant différentiel

DX, Y)

Dla,v) =sin(u + ¢).

Sile point (u, v) décrit les axes entre les points (o, ),
(0, 0), (a, 0), c’est-a-dire si u=o0, v variant de¢ b d o:
puis ¢ = o0, u variant de 0 A ajon a

X =o,
Y vatiant de & 4 o ¢t — a.
Lorsque «w = a, v variant deoad, ona
\ =sinasin(a+Y),
Y variant de —a a b — a.
Lorsque v =0, u variant de 0 a a, on a
X =sinbsin(0—Y),
Y variantde b a4 b — a.

Les points (u, v) intérieurs au rectangle d’intégra-
tion, de cOlés a, b, correspondent a des points inté-
rieurs au lriangle curviligne dont les ¢otés ont pour
dquations

\ =o, X =sinasin(a -+ Y). X =sinb sin(db —Y).
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et dont les sommets sont les points
(X=0,Y=—a), (X=0,Y=0),
(X =sinasind, Y = b —a).
On a donc

ela—bli

sinbsin(b—Y)

sinasin(@a+Y) 3‘,
et 'dYdx
/\()&-—smasm(a——Y)
><(X—smb sin(b—Y)

ou les deux intégrales ne différent que par les limites.

Dans la premiére, posons
X = sina sin(a + Y) sin20;

dans la seconde
X = sinb sin(d — Y) sin20.
On a

T
; g b ng
=L eta—ti _ et dhdY
2 0 u Vsinbsin(b—Y)—sinasin(a-+Y)sin20
i ki1

~ b :i\'l ‘
/ / " d ay
“+ e
_a‘/sinasin(aﬁ'—Y)-—sinbsin([;-Y)sin?()

0 L’

Or

b—a 3
[ dY )
. Vsinbsm(b—Y)—sinasin(a + Y)sin20

—a

Y. b—a
—2e? sinbsin(b—Y)—smasin(a-+ Y)sin2l
e—bisind + e“t sina sin?l)
b—a

) ‘/smbsm(a—}—b)——e T ' \/sinasinb cosd

0 )
e bisinb — e“ sina sin2(

la seconde intégrale s’en déduit par une simple permu-
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tation
. 2\'1
et dY
A Vsinasin(a + Y) —sinbsin(b — Y) sin20
. b—a .
_ et Vsinasin(a - b) — e * /sinasinb cosh
=2 el sina + et sin b sin20

On obtient ainsi, en intervertissant les termes

n+l)i
3=—ie 2 sinasinb

T T

g * cosh df . [2 cosf df
\Jp Sinae@+bli4sinbsinl ) sinb 4+ ele+bisina sin20
“+ {ysin(a +b)
T

2

wld

ar b
e y/sinb db ) e ®y/sinadh
sinb + e@+0lisingsin20 o sina + e-(@+0)isinHsin0

0

Posons dans la premiére intégrale
sinh = 2 sina
n == -
sinb’
. 1 sin b
sinf = -—\/—.—~ ’
x sina
dans la troisieme

tangl = z sinb
8V = sin(a+b)’ .

dans la quatriéme

tane0 — sina
angh == sin(a—+0)

On obtient ainsi

+b . ®
~ . a - )l d.r
0=—t¢ 2 -
o T+ elat+bli

ai hed bi
. — dz .= (" dx
“+ e 2f —_— - ie? —T e
0 et o eV x?

(%

dans la seconde
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or
wi w1
e? dr il r-+tle?
ewir g2 3 08 ol
x—1ie?
. w [
I+ &2— 22 sin — 2.2 COS —
llo 2 lavcta\ 2
= ~ —_— e — - ng
4 & L w2 B
I+ 22+ 22 sin —
et
® W
e? dr k] .
T S1 — ] w T

0

En prenant successivement pour w les valeurs a + b,
—a,b,ona

On pourrait, en changeant la valeur de

Vie—e)(x—e)(x—e;)

changer les signes de o et 7, alors & et le coefficient

1
. w .
de ¢ dans — changent de signes en méme temps.
w



