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SUR LE BEGRE DE GENERALITE DES EQUATIONS (DYNAMIQUES)
DE LAGRANGE ET LEUR INTERPRETATION GEOMETRIQUE;

Par M. v'aBBE ISSALY.

Indiquer clairement pourquoi certaines dérivées par-
tielles de la fonction classique T entrent comme élé-
ments constitutifs dans les équations de Lagrange tant
que des surfaces (en nombre déterminé) s’y trouvent
implicitement en jeu et, au contraire, ne sont plus sus-
ceptibles d'y figurer dés que, au lieu d’elles, inter-
viennent das pseudo-surfaces; rattacher, en second



( 549 )
lieu, a notre travail la fonction récemment introduite
dans cette méme matiére par M. Appell : tel est, en
peu de mots, 'objet de la présente Note.

Disons tout de suite que nous limiterons nos for-
mules au cas de quatre variables et qu’au lieu d’envi-
sager la vitesse et I'accélération de tout un sysiéine de
points, nous nous en tiendrons a celles de 'un quel-
conque d’entre eux, (z,y, z), ses coordonnées étant
prises par rapport a un triédre trirectangle fixe T,. Le
lecteur n’aura point de peine & étendre lui-méme nos
résultats au cas de n variables.

I. — ViTEsses.

1. Soit, en conséquence, le systéme d’équations

dr = Py duy+ Py duy+...+ P, du,,
(1) dy = Piduy+ Pydus+...+ P du,
dz = Plduy+Pidus+...+ P} du,

auquel satisfont les coordonnées du point choisi. Les
coefficients P,, P,, ..., P} désignent ici des fonctions
arbitraires de uy, us, ..., u4, variables que nous sup-
poserons étre, & leur tour, des fonctions quelconques
du temps. D’aprés cela, si 'on divise par dt les deux

bres de ch Squation, et du
membpres e C aque equa lOl], que, avec dt —ltl,

on fasse

d:r:__ , dy'_ , dz__ .
(2) AR it AR

on obtiendra le nouveau systéme

F=Pyuy+Pruy+...+P, v,
(3) y' =Pu\+PLu+.. .4+ PLu,
3 =Pluy+Pluy+...+ Plu.

On en déduit, en désignant par V la vitesse du
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point (x, y, 2),
Vi=a'ty y'24 32
(4) =AtuP+AJuR+...+Au?

+2Bpu uy+2Bul W+ 4+ 2B Ul W

a condition de poser

P: P2 4+ P2 =32P? =Al
U e e e,
P} P2 4+ P2 =3P} =A},

PyPy+ P, P, + P|P,=SP,Py= By,
P,P,+ P, P, + PiP|=XP,P,= By,

* 2. Avaut de poursuivre, donnons a ces premiéres
relations une autre forme. Si, en remarquant que
dsi= A;du;, nous formons les cosinus
P P P P

(6) (tlzx—:, I),:x‘;y C1= ——> a2:__~7’ MRS
et cela, a 'exemple de ce que nous avons fait déja dans
notre Etude sur les pseudo-surfaces (Nouvelles Annales,
1901, p. 60), le systéme (1) pourra s’écrire

dr = a;ds;+ ayds; ...+ a,ds,,
(1) dy = bydsy+ byds, +...+ b, ds,,
| d3 = c;dsy + cadsy ...+ ¢, ds,.

De son coté, le systeme (3) devenant, par analogie,

I

aisy -+ assy+...+ a,s,,

2
Y =0bs|+bysy +...+ b5,

2 =¢8] + casy +...+ 5,

(39

—

il en résulte que, présentement,

( _dsr ‘o vo ,
4 = qpE = ST sy 4.0+ 52425 85 cos(sy, S2) + ...

“+ 255 s, cos(s3, 8,).
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Or sous cette forme géométrique, on voil que le vec-
teur V peut éire envisagé (rigoureusement). comme la
résultante d’une ligne polygonale dont les quatre
cdtés §,, §,, ..., s, seraient respectivement portés sur
les arétes d’un angle polyédre ML, ... £, ou A,
ayant ses faces invariables et son sommet M en coin-
cidence avec le sommet O da triédre fixe. Clest dire
que, dans tous ses mouvemenls, &; ne pourra que
pivoter autour de cette origine.

3. Sans nous arréter aux identités auxquelles se
réduit, en vertu des rclations (6), le systéme (5), pro-
jetons orthogonalement la vitesse V successivement sur
les arétes de 'angle solide &b,. En désignant par V,,
Vi, ..., V, ces projections, nous aurons d’abord cette
expression générale

Vi=a; '+ by + ¢ 3,

ct, par suite, d’aprés (3) et (3),
AV =P+ Py P =AY W+ By, - By ul, + B,
e e P R

LAV, =Pz’ + Py + Pls' =B, v, + By ufy+ Bty + A i),

le déterminant du systéme n’étant autre que

A} By Bz By

Bis A% Bu Ba,

Bis By A} Ba
| Bis Ba By, A2

D, =

En prenant les arcs s, 52, ..., s; pour variables, on
trouvera de méme

Vi=s| + 5 cos(sy, s2) ...+ s}, cos(s,s,),

oy ThTnTnT T

( V, = s cos(sy, 8) + & C0OS( 82, 8,) ...+ 8,
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avec un déterminant D, dont la formation est, elle aussi,

immédiate.
Ces formules établies, écrivons, conformément a
’
I'usage,
ds?
8 Vie —— =zt+y2+ 352=12T.

En différentiant successivement cette fonction T par
rapport & u), uj, ..., u,, considérés comme variables
indépendantes, il viendra (4)

oT ,
= A} u; + Byuy + Byyuly+ By, i,
1
(9)  { eee i i i ceieeny
JoT
| o = By, 1, + Byuy + By uh+ A2u,
.
ou bien (4'),
JoT
= s+ s\ cos(sy, $3) +...+ s}, cos(sy, 8),
1
(9') ................... Gesoscecesscesassences ,
for _, , ,
5 =5 COS( 8y, 84 ) + S5 COS(Sa, S, ) ...+ 8.
L 08y

Que si nous comparons maintenant ce double résultat
avec les Tableaux (7) et (5'), nous en déduirons aussitot,
pour exprimer les projections orthogonales qui nous
occupent :

oT oT oT

du" ) A,V2 = — ceey A;Vg = du; )

(IOI) A.V,: 37
2

ou, ¢quivalemment,

AT . oT oT
\2_5:—'2’ ceey V‘_B—sf'

10) Vi= —
( ) 1 dsi,

Concluons de ces premiéres formules que, tant pour
les surfaces que pour les pseudo-surfaces, les projec-

tions Vi, V,, ..., V, de la vitesse V du point (2, y, z)
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s’expriment de la méme maniére au moyen des dérivées
partielles de la fonction T.

4. On nous demandera peut-étre, a titre d’éclaircis-
sement, en quoi la question présente implique des sur-
faces ou des pseudo-surfaces?. .. Le voici :

Remontons au systéme (1). Si I'on y suppose, par
exemple, ug et u, constants, il se réduira a

dr = Py duy+ Py du,,
(11) dy =P duy+ P, du,,
dz = P duy;+ Pjdu,.

Or un tel systéme, on le sait (Etude citée), repré-
sente généralement une pseudo-surface F,., tangente
en M au plan des arétes £ ,, £ 5 (lequel remplace ici le
plan mobile des XY) et, trés exceptionnellement, une
surface I';, jouissant de la méme propriéié. Comme,
d’autre part, avec nos quatre indices, pris deux a deux,
on peut former six combinaisons, nous aurons d’abord
quatre pseudo-surfaces ou surfaces principales corres-
pondant aux combinaisouns (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)
et respectivement langentes en M aux faces de I'angle J4,
puis, deux autres pseudo-surfaces ou surfaces qu’on peut
appeler secondaires, comme tangentes aux plans dia-
gonaux (1,3) et (2, 4). Telle est notre réponse.

II. — AccELERATIONS.

5. Soient W ’accélération du point donné et x”, ", 2"

ses composantes, par rapport aux axes fixes. Si 'on dé-
signe par W,, W,, ..., W, les projections orthogo-
nales de W sur les arétes de 'angle polyédre ,, on
aura généralement

W= a,'.z”+ bi)’”—l—- c,-z",
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eL, par suile, cu égard a (6) :

A,\V, = Plx”+ p’i.}’”+ I”{ Z”,
(12) e ,
AWo= P+ Y,y 4 P2,

4

ce qu'on peut aussi écrire

)

/

)

d AP, apy dpy
A ’ ’ U "ot p 1 ’ -1
MiWi= o (i’ Py’ + Pis) <x ar TV ar T
............................................................ ,
T (_l s TP ' "o ' El_l_)_b_ ldplb ] dplé/
AW = (P + Py 4 P2 — <x S
Or il résulte de notre premier paragraphe que
I A N JT
P[z -+ Pi_}’ —+ 1 |s = AZ-V[= —(;—(7‘
Le systéme précédent revient donc a
d [ oT
AW, = EE(&E’,‘) — Ry,
(|‘)_") ...................... ,
d [/ 0T
AW, = —( — .
W dt (du’b> R,

en désignant, pour abréger, par R; la deuxiéme paren-
theése.

Nous reproduisons de la sorte, sans distinction aucune
de surfaces ou de pscudo-surfaces, les premiers termes
des équations dynamiques de Lagrange (pour unc masse
m=1). On va voir qu’il n’en saurait étre ainsi des
seconds termes, et cela méme précisera le degré de
généralité qu'on peut accorder aux formules prises en
entier.

Considérons a cet effct la fonction R, entre autres.
De ce que les dérivées qu’clle contient sont des dérivées
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totales, il s’ensuit qu’en les développant on a

R, = ' g&u’ Py N\ | P, +0PI‘ ,
s 1= <0u1 ‘+"'+01—chu‘ -y WU +.. —u‘>

dub
(13)
~+ 3 dp”u -+ +dP’; Y
ouy 0T T G )

D’autre part, de la formule (8) on tire

aT .z"fii—l— , 0y’ , 03
duy 7 oduy ydu -z du,’

et, conséquemment, d'aprés (3),

IT _ (P )+ ) oy (P +aP’ ’>
du, ouy (ﬁ,—u‘ J Ju; YT duy “

) ? oP; LR
+ 3’ <B;:u1+ o, )

En comparant les expressions (13) et (14), on recon-
nait que leur identification n’est possible que sil’on a

P, _ 9P, 0P, 0P, 0P, 0P,
oy Ouy. duy  duy ouy  ou,’

aT .
En comparant de méme R, avec Sus? on obtient les deux
2

nouveaux groupes ternaires de condilions :

0P, ()Pz 0P, dPL
ou;  Ouy ou,  Ous

oy 0T . N .
R; comparé a —— fournira, a son tour, le suivant
3

opy _ op,
?)—17; - du3’

. oT . .
Quant au dernier couple, R;, -—. il ne donne rien
3

de nouveau.
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En résumé, l'identification, deux a deux, des sys-
témes (13), (14) et de leurs similaires n’est possible que
siles 6 < 3 ou 18 conditions d’intégrabilité qu’exigent
les équations (1) sont satisfailes, c¢’est-a-dire si les trois
coordonnées du point (x, y, z) sont des fonctions finies
des variables w,, uy, ..., uy.

Géoméiriquement, cela signifie que les six pseudo-
surfaces, principales ou secondaires, que nous avons vues
étre tangentes en M respectivement aux faces de I'angle
polyédre A, et a ses deux plans diagonaux, doivent se
transformer en surfaces. Libre alors de faire usage des
formules ordinaires de Lagrange, que nous reproduisons

ici :
d (dT oT
awi= 5 (5r) = 5 = M
(15) ettt i e ’
d [ oT oT
MW= G (G ) = e = M0

On arriverait aux mémes conclusions en adoptant
pour variables les arcs sy, 53, ..., §, vu que, dans les
diverses conditions obtenues tout a ’heure,

Ph P’n P’i') Ph s

se trouveraient remplacés simplement par les cosinus
qui leur correspondent, a savoir : ay, by, ¢, ay, ...

6. Clest pour obvier a I'insuffisance que manifeste,
dans le cas général, la fonction T, que M. Appell a pro-
posé (Comptes rendus, 1899) de la remplacer par une
autre, d’un emploi, non pas plus simple, sans doute,
mais plus sir.

Occupons-nous briévement de cette fonction nouvelle
et, pour cela, reprenons d’abord notre systéme (3).

Si I'on forme les dérivées totales de ses équations,
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on aura

5 "= (Pyul+...+Pyu)+ (ﬂl Uy ..+ ﬂu">,

(16) dt dt
| o ey
ou, en développant,
§ =Piuj+...+ Pyul)
(16") oP, oP, 0P, oP,
1 I, — — ’ ’ i ’
+ [du, ) +(0u, + ')u‘)ulu,+ o u,] e
Or, que I'on ait

0Py _ oP, 9P, P,

ous  Ouy ﬁ—,#m’
(17) oP, _ 9Py ou bien oP, 0Py

ous  ouy’ dus > ou,’

autrement dit : que les équations (1) soient intégrables
ou non; qu'il s’agisse de surfaces ou de pseudo-surfaces,
on n’en a pas moins

ox" ay” 93" ox”
Z —p 2 p = —_p. = =
(&) Gur =Pv G v Gu] i gur =Pu

Cela étant, a l'instar des relations (8), faisons

(19) W2=2"+ y"2 4 5" = 2]J.
On en tire o
B g
oul — 7 oul 7 ou] ou’’

Substituant a ces dérivées partielles leurs valeurs (18),
il vient, d’aprés (12) et (15) :

g‘; =P+ Py + Pls" = A, W, = A, Q,
(20) ........................................ ,

0 :

m=r;x+ 4 +p53 =AV,\‘5=A5Q5;
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d’ou 'on voit qu'il y aura effectivement un avantage
récl a remplacer la fonction T par son analogue, la
fonction J, lorsqu’on voudra établir, dans toute leur
généralité, les équations du mouvement d’un systéme
quelconque.

7. Allons plus loin : Puisque, en vertu de®ce qui
préceéde, nous nous trouvons conduit a limiter (conven-
tionnellement) les expressions (16) des composantes x”,

"
Y

été utilisées dans (20), nous pouvons par la méme (con-

, 2" a leurs premiéres parenthéses, les seules qui aient

ventionnellement aussi, dans ce qui suit) les prendre
sous la forme correspondante (6)

"= Aja u] + Asaruy+. ..+ Na,ul,

laquelle entraine

"y "y

(21) 224 )"0 4-5"2= AJ PP+ A3 +. ..+ 2By uul.

Mais, d’autre part, on a toujours

‘ A — dup _ds;
(22) V= RiTgr = ar T e

( B, = A\ cos(s;,s,).
Il vient done (19)

L W=l =P s L s 25T 8] cos (s, 50) .
(1) j —+ 2555 cos(ss, 8y).
Ainsi Pintroduction de la fonction J et le procédé
(artiliciel, au fond) qui en régle 'emploi conduisent,
par analogie, a assimiler (mais ici, sans précision aucune,
quant aux mesures des segments) laccélération W a la
résultante d'une nouvelle ligne polygonale dont les
cotés scraient respectivement portés, a Pexemple de
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Yy 85y .-y 5, pour la vitesse V, sur les arétes du méme
angle solide ;.

8. Ajoutons, en dernier licu, cette remarque : La
Thermodynamique utilise, de nos jours, [réquemment,
les équations de Lagrange : demain, peut-éire, celle de
M. Appell. Quoi'qn’il en soit, la divergence que cette
science nouvelle est contrainte d’avouer, entre ses con-
clusions théoriques et les faits, ne tiendrait-elle pas, en
principe, a ce dédoublement de termes que les déplace-
ments, réels ou virtuels, opérés sur des pseudo-surfaces
occasionnent nécessairement, el que leurs analogues, sur
les surfaces, excluent?. ...



