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[D5d]
PROPRIETES GENERALES DES SUBSTITUTIONS A UNE VARIABLE
ET DES FONCTIONS QUELLES LAISSENT INVARIABLES ;

Par M. E. JAGGI.

Dans deux Notes précédentes ('), nous avons consi-
déré, sous le nom de fonctions periodiques (?), des
fonctions complétes (*) F(x) telles qu'il existe des
substitutions & ¢ qui laissent invariables ces fonctions;
ct nous avons montré (ue toute fonction compléte uni-
forme, c’est-a-dire toute fonction uniforme sans points
critiques, est une fonction périodique, et en outre qu’il
existe des fonctions complétes multiformes qui sont pé-
riodiques. Nous avous vu aussi que toute fonction com-
plete périodique ponctale (+), uniforme ou multiforme,
a pour groupe de substitutions un groupe discontinu,
ct que toute fonction complete périodigue impropre-
ment linéale (3) ou aréale (°*), a pour groupe de substi-
tulions un groupe continu.

1. Considérons une fonction périodique F(x) quel-
conque, et le groupe, discontinu ou continu, de ses
substitutions. Les substitutions, ou, dans notre langage
abrégé, les fonctions s(x) clles-mémes que Yon peut

(') Sur les notions de fonction compléle et de fonction perio-
dique (Nouvelles Annales, avril 1gor). — Sur les substitutions @
une variable et les fonctions qu'elles laissent invariables (1bid.,
octobre rgor).

(2), (3), (%), (®), (¥), Voir, au sujet de ces termes, les deux Notes
citées.

. L. , /
Ann. de Mathémat., 4 séric, t. 1. (Décembre 1901.) 34



( 530)
substiluer a x, sont toutes les racines de I’équation

F(s)=F(z),

et ce sont des racines simples de celle équation, ainsi
que nous I’avons vu, sauf pour des valeurs particuliéres
de x qui sont les points multiples (') du groupe.
Soient s;(x), s;(x) deux substitutions quelconques du
groupe. On a

F(s,(z)) = F(z) = F(s;(2))

et, par conséquent,
F(s,(sj(x))) =F(sj(z))=F(x)= F(sj(si(r))).

Donc, si s;(x) et sj(x) sont deuwx substitutions quel-
conques d’un groupe, les deux fonctions si(.cj(x)),
sj(si(x)) sont aussi des substitutions du groupe. 1l ré-
sulte de la que si, dans toutes les substitutions d’un
groupe, on fait a z une substitution du groupe, on ne
peut obtenir ainsi que des substitutions du groupe.
D’ailleurs, on ne peut obtenir deux fois Ja méme substi-
tution; car si, ayant substitué s;(x) a x, on avait, s,
et 54 étant distinctes,

sp(s:(2)) = sq(s:(2)),
on aurait, en laisant a . la substitution &, inverse de s,
sp((s:((@)) = sy(s:(o(2)))

el, par conséquent,
sp(a) = sq(2),

ce qui n’est pas. Il s’ensuit que si, dans un groupe quel-
conque, on fait a x une substitution quelconque du
groupe, ce groupe, c’est-a-dire 'ensemble de toutes les

(') Voir, au sujet de cc terme. les deux Notes citées.
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substitutions, y compris la substitution identique, reste
invariable.

Ceci conduit immédiatement & considérer une fonction
périodique F(x) quelconque comme une fonction symeé-
trigue des substitutions de son groupe. Ainsi, par
exemple, lorsque le nombre des substitutions s;(x) est
fini, la fonction symétrique

:v_[Is,(.r)

est une fonction périodique du groupe considéré, et
cela se vérifie aisément, si 'on considére, par exemple,
¢ groupe d’un polynome

le g d’an poly

F(z)=ayxm+ ayzm-14...+ ay.

L’équation
F(s)=F(x)
ou
AysM 4 aysm=l+ ...+ a,;y—qs+ayn—F(z)=o,

montre que le produit des racines, xl Is,', est

Am — F(‘T)

a,

eL, par suite, que toutes les fonctions entiéres
Az I I si+u=ANF(z)-+,

ou A, u, X, ' sont des constantes et dont 'une est le
produit considéré, ont pour groupe de subslitutions le
groupe de F'(x).

Dans tous les cas ou le nombre des substitutions du
groupe est fini, on obtient une fonction périodique par

le produit x l I s;(x); car ce produit est nécessairement

convergent, et invariable pour les substitutions du
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groupe. Mais lorsque le nombre des substitutions est
infini, le produit Az si(x) (qui peut d’ailleurs n’étre
y e | {ury
pas convergent) ne donne pas généralement de fonction
périodique du groupe, lorsqu’il est convergent.
Le produit convergent

.z'l_l< /nl—-"> (m=1.2,...),

qui est, a4 un facteur constant prés, le produit des
substitutions de tangz, en est un exemple. Cependant
le produit, & un facteur constant pres, des substitutions
de sinx

xH[ ()mr)]].—_[[I_(;T—i%]

(m=1,2,...;n=0,1,2,.,.)

n’est autre que la fonction sinx elle-méme; mais ceci
ne se présente que dans des cas trés particuliers. Nous
verrons daus la suite une méthode générale de détermi-
nation des fonctions périodiques dont on donne le
groupe.

2. Considérons un groupe quelconque, discontinu ou
continu, de substitutions, que nous désignerons par G.
Désignons par s, (x) une substitution quelconque du
groupe G la substitution s, (s,(x)), que nous désigne-
vons par sy(x), fait partie du groupe et il en sera de
méme des substitutions

si3(x) = (s)(z‘))

Spr1(@) = Sx(sn(-T))a

~“/1+p(-’la‘) = s,,(s,l (1‘))
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Nous considérerons deux cas :

1° Le cas ou, m élant un nombre fini, on arrive
ainsi par itération de s, (x) a la substitution identique

3/11(1') =x;

2° Le cas ou, quelque grand que soit m, on n’arrive
jamais, par itération de s,(x), a la substitutioniden-
tique.

Dans le premier cas, on peut écrire
xr =Ss,(r)= 51(_3/:1-—1(1')) =Sp (3/11—[;(-1'))-

Il s’ensuit que s, et sp_y, que sp L $p_p, sont inverses
U'une de l’autre, autrement dit, que deux substitutions
équidistantes des extrémes, dans la suite

Sty S2y eevy Sm—2y Sm—1

sont inverses 'une de lautre. Si m —1 est impair,
c’est-a-dire sim est pair, il y a une substitution, au
milieu de cette suite, qui est inverse d’elle-méme. On
peut désigner si I'on veut par s_, au licu de s,_, la
substitution inverse de s,, en remarquant que

z=5)(x)=85u(x) =Sam(T)= ...,
car alors
S/n—p(-z') = Snz(s—p( xr )) =s_p(x);

en appliquant aux indices négatifs la régle exprimée par
Pégalité
er—p(-L') = Sn<3p(-z')> = S/,<S,;(.Z‘)).

Celte mnotation a son importance pour 'étude du se-
cond cas. Mais remarquons que I’ensemble des substi-

tutions
& SI(‘r)s Sa(r), LR Slll—icx)
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reste invariable (ou que ses éléments ne sont que per-
mutés), lorsqu’on fait & £ une des m substitutions de
cet ensemble; que, par suite, cet ensemble constitue un
groupe, car on peut concevoir et méme former une
fonction symétrique de ces substitutions, c’est-a-dire
une fonction périodique ayant pour groupe cet ensemble
de substitutions; le produit

m—1

z‘Hs,(z‘)
1

est une de ces fonctions. Ainsi, les fonctions itérées s, (x)
forment par leur ensemble un groupe, et si en formaunt
ces fonctions par répétition de s,(x) nous n’avons pas
épuisé toutes celles du groupe G donné ot nous avouns
pris s,, on pourra dire que le groupe que nous venons
de former est contenu dans G, ou enfin est un sous-
groupe g contenu dans G.

Dans le second cas, ou si grand que soit m, aucunc
substitution s,, () obtenue par répétition de s, (x)yn’est
identique a x, on n’obtient jamais par ces répétitions
une fonction inverse des fonctions itérées successives

S1. 83, eeny Sp(T), i, Smy ...
o . ..
car si I'on avait, pour des nombres finis n et p,

Sp(x) = s_p(x),
on aurait
SIL—F[I(‘T) =,

ce qui est contraire al'hypothese ; on démontre d’ailleurs
d’une maniére analogue que les substitutions s, (x) sont
toutes distinctes.

Afin de constituer un ensemble analogue a celui qui
s'est présenté dans le cas précédent, nous adjoindions
aux précédentes substitutions en nombre infini, la
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substitution s_,, inverse de s,, ct toutes celles qu'on en
déduit par répétition. Toutes ccs substitutions en
nombre infini

S_qy S—ay S—3. .evy S—my  e..

sont respectivement les inverses des substitutions

S1, Sa, S3. ceey Sp.

ainsi qu'on le vérilie aisément. L’ensemble constitué
par cette double infiniié de substitutions auxquelles on
adjoint s,= z, jouit de cette propriété de rester inva-
riable (ses éléments ne sont que permutés) lorsqu’on
fait A x une des substitutions de cet ensemble, et si 'on
ne peut vérifier Iexistence d’anc fonction symétrique
des éléments de cet ensemble, on peut du moins la con-
cevoir; ceci nous suflit pour désigner encore sous le nom
de groupe cet ensemble de substitulions : toute fonction
symétrique des s5,(x), s’il en existe, seia une fonction
périodique ayant cet ensemble pour groupe.

Toutes les substitutions s_,, comme les substitu-
tions s,, sont conlenues dans le groupe G, car ce groupe,
contenant s,, contient son inverse s_,; le groupe que
nous venons de former est donc, ou identique i G, ou
contenu dans G; s'il est contenu dans G, on pourra
Pappeler un sous-groupe g contenu dans G.

3. Les groupes g, d’un nombre fini ou infini de
substitutions que nous venons de considérer, sont remar-
quables cn ce sens qu'une seule substitution s, () suflit
pour trouver toutes les autres, ¢’est-a-dire pour déter-
miner chacun de ces groupes. La substitution s, ()
sera appelée la substitution fondamentale du groupe g
formé par itération et inversion de s, (). Quant au
groupe g, on dira qu'il est d’ordre 1, en désignant par
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ordre d’un groupe, l¢ plus petit nombre de substitutions
fondamentales qui suffisent a le déterminer, comme nous
Pexpliquerons dans la suite.

Il est certain que toutes les substitutions s,(x) d'un
groupe g d’ordre 1 ont entre elles quelque chose de
commun, puisqu’clles proviennent toutes d’itération ou
d’inversion de s,(x). On peut dire que dans la suite
finie ou infinie

seey S—ny eeey S—9, S-1, S0, S1, S2y ..., Sp,

.y

sp est fonction de 7 en méme temps que de x : n sera
appelé le paramétre des substitutions du groupe,; quant
aux coefficients, que contiennent les s,, et qui ne dé-
pendent pas de n et par suite sont les mémes dans toutes
les substitutions de ce groupe, ce seront les constantes
du groupe.

Supposons que le groupe d’ordre 1 considéré ne con-
tienne qu’un nombre fini m de substitulions; ces substi-
tutions sont alors algébriques, car le groupe contient
non seulement la substitution inverse s_, d’unc substi-
tution s, quelconque et qui est telle que

S—IL(SM(];)) =z,

mais encore loutes les fonctions partielles qu’il faut
adjoindre soit a s,, soil a s_, pour former une fonction
compléte; en sorte que si s, était transcendante, le

nombre de ces fonctions particlles, s/, s, ..., on

s .8 serait infini ct par suite le groupe con-
—nY Y—ny P el l ’

tiendrait une infinité de substitutions. Ceci étant, on
pourra prendre pour paramétre, au lieu de n, une ra-
cine m'*™® de l'unité :
‘.’n'rryfl_
Ap=e ™ (n=o0,1,2, ..., m—1),
et 'équation
Fis)=F(ax).
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ou F est une fonction périodique de groupe g, permet
d’écrire les substitutions sous la forme

su(@) = (2, hn) = o(x, A}).

Il s’ensuit qu’au licu de sy, on pourra prendre, pour
substitution fondamentale du groupe, toute substi-
tution s, telle que les puissances de A” donnent les
m racines m*®® de I'unité : ces substitutions s, sont
donc telles que A% est une racine primitive m'®® de
I'unité, c’est-a-dire que p est premier avec m; on en
sait former le nombre au moyen des diviseurs premiers
de m. En particulier, si m est un nombre premier, cha-
cune des substitutions s, peut étre prise pour substitu-
tion fondamentale.

L’itération d’une substitution s, dans laquelle p n’est
pas premier, avec m, donne des substitutions du groupe,
mais ne les donue pas toutes; leur ensemble constitue
évidemment aussi un groupe, mais ce groupe est con-
tenu comme sous-groupe dans le groupe g, et le nombre
des substitutions de ce nouveau groupe est un diviseur
de m.

Lorsque le nombre des substitutions de g est infini,
les substitutions ne sont pas nécessairement algébriques
et 'on ne peut généralement prendre pour paramétres
des racines imaginaires de P'unité (cependant dauns le
cas du groupe continu d’ordre 1 de la founction impro-

[T — aa\"
- B
x— b

ou /m est incommensurable, on peut prendre pour para-

prement linéale

meétre une racine m'™°¢ de Vunité). Mais on pourra, le
plus souvent, distinguer comme précédemment dans l¢
groupe, des substitutions autres que sy, qui pourraicnt
étre prises, chacune, pour substitution fondamentale;
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Pitération et I'inversion de toute autre ne donnerait
qu’un sous-groupe contenu dans g.

4. Considérons maintenant les points multiples de g
Soit 2 un point multiple ot 'on a

spla) = a.
Il s’ensuit inunédiatement
spla) =sp(a) =s3p(a)=...=a.

Ainsi, toutes les substitutions du groupe d’ordre 1
dont s, (=) est la substitution fondamentale deviennent
identiques a o, pour x = a. Si s, () est une des substi-
tulions qui peuvent ¢tre prises pour substitution fonda-
meuntale du groupe g d’ordre 1 primitivement formé au
woyen de sy (&), o appartient & toutes les substitutions
du groupe g (si le nombre des substitutions est un
nombre fini m, nous rappelons que p est premier
avec m). Si sp(x) n’est pas une substitution pouvant
tire prise pour substitution fondamentale, il peut arriver
que o n’apparticnne pas & toutes les substitutions du
groupe g. Si le nombre m était un nombre fini premier,
on voil que le point o serail nécessairement commun a
toutes les substitutions du groupe g (').

Dans le cas ou g contient une infinité de substitutions
obtenues par itération et inversion de s (x), on doit
faire croitre indéfiniment n dans s,(x). Si s,(x) a une
limite finie, cette limite est indépendante de x; en elfet
Sn(X) et Spyy==5,($,) ont nécessairement méme limite;

(1) Ces propriétés ont é1¢ étudiées dans certains cas particuliers par
plusieurs mathématiciens, notamment par M. Kenigs. Notre méthode
tire sa simplicité et sa généralit¢ de ’hypothése de existence de la
fonction périodique ¥F(x), qui nous a permis de nous servir de
I'équation aux substitutions F(s) = F(x).
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il s’ensuit que si o(x) est la limite de s, s, (c‘(x)) est

la limite de s, et par conséquent
si(o(@)) =a(2),

ce qui est impossible, 4 moins que : 1° 5 ne soit con-
stant; 2° la valeur de la limite & ne soit un point mul-
tiple de s, et, par suite, de toutes les autres substitutions.
D’autre part, si a est cette limite finie de s,(x),on a

F(zx)= F(a),

puisque @ est une substitution du groupe, limite
de s, (x); cette égalité est impossible quel que soit x, &
moins que F(a) ne soit indéterminée; done :

Toute limite finie de la substitution s,(x), itérée
de s,(x) lorsque n croit indéfiniment, est une con-
stante a et cette constante est a la fois un point multiple
commun & toutes les substitutions du groupe d’ordre 1,
et un point singulier essentiel de la fonction pério-

dique ¥ (x) de groupe g.
On en a un exemple dans Ies substitutions dounées
par I'égalité

1 1 n )
= -+ - (n=o0,2=1.222, =3, ...),
s — r—a b

qui sont les substitutions de la fonction

F(a) = tang s

€r—
ct des transformées linéaires de cette fonction; le point @
est a la fois un point multiple du groupe, le seul d’ail-
leurs, et un point essentiel de la fonction I'(x).
On peut ajouter d’une maniére générale ct pour un
groupe d’ordre quelconque que, les substitutions s, ()
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laissant F'(x) invariable, les zéros, les infinis, les points
singuliers essentiels de F (x) ou restent invariables par
les substitutions du groupe, et alors ce sont des points
multiples, ou sont transformés en des points qui sont
respectivement de méme nature qu’eux-mémes.

5. Ayant pris une substitution quclcouque 51 (x)
dans un groupe G quelconque, nous avons formé le
sous-groupe d'ordie 1 dout s,(x) est la substitution
fondamentale et, & cetle occasion, nous avons démontré
les propriétés générales des groupes d’ordre 1. Soit main-
tenant g, le sous-groupe formé au moyen de s, (x) et
soit 5,(5) une substitution de G qui n’appartienne pas
a gy; on peut former un sous-groupe g, d’ordre 1 dont
la substitution fondamentale soit s.. Si g, contient g,
nous laisserons g, de coté; si g, et g, ont quelques
substitutions communes, nous rejvttel'ons s, et pren-
drons une autre substitution de G; nous nous placerons
donc dans le cas ou g, et g, n’ont aucune substitution
commune. G contient toutes les substitutions formées
par combinaisons de substitutions de g, et de substitu-
tions de g,. Formons toutes ces substitutions; leur
ensemble, en y comprenant les substitutions de g, et
celles de g,, restera invariable sil’on y faita x une sub-
stitution prise dans cet ensemble; ses éléments ne seront
que permutés. Cet ensemble est done un groupe g, -
d’ordre 2, contenu comme sous-groupe dans G, et con-
tenant comme sous-groupes g et 9.

Soit maintenant g5 un nouveau sous-groupe d’ordre 1.
formé au moyen d’une substitution s; de G n'apparte-
nant pas a gy, 1, et supposons comme plus haut que g;
n’ait aucune substitution commune avee gy, 5. Toutes les
substitutions formées par combinaisons des substitutions
de g5 evde gy, appartiennent a (s et forment, avec celles
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de g5 et de gy, q, un sous-groupe g, o 5 d’ordre 3, con -
tenu dans G, ct contenant comme SOUS-Groupes gy, g1, »
ct par suite g, et g,. Mais si 'on forme le groupe
d’ordre 2, gs 3, au moyen des substitutions fondamen-
tales 5. et s3, on voit que ce groupe esL contenu dans
Z1,2,3 et contient g, et g5 ; de méme le groupe d’ordre 2,
81,3, formé au moyen des substitutions fondamentales
$i et sy, est contenu dans gy, 3 ct contient g, et g5. En
résumé, le sous-groupe d'ordre 3, g 2,5 contient les

. , .
trois sous-groupes d’ordre 2, gy 2, S2,3, 1,3 qui con-
tiennent eux-mémes, chacun, deux des sous-groupes
d’ordre 1, gy, 21, &3-

Formant un nouveau sous-groupe d’ordre 1, g4, au
moyen d’une substitution s, de G, qui n’appartienne
pas & gy a3, on aura par combinaisons des substitutions
de ces deux groupes, des substitutions formant avee g3

b}
el gy 2,3 UN sous-groupe gy o 3 4 d’ordre 4, contenu
dans G, et ce sous-groupe contiendra tous les sous-
groupes d’ordres respectifs 3, 2, 1,

S2,3,% 4,3, 81,2, &1,2,3:
S, 81,3 S, 82,3 82,4 83,6

81y 82 83 B

et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on ait épuisé toutes les
substitutions de G ; nous supposons qu’avec un nombre
fini de substitutions fondamentales s,, s, ..., s, on
soit arrivé a former une suite de sous-groupes

Sty &1,9 S15,2,30 ey 1,2,3,.,0

dont le dernier, gy 2....,ny qui est d’ordre £, soit iden-
tique a4 G. Dans celte suite de sous-groupes, on peut
remarquer que l'un quelconque d’entre eux contient

comme sous-groupes tous ceux qui le précédvnt et est
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contenu dans ceux qui le suivent. Les éléments de for-
mation de G ont été sy, 5o, ..., Sp.
Oun peut counsidérer aussi comme éléments de cette
formation les sous-groupes fondamentaux d’ordre 1,

g1, 82 &3 «+-s En-

On aurait une autre suite de sous-groupes, en par-
tant d’un sous-groupe g, d'ordre 1, el combinant ses
substitutions avec celles d’un autre sous-groupe g,
d’ordre 1 et ainsi de suite :

Epir Epupy Epopupyr et Epupueapar

ou les nombres py, pa, ..., p, ne sont autres que les n
premiers nombres et les g, les mémes sous-groupes fon-
damentaux d’ordre 1 que précédemment, mais rangés
dans un ordre diflérent.

Dans les n sous-groupes fondamentaux, on peut d’ail-
leurs choisir d’autres substitutions fondamentales que
celles qui ont été primitivement choisies : on aurait
d’autres systémes fondamentaux de substitutions de G,
mais qui donneraient les m&mes sous-groupes fonda-
mentaux. Mais on peut aussi partir de substitutions
n’appartenant a aucun des n sous-groupes d’ordre 1
formés : on obtiendra ainsi de nouvelles formations de G
et d’autres suites de sous-groupes d’ordre 1, 2, ..., 7’/
n’ayant rien de commun avec les premiéres; dans cha-
cune de ces formations le dernier groupe obtenu, qui
sera d’ordre 7', sera identique &4 G.

Nous réserverons le terme d’ordre du groupe G au
plus petit N des nombres n, »/, n”, ... et le terme de
systeme fondamental a N substitutions ou & N sous-
groupes d’ordre 1, qui suffisent a déterminer G.

Sil'on forme N sous-groupes fondamentaux d’ordre 1
d’un groupe G d’ordre N, puis, au moyen d’une substi-
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tution qui n’appartient pas a ces N sous-groupes, un
nouveau sous-groupe d’ordre 1, puis, au moyen d’une
substitution de G qui n’appartient pas a ces N 1 sous-
groupes, un nouveau sous-groupe d’ordre 1 et ainsi de
suite, on voit que G peut étre considéré comme un
cnsemble de sous-groupes d’ordre 1, car on arrivera
ainsi nécessairement 4 épuiser les substitutions de G.
Ce théoréme nous sera utile dans les applications.
Soient deux groupes, G et G’ d’ordres quelconques,
¢t supposons que ces deux groupes aientdes substitu-
tions commuues. Si s;(x) et s;j(x) sont deux quel-
conques de ces substitutions communes, la substitu-
tion s,-(sj-(x)) est aussi une substitution qui appartient
a G et a G5 les itérées et les inverses de s;, de s,
de 5;(s;(x)) sont aussi des substitutions communes. Les
substitutions communes & G ct a G/, étant telles, que
leur ensemble contient toutes les substitutions formées
en faisant & x une substitution quelcongue de cet en-
semble, forment un groupe g. Donc, lorsque deux
groupes G et G’ quelconques ont des substitutions com-
munes, les deux groupes G et G’ ont en commun un
sous-groupe g et n’ont pas d’autres substitutions com-
munes que celles de ce sous-groupe g, dont’ordre peut
d’ailleurs étre un nombre entier quelconque inférieur
aux ordres respectifs de G et de G'.

6. Soient f(x) et »(x)deux fonctions complétes uni-
formes et par conséquent périodiques. La fonction

F(z) = o(f(2))

est également une fonction compléte uniforme et par
conséquent une fonction périodique. Soient G, g, ¥ les
groupes respectifs de I, fet oy sy, 500 83, ..., cloy, Tay
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g3, ... les substitutions respectives de f et de o, formant
les groupes g ety. F(x) admet évidemment toutes les
substitutions de f(z) et, par conséquent, g est contenu
comme sous-groupe dans G. Les substitutions de I qui
w’appartiennent pas a f, c’est-a-dire les substitutious
qui, dans G, ne sont pas contenues dans g, sout des
substitutions ¢, (x), t.(z), ... qui transforment f(x)
en les substitutions s( f') de la fonction o( f') :

f(ti(;r)) = sj(f(z‘)).

‘Réciproquement, si deux fonctions complétes uni-
formes I'(x) et f(x) ont des groupes G et g, tels que g
est contenu comme sous-groupe dans G, F(x) est une
certaine fonction compléte uniforme ¢ de f(x) ('), car,
puisque g est contenu dans G, une valeur de f(x) ne
détermine qu'une valeur I'(z) [en dehors de certaines
valeurs particuliéres de f, qui seraient, lorsqu’clles
existent, des points singuliers essenticls de o, et corres-
pondent & des points singuliers essentiels & de 1'(x)].

Soient G un groupe d’ovdre N et

S 81,2 &1,2,3, -+ 81,2,..,N

une suite de sous-groupes telle que celles que nous avons

formées précédemment (5) ou le dernier g, a .. .y est

(') Nous nous sommes scrvi de ces propric¢tés dans P'étude d'une
certaine fonction uniforme ¢ () qui est telle que
snz sin — n(K+ax) T
nx =9 |(sin — sn(K =o(cos—ux
¢ ak ™)’ ; 2K
[Sur une noucelle transcendante qui transforme l’intégrale
elliptique de premiére espéce en integrale circulaire (Nouvelles
Annales, décembre 19goo)]. On se sert également de cette propriété
dans la théorie des fonctions elliptiques, lorsqu'on exprime 6 (x)
1T

au wmoyen dee » .
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identique a G. Si I'(x) est une fonction compléte uni-
forme de groupe G et f, , ... p(x) une fonction com-
pléte uniforme de groupe g 5, ..., p, F sera une certaine
fonction compléte uniforme de f, 5 ... p, et 'on voit
que F pourra se mettre sous la forme

F(z) = ¢x (%—a(- o <?a(9=(fx<x))))--->>’

ou fi, 93, @3, ..., oy sont des fonctions complétes uni-
formes.

Les diverses formations que I'on peut faire du groupe G
d’ordre N conduisent & diverses formes analogues de
F(x). Nous n’insistons pas davantage, mais nous ferons
remarquer que ces propriétés pourraient étre utiles dans
la théorie générale des fonctions uniformes et de leurs
inverses.

Si deux fonctions complétes uniformes ¥, y; sont
liées par une relation algébrique de degré m, en y, et
m, en y, et si ¥y a plus de m, substitutions, y, et y,
ont des substitutions communes et, par suite, d’apres
ce qui précéde (3), un sous-groupe commun, car s'il
n'y avait pas de substitutions communes, le nombre des
valeurs de y,, déterminées par une valeur de )y, serait
égal au nombre des substitutions de y, et, par consé-
quent, serait supérieur a my; y, a d’ailleurs au moins
m, substitutions (y compris la substitution identique).
On peut tenir le méme raisonnement sur la fonction y,.
Si g est le sous-groupe commun aux groupes de ) et y,
et s’1l existe une fonction compléte uniforme u de
groupe g, c'est-a-dire admettant les substitutions de g
et seulement celles-1a, y, et y, sont fonctions compleétes
uniformes de u.

Il résulte de ce qui précéde, que deux fonctions com-
plétes uniformes de x qui ont toutes leurs substitutions

Ann. de Mathémat., §* série, L. 1. (Décembre 1901.) 35
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communes, ¢'est-a-dire ont le méme groupe, sont fonc-
tions complétes uniformes l'une de ’autre, ¢’est-a-dire
sont liées par une équation linéaire par rapport a cha-
cune d'elles, ou enfin, que toutes les fonctions complétes
uniformes qui ont pour substitutions celles de G, et
sculement celles-1a, sont les fonctions

AF(z)+

) i)

I'(x) étant 'unc d'elles et %, w, v, o des constantes.

7. Toutes les propriétés que nous avons démontrées
sur les groupes (1 &4 6) sont démontrées dans le cas
général et quel que soit le groupe, discontinu ou continu,
et par suite quelle que soit la fonction F(x), uniforme
ou multiforme, ponctale ou improprement linéale ou
ardéale.

Les théorémes que nous venons de démontrer (6) sur
les fonctions F'(xr) ne sont relatifs qu’aux fonctions com-
plétes uniformes. Toutefois on peut dirve que si f(x)
est une fonction compléte multiforme périodique ainsi
que o(x), la fonction o( f(x)) admet toutes les substi-
tutions de f(r) et en outre celles qui changent f(x) en
une substitution a( f°) de la fonction périodique ¢ (f);
mais ce théoréme ne doune pas liea 4 une réciproque
comme dans le cas des fonctions uniformes. On peut
dirc aussi que si I est une fonction muliiforme de
groupe G, toutes les fonctions données par la for-
mule (A) sont aussi des fonctions de groupe G ; mais on
ne peut plus dire que ces fonctions (A) sont les seules
qui admetient les substitutions de G et seulement
celles-la.

Nous sommes donc ici obligés de séparer le cas des

fonctions complétes multiformes périodiques du cas des
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fonctions complétes uniformes ('). Cependant nous
verrons plus tard que les calculs que nous ferons pour
déterminer, lorsqu’elles existent, les fonctions complétes
uniformes admettant les substitutions d"un groupe quel-
conque donné, ¢t seulement ces substitutions-1a, s’ap-
pliquent également au moins a certains cas de fonctions
multiformes périodiques, ponctales ou improprement
linéales ou aréales, lorsqu’il n’existe pas de fonctions
uniformes du groupe donné. Clest, en particulier, ce
que I'on peut dire des considérations suivantes :

8. Si I'(x) est une fonction compléte uniforme, elle
se met sous forme de quotient de deux fonctions
entiéres, 0, (x) et O,(x). Toutes les fonclions (A) de
méme groupe G que I'(.x) s’expriment donc par le quo-
tient de deux fonctions entiéres de la forme

(B) 0 = k0, + 116,,

ou \ et w sont des constantes. Lorsqu’on fait 4 z une
substitution du groupe G, les fonctions 6, dont les quo-
tients demeurent invariables, ne peuvent étre que mul-
tipliées, toutes, par un méme facteur §(x). Ainsi qu'on
I’a déja fait dans certains cas particuliers, nous appelle-
rons ces fonctions 0, les fonctions a multiplicateur rela-
tives au groupe G donné. '

Les fonctions ©, relatives a un groupe G, s’exprimant,
toutes, en fonction linéaire et homogéne (B) de deux
quelconques d’entre clles, sont les intégrales d'une équa-
tion différventielle, lindaire et homogéne da deuxiéme

(1) Ces différences de propriélés proviennent de ce fait que les
fonctions complétes multiformes ne sont pas, toutes, périodiques,
tandis que toutes les fonclions complétes uniformes sont périodiques
(sauf la fonction.linéaire).
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ordre, dont les coefficients ne dépendent que des substi-
tutions du groupe.

L’expression générale (A) des fonctions qui admettent
les substitutions d’un groupe et seulement celles-la,
montre que toutes ces fonctions sont les intégrales d’une
équation ditférentielle du troisiéme ordre de la forme

F"(z) 3 F(x)
F(z) 2 Fi(x) =x(z)

ot (x) ne dépend que des substitutions du groupe.
Cette équation n'est d’ailleurs que 1’équation aux quo-
tients des intégrales de I'équation en 6.

Dans une prochaine Note, nous déterminerons, au
moyen des substitutions d'un groupe donné et d’ailleurs
quelconque, les coefficients de ces deux équations diffé-
rentielles, et nous donnerons la formule générale du
multiplicateur des fonctions © relatives au groupe
donné.



