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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1833.
(1900, p. 48.)
Sodt
ari4-2bry-cyr=(a'+ia")xr+2(b'+ (0")ry + (' +ic")y?

une forme binaire quadratique & coefficients imaginaires
telle que la partie réelle

A'xr 20 ry ¢ y?
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soit une forme positive. Démontrer que le déterminant de
la forme proposée
D = ac— b2
n’est jamais négatif (c'est-a-dire que, s'il est réel, il est
nécessairement positif).
Soit

ﬁ).—:a—ki@

la valeur principale (celle des deux valeurs de la racine
dont la partie réelle a est > 0) de la racine carrée de ce
déterminant.

Posons

a=a,yD, b =1b,yD, c=rc,y/D;

ay, by, co sont des quantités imaginaires dont nous dési-
gnerons les parties réelles respectivement par ay, b, c;.
Faire voir que la forme

’ N R
ayx2--abyry +chyy

est aussi une forme positive ? (J. FranNkL.)

SOLUTION
Par M. M. LAGOUTINSKY.

Posons
Dy=a'c¢'— 02,

Dy=a'c"+ a"c'— 200",
Dy3=a"c¢"— b"2.
La forme a'a2+ » 0’y + ¢’ y2 est positive; on a donc
a' > o, ¢'>o, D; > o.
Si, en outre, D3> 0, on en déduit immédiatement

fa'ca" "> §020"
ct, a fortéori,
(@¢'c"—a"c' )2+ 4a'da"c"> 402 0"
ou

la'¢"+ a"c'|>]20'0"|.

On voit que D, a le signe de a” et c"; en d’autres termes,
les quantités a”D, et ¢"D; sont, dans ce cas, positives.
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On conclut de méme que, si D3> 0, on ne peut pas avoir
D, = o0; dans ce dernier cas, on a donc nécessairement ou
D3;= o0, ou D;<o.

Mais le cas ot Dy=o0 ne peut se produire; autrement la
forme a"x?—+ 2b"xy + c"y2 n'a pas ses coefficients réels; il
reste D3 << o.

Considérons 'expression

D=ac—02=D,=+iD,—D,.
Si Dy=o, elle devient une somme des quantités positives.

Ainsi la premiére partie de la question se trouve établie.
Passons a la seconde. Multiplions la forme

(1) ayr?—+ 20y xy + ¢y y?

par |D[; on a, en vertu des formules
a(a—iB)y=ag(x+iB)(a—iB)=a,|D|...,

la forme

(2) (da—+a"B)xr+o2(0'a+0"B)xy + (c'2+ ¢"3) y2,

ou 2 et § satisfont aux équations

(3) a?— 2= D, —D,,

(4) 208 = D,

et a une égalité, 2> o.

Démontrons en premier lieu que son discriminant, multiplié
par —1,
4Dy a2+ 4 DyaP + 4D, B2
est positif.
A Taide de I’équation (4) cette expression se change en

4Dy a2+ 2D2+ 4D, B2

Si D32o, cette quantité est évidemment positive. Si, au
contraire, D;<C o, multiplions-la par a? et transformons, a
Paide des équations (3) et (4), en

4Dyt + 2D3(B2+ D, — D3) + D; D}
ou
4Dy2*+ 2D2(B2-+-D;) — D3 D3;
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c’est une quantité positive. Or le discriminant de la forme (2)
est négatif. De 1a résulte que les quantités

(5) a's+a” et ca+c"B

ont leur signe commun. En supposant D; —D;> o, on con-
clut, de I'équation (3),
a>|B].

Si T'on fixe deux des trois quantites a”, 0", ¢" et si Pon fait
varier la troisi¢me d’une maniére continue, sans nuire a U'iné-
galité D;— D;> o, la variation des quantités a et § et, par
suite, de leurs fonctions (5), sera continue. Mais aucune des
quantités (5) ne peut s'annuler; autrement, le discriminant de
la forme (2) serait positif. Leur signe reste donc le méme
malgré la variation d’une des quantités a”, 0", ¢”, pourvu que
la condition Dy— D,;> o soit remplie. Si donc nous avons
D;< o, a" et ¢" sont de méme signe ou de signes contraires;
il est permis de changer 0" pour le premier cas et la plus
petite, en valeur absolue, des quantités a” et ¢”, pour le
second, de telle sorte que nous ayons Dy > D> o.

En d’autres termes, il suffit. pour la détermination du signe
des quantités (5), de se borner au seul cas D3 > o.

Abordons-le. En multipliant I'é¢quation (4) par a
nous aurons

"

"
et ¢,

22d" 3 = a' Dy, 20c" 3 = "Dy,
d’our résulte que les quantités a”3 et ¢'f sont positives. En
sommant le résultat précédent, nous pouvons dire que les
formes (2) et, par suite, (1) sont positives.

Autre solution de M. D. PizzARELLo.

1857.

(1900, p. 383.)

On donne, dans un plan, un triangle ABC dont les cé-
tés sont a, b, c. On demande d’étudier, dans l’espace, le
lieu des points M tels que lcurs distances MA', MB', MC/
aux trois cotés du triansle soient proportionnelles a a, b, c.

En particulier, déterminer la projection de ce lieu sur le
plan du triangle, séparer sur cette projection les arcs qui
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sontdes projections réelles de la courbe de U’espace, et exa-
miner le cas du triangle tsoscéle.

Cette question constitue en quelque sorte une extension du
point de Lemoine, puisque c’est, dans 'espace, la courbe dont
tous les points jouissent de la propriété qui, dans le plan, ap-
partient au point de Lemoine. (E. Lemoing.)

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. V. RETALI.

'

Appelons K le point de Lemoine du triangle ABC et A, B,
G’ les poles des cotés [BC|, | CA |, |AB | par rapport au cercle
circonscrit : le licu A2 des points de 'espace dont les distances
aux cotés |AB|, | AG| sont dans le rapport (c:b) est un chne
quadrique orthogonal ayant le sommet A ct par rapport au-
quel | AB |, | AC | sont un couple de rayons conjugués. Le plan
du triangle est plan diamétral principal et coupe A? suivant

les droites |AA'| et [ B'C'|; I'axe principal elliptique de A2
(a Pintérieur du cone) est la bissectrice de I'angle aigu formé
par| AA’| et | B'C'|. De méme, le licu des points dont les dis-
tances aux cotés | CB|, [BA | sont dans le rapport (a:c) est un
cone B2 dont les droites | BB'|, | A'C’| forment unec section
diamétrale principale, etc. Le lieu cherché, intersection des
cOnes A2 et B2, se décompose donc en deux coniques situées
dans des plans perpendiculaires au plan (ABC) dont les centres
sont les milieux de deux diagonales du quadrilatére complet
ayant les droites AC’, BC', AK, BK pour cotés. Si, par exemple,
les angles C'AK et C'BK sont aigus, le segment fini C'K et le
segment infini A’B’ sont des axes des deux coniques. Ces deux
segments forment évidemment la projection orthogonale du
licu sur le plan du triangle.
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Si le triangle est isoscéle, si par exemple & = ¢, le cone A?

dégénére en deux plans perpendiculaires au plan (ABC) et
entre eux, menés par les bissectrices de I’angle A ; la projec-

Fig. 2.

| N

tion du lieu est constituée par le segment fini KA’ et le seg-
ment infini B'C’ de ces deux bissectrices.

1863.

(1900, p. 384.)

Il existe une infinité de coniques qui touchent en quatre
points une quartique bicirculaire; ces points sont sur un
cercle dont le centre est fixe. (E. Dtporcq.)

SOLUTION
Par uN ANONYME.

Il existe en réalité treize systémes de coniques quadruple-
ment tangentes 4 une quartique bicirculaire. Le théoréme
énoncé ne peut étre exact que pour celui de ces systémes qui
comprend une droite double a I'infini. Les coniques de ce sys-
téme ont pour équation générale

22U +2AV4+1=0,

V étant le premier membre de I'équation d’un cercle; les
points de contact avec 'enveloppe sont sur le cercle

AV +1=o0,

dont le centre est fixe.



