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SUR CERTAINS NOMBRES ANALOGUES AUX NOMBRES
DE BERNOULLI;

Par M. E.-M. LEMERAY.

1. Désignons par | x |™ la factorielle
z(x—1)(x—2)...(x—m—+1),

ou m est un entier positif. On sait que

W la+b|m=|a|m+Clla|m-t|b|1=+...
+Cm—1|altlbim_l+gbi'"§
(2) Jalo=1 quel que soit a;
(3) | —r1|m=(—1)2m!;
i dlx|m
‘ Ir,l:c, =|—1[oCh|z|m
(4) < 4+ | =1 [1C |2 |2
( +l*—ll"l_2cm_1|«’l‘ll+|—-l|""":
(=],

'x3=[x|3+3|x|2+|x|1,

et, en général, que la transformation de x™ en facto-
rielles fournit un polynome en |2 |, |2 |"=!, ... dont
le terme en | x|' a pour coeflicient I'unité.

2. Intégrons tout d’abord la factorielle [x | ~!; comme
elle représente un polynome de degré m — 1, on aura,
en introduisant les cocllicients binomiaux et en dési-
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gnant par bgy by, by, ... des constantes a déterminer,

m [ |z |m=tde =by|zx|m+ CLby|z|m1+...

@ |
{ A+ Cl by | |1

En tenant compte de (2), on peut éciire sous forme
symbolique
mflw]’"-‘dx: |z —+b|m,

ou, aprés développement du second membre, on rem-
place la factorielle |5]/ par bj. En dérivant, on aura
I’égalité symbolique

(7) m|z|mn-t= _;f—z‘(x_kbim‘
En tenant compte de (1) et de (4); (7) devient

d d
;[;"T ,m_+_blcll"_w_lzlm—l

-+ b2 C?),%l x ""—2
R Y
= | —11900CH G| 2 |t | — 111 Chu G| @ |2+
-+ l —1 loblc}nc}n—i "T |"l_2+‘

expression qui se termine d’elle-méme.

En égalant entre cux les coeflicients des factorielles
dans le premier membre de (9) et dans le second
membre de (8), on a

I _'llnbOC?uC/iu =m,
| —1]186,CY CE— | —1]°0,C}, Cl,_y = o,

Or dans les coeflicients C le numérateur seul dépend
de m, et dans la ni*™ ¢équation les numérateurs des

“+...
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l)roduits
C?’l CZE’ Cllll CZL_‘ . MR ] c;"l_l C}ﬂ—'""’l

sont tous égaux a
m(m—1)(m—2)...(m—np-+1)=|mlr

On peut donc diviser les deux membres de la nicme
équation par |m|?, et il reste pour définir les b des
équations ne contenant plus m. On en conclut que les
nombres by, by, by, . .. forment une suite unique appli-
cable a I'intégration de la factorielle | x [ quel que soit
I'entier positif m. Les équations sont

[—1]0CYdy =1
| —1[1C8 Do+ | —1|°CLb, =o,

| —1[2C08)+ | —1]1CLb+ | —1|0C2by== 0,

On remarque que la (n - 1)¥™® équation qui peut
s'écrire symboliquement

d, b ln+1 .
@ =

donne par récurrence b, en fonction de by, by, ..., 5,_,.
De plus, en éliminant &y, by, ..., b, _; entrelesn 41

hremiéres équations, on trouve, aprés réduction

l l 9 ) )

(n+10)b,
[ —1]0CY o
| —1|1CY | —1]0C} o o
| —1]#=1Cy | —1[#2Ch ... [—1]0CEt o
| —1]rChyy | —1]*1Chyy oo | —1[1CGREL o
3. Expression des nombres b par les D] o|*. — En
] ¥

développant | 2|7 par la série de Mac Laurin, on a le
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polynome

abrm ol (4I2) . (@lol) o
- dxr [z=01 dz? Jy—02! 7

d’ou

(9) f]x['"dx: lolmZ 4 <%'¥>x;o§ I

D’autre part, au moyen des factorielles et des
nombres &, on a

)fl.rl"'dx: !
mn —+ I

m—+1
1!

[bolz»]m+l+ bllx]m

(10)

(m—+1)ym
+—‘——
2!

bs_,]svl’”‘"—i—...].

En remplacant dans (g) les puissances x, x2, ... par
les factorielles au moyen des formules de transfor-
mation (5) et en égalant les coeflicients des mémes fac-
toriclles dans les seconds membres de (10) et de I'équa-
tion ainsi obtenue, on aurait des équations définissant
les &; mais on peut faire m =1, 2, ..., n; pour déter-
miner by, bay ..., by, ... il suflira alors dans chaque
cas d’égaler entre eux les coeflicients de [x]'; on a
ainsi 'expression générale

1 1., 1
(1) b, = EDIOJH+ ‘;—!DZ{() [ A=+ ?;FL_STD”I() [,

oul'on a posé

(i’l”> =Dsjoln

das

Oun peut ne pas limiter Vexpression, car les Y] o | s’an-
nulent pout j>> ;5 0n peut Péerire alors symboliquement

bp=—(1+D)+eb,

ou, apres développement et réduction, on remplace 1V

par D/jo |~
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k. Expression des b par les S%. — Si I'on désigne
par S% la somme des produits des p premiers nombres ¢
agona

|z |t=an—S}_ a1+ S%_ [ zn-24. . =Srolyp,
En comparant a (8) on a, au signe prés,
Dijo|rn=j15_,.
L’expression (11) devient alors

’
S?I‘-i . Sll—l

e ..
n -1 n 2

b,=

On pourrait inversement exprimer linéairement les S;’)
au moyen des b.

5. Intégration des polynomes. — D’aprés (6) on a

[1aimde= o2 oz et 0, 2
. nm o+ 1 1

(m-+1nm
+ by ————
2.

].z'['"—‘+...];

or comme l’on sait

Sienllon,
m—+1

Az |m=m|z|",

A2[.z' ]In: m(m —1) I x lm—‘l’

on peut donc écrire
b b,
f| z|mde = by F| @ [m TH @ |m A
. 1! 2!
Par suite, si f(x) représente un polynome, qu’on peut
toujours mettre sous la forme

A+Blz|+Clz|2+...,
Ann. de Matheémat., /* série, t. I. (Novembre 1gor.) 33
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on aura
s ff(x)dx = by Y flz)+ ?ﬂx)+ %Af(a‘)%—‘ .
(12) ¢

bn
( —+ ;T!A'l—if(x)+...,

expression qui se termine d’elle-méme, car & partic d’un
certain rang les différences s'annulent.

6. Lxtension de ecxpression (12). Relation entre
les nombres b et la fonction

La—w — Appliquons
i la fonction (1 -+ u)” Iexpression (12). Nous avons

f(@) = (1 u)s,
Af(z)=u(i+ u)r,

A”./(_Q;‘) = un([ ~- u)xv

x -] e G
2 f(]‘):(—}—(l—!—u)—#—(l—i——u/'l—l— .. ;([ *;‘u)x—-i_-: w_'..
o

u
Or

g Liiew)

/‘ (1o wyedr = (1 u)r—i .

On aura done, si Pexpression (12) est applicable,
(1—uyx—1  (+u)yx—1 b
LOswy T w0 (1 w)t—1]

22 (

o wf(1 = w)r—1)]+....

Supprimant le facteur commun (1 -+ u)*—1 et mulu-
pliant par v on a

(13) u b,

]"2 5 3
— = U4 S u - S ud
L(t-+u) 1! 2! 3!

.
. u . . .

or la fonction o0 est uniforme finie et continue
a -+

a I'intérieur d’un cerele de rayon égal a P'unité et ayant
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Porigine pour centre; le second membre de (13) repré-
sente donc la fonction pour toute valeur de u dont le
module est plus petit que 1, et en général

dr 12
(14) b”z[c_iu—” L(H—u)],,:o'

Dans la série (13) le rapport d'un terme au précédent
est
b’l+1 u
(n=+1)b,

Dans la série (12), prise entre les limites z, et @y,
le rapport d’un terme au précédent est

by An(ay) — An(axy)
(rn—=+1)b, A=t (zy)— An—1 (xo)’

ou I'on a désigné par A¥(z,) la différence d’ordre . de
la fonction f(x) quand la variable a la valeur xp; la
série (12) sera donc absolument convergente si le mo-
dule du rapport
An(xy) — An(xy)
A= r) — An—1(z,)

tend a la limite vers un nombre plus petit que 1.

7. Larelation (14) donne un moyen simple pour cal-
culer les nombres & : on les aura en effectuant la division

u

u? u?
u— — —_— —
P} 3
On trouve

1 I
Ilo—l, [)12 Z, bg‘:—'(—.)v
i 19 _ 9
1)3_?', [)x:—g’ by = z,

On en obtient d’aillcurs une nouvelle expression au
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moyen des inverses des nombres entiers; en effet, Ja
division donne presque immédiatement les relations

by =1,
i

by = ;bo,

b,y

— =—gby+ -by,

2! 3

by ' 1 by i

!—‘ —/l 0 30 0

....................... ,

) .
¢t 'on trouve
1
- 1 o . 0
2,
1
- ~ I 0
3 2
) 1 1 ]
Z N - . ,
b,=n! 1 3 9
1 1 1
— R |
n n—1 n—2
i 1 I 1
n—1 n n—1 2

On voit 'analogie entre les nombres b et les nombres

By

de Bernoulli : ces derniers servent a la sommation des
puissances, les nombres b a I'intégration des factorielles.



