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( 48. )

[02b]
PROBLÈMES SUR LES NORMALES AUX COURBES PLANES;

PAR M. ED. COLLIGNON.

COURBES DANS LESQUELLES LE PRODUIT KK'

DES DEUX NORMALES EST CONSTANT.

Par le point M de la courbe AB que l'on cherche,
menons la normale MN et la tangente MS (fi'g. i ) . La

normale coupe Jes axes aux points N et N'ella tangente
les rencontre aux points S et S'.

Si le produit MN x MJV des deux normales est con-
stant, il en sera de même du produit MS X MS; des
deux tangentes, car les triangles N ;MS', SMN, rec-
tangles en 1\J[ et semblables, donnent l'égalité

MS xMS'=MN x MT.

L'équation diflérentielle des courbes demandées est,

en appelant p le rapport -—^

Ann. de \fathemat., \* série, L I. (No\enibrc 3J
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C désignant le produit constant, qu'on suppose donné;
l'équation revient à la suivante :

(i)

La constante C est homogène au carré d'une lon-
gueur a, et l'on peut la représenter par a2ou par — a2,
suivant le signe qui lui est attribué.

L'équation (i) peut s'écrire sous la forme

c %
dx dy x'

le problème revient donc à trouver une courbe où la
somme de la sous-tangen te et de la sous-norrnale soit
inversement proportionnelle à l'abscisse.

Si dans l'équation (i) on change p en tout en

conservant les valeurs de x et y, on obtient l'équation
différentielle des trajectoires orthogonales des courbes
cherchées; or cette substitution revient à changer Je
signe de C, c'est-à-dire à remplacer a2 par — a2. Il
résulte de là que les deux équations

et
ory[p-

p)

représentent deux séries de courbes qui se coupent à
angle droit; les unes sont tangentes aux droites MS,
comme nous l'avons supposé d'abord; les autres sont
tangentes aux droites MN.

On voit en même temps que les deux produits
M N x M N ' , M S x M S ' , égaux en valeur absolue,
doivent être regardés comme de signes contraires au
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point de vue analytique. Si les tangentes MS, MS' re-
çoivent le même signe, comme quantités portées dans
le même sens «à partir du point M, les normales MN,
MiV, portées en sens opposés, doivent recevoir des signes
différents, ou inversement.

L'intégration de l'équation donnée peut se faire en
changeant de variables, de manière à ramener l'équation
à la forme linéaire. Posons

x = y a y c', y = y a y y\

x' et y' représentant des variables nouvelles. On en
déduit

xy = a y x'y\

1 ,- dx' /- dy'
dx — y a ——r y dy = y a ——~ >

2 y T' y yj '

et l'équation devient

a y ce-y —^ -f-, •+ ^-= -

\s/y dx v'x d

ce qui se réduit à la forme simple

, dy' , dj '
x -S— + ƒ —- = a.dx J df

Posons y - = p') il viendra

, , y'
p x -4- —, = a,

ou bien
x' p'~ — a p' -4- y' = o.

Cette équation se ramène par la diflérentiation à la
forme linéaire; il vient en effet, en observant que dy1

est identique à pf dx'',

p"1 dx'— ir'p'dp—a dp'-\-p'dx''= o,
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équation qui peut s'écrire comme il suit :

dx' in' . a
| -l / y , '

7 7 " • " la / *" Ta 7 '

dp P2-±~P Pl2-+- P
ou encore

dx'
dp' JJ' -+- i p'%-\- p'

Cherchons d'abord F intégrale de l'équation réduite à
son premier membre; il viendra, en séparant les va-
riables,

dx' idp'

et en intégrant
x'(p'-t-i)*= G'.

C' désigne la constante introduite par l'intégration lors-
qu'on réduit à zéro le second membre de l'équation diffé-
rentielle. En prenant C; comme une variable fonction
de^/, on pourra la déterminer de manière à satisfaire à
l'équation où le second membre serait rétabli. Il vienl,
en faisant les substitutions et les réductions,

Donc
G'= Q"-\~ ap'-h a l(p'),

C!' étant une nouvelle constante arbitraire.
On aura, pour la valeur de xf en fonction de //,

On obtiendra ensuite y1 en intégrant la fonction

d/ = p'dx\

où x' devra être remplacé par sa valeur en fonction
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de // . Puis x' utyf serviront à déterminer x et ƒ par les
relations

x=s/^x\ y — y/ây (M-

La solution est donc ramenée à des quadratures;
mais si elle suffit pour déterminer par le calcul autant
de points que l'on voudra des courbes cherchées, elle
est trop compliquée pour qu'on puisse la discuter com-
modément d'après l'examen des équations obtenues. La
discussion est beaucoup plus facile sur l'équation diffé-
rentielle donnée,

Elle suffit, en effet, pour donner une idée exacte de la
forme de la courbe, sauf à employer la solution rigou-
reuse pour la construire, s'il en est besoin.

Observons d'abord que les deux axes coordonnés satis-
font chacun a l'équation (i). Si l'on pose x = o, ce qui
donne p infini, l'équation peut être regardée comme
satisfaite quel que soit y. De même, si l'on faitj'" = o,

en rendant p nul et - infini, x peut recevoir une valeur

quelconque.
Appelons a l'angle M SX de la tangente avec l'axe Ox,

égal à l'angle MN'O que fait la normale avec Taxe Oy

(l) Si l'on avait fait usage de l'équation xy (p -+- — J = — a7, il

aurait suffi de €hanger le signe de a dans l'équation qui donne x',
et de poser

, _ C"—ap'—al(p')

en conservant les formules de transformation

x = \[âx\ y — sjay\
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pris dans le sens négatif. On aura

et

p = tanga, - = cota,

i i
p -\ — tan^a -+- cota = -r-p sina cos a

L'équation (i) prend la forme

xy = G sina cos a = zh a2 sina cos a,

en mettant en évidence le signe de la constante C.
Nous admettrons d'abord que la constante soit posi-

tive, et nous prendrons les équations

P /xy ( p H—- j = a2, xy = a2 sin a cos a.

Considérons dans le plan de la figure le lieu des
points qui donnent à la dérivée />, ou, ce qui revient
au même, à l'angle a, une valeur déterminée.

Ce lieu est l'hyperbole équilatère représentée par la
dernière équation qu'on vient d'écrire, dans laquelle
on attribuera à Tangle a une valeur arbitraire con-
stante.

En faisant varier l'angle a, nous obtiendrons une
série d'hyperboles ayant toutes pour centre le point O,
et pour asymptotes les axes coordonnés, toutes sem-
blables entre elles et le long desquelles les courbes
cherchées auront pour tangentes des droites dont le
parallélisme est déiini.

Nous pouvons nous borner à chercher ce qui se passe
dans l'angle 7 O.r formé par les parties positives des
axes; l'angle a ne doit alors recevoir que des valeurs

comprises entre o et -•
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II est facile de construire ces hyperboles. Du point O

comme centre avec a pour rayon (Jïg. 2) décrivons une

Fis

circonférence et menons une droite OM faisant avec Ox
un angle M O j = a, choisi arbitrairement. Abaissons
les perpendiculaires MP, MR sur les axes; nous aurons
pour l'aire du rectangle ORMP le produit

OP X OR = a cos a x a sina = a2 sina cos a.

Nous obtiendrons un rectangle égal en menant le

rayon OM7 sous l'angle a ' = - — a, ce qui revient sim-

plement h permuter les sinus et cosinus* dans l'équation

précédente. Les aires des deux rectangles étant les

mêmes, l'hyperbole

xy = a2 sin a cos a

passe par les points M et M', et si Ton trace cette hyper-
bole, on saura qu'en chacun de ses points passent
deux courbes satisfaisant à i'équation (1), et dont les tan-
gentes sont respectivement parallèles aux rayons OM
et OM'.

Considérons en particulier celles des courbes cher-
chées qui passent au point M'. L'une d'elles a une
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tangente parallèle à OM ; l'autre a pour tangente la

droite OM' elle-même; celle-ci coupe donc la circonfé-

rence AB h angle droit. Il en est de même au point M, où

l'une des deux courbes, passanten ce point, est tangente

au rayon MO.

11 en résulte que le cercle AB, représenté par l'équa-

tion
x"2-+- y* = «*,

est Tune âcs trajectoires orthogonales des courbes ( i ) ,

et par conséquent son équation doit satisfaire à l 'équa-

tion ( i ) quand on \ change a- en — a1. On a, en efïel,

x dx -h y dy = <>,

x i y

y P *
et par suite

11 est facile de vérifier sur la figure que le produit des

deux tangentes M'TetM'T' menées au cercle, en un

point M', est égal en valeur absolue au produit des

deux normales confondues en M'O, c'est-à-dire à a2.

Menons la bfssectriee OF de l'angle des axes; l'hyper-

bole correspondante HU' sera tangente en F à la circon-

férence AB, puisque les points M et M' se confondent

alors en un seul au milieu du quadrant AB.

L'hyperbole Hli' est la limite en dehors de laquelle

les courbes cherchées ne peuvent s'étendre; car au delà

la dérivée/; devient imaginaire. Tout le long de l'hyper-

bole limite HH',
-ry = ̂ a\

l'angle a est égal à ~f p est égal à l'unité, et les deux

tangentes aux deux courbes qui passent généralement
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par un même point sont confondues en une seule : ce
qui montre qu'en tous les points de HH7 les courbes
cherchées ont un point de rebroussement.

Ces caractères une fois constatés, on peut reconnaître
aisément la forme de la courbe.

D'un point quelconque m de l'hyperbole limite HH7

partent deux branches de courbe, tangentes à la fois à
une parallèle à la bissectrice de l'angle des axes. En ce
point on a p = i ; si l'on suit la branche pour laquelle
p va en diminuant, l'inclinaison de la tangente sur
l'axe O x diminuera graduellement de p = i au point /?*,
à p = o au point n où la courbe rencontre l'axe O y ;
la rencontre avec cet axe a lieu à angle droit, et comme
le produit des normales reste constant sur toute la
courbe, on reconnaît que le rayon de courbure au

point n est égal à -^—> pour que le produit soit en ce

point égal à a1.

L'autre branche mn' est celle pour laquelle p va en
croissant, de la valeur p = i au point /?z, à une valeur
infinie au point où la courbe coupe Taxe Ox. La ren-
contre se fait encore à angle droit, et le rayon de cour-
bure au point n' est égal à Q—r* On peut ajouter que la

courbe nui! coupe la circonférence AB à angle droit.
Le tracé nnw! de la courbe cherchée dans l'angle

droit yOx doit se répéter dans les trois autres angles
symétriquement par rapport aux axes, et l'on obtient
une courbe continue, qui coupe à angle droit les axes
et la circonférence OA, et qui a quatre points de rebrous-
sement sur l'hyperbole HH' et &ur l'hyperbole symé-
trique.

La courbe qui passe au point F part de ce point tan-
gentiellement à FO ; une branche F / v i e n t tomber à
angle droit sur l'axe Oy; l'autre, symétrique par rap-
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port à la droile FO, tombe à angle droit en ƒ ' sur
Taxe Ox.

Cherchons sous quel angle la courbe passant en un
point M coupe l'hyperbole xy = k2, passant par le
même point.

La tangente à l'hyperbole est définie au point (x, y)

par le rapport -~ —— —? et la tangente à la courbe

l'est par la valeur de p. Soit o l'angle compris entre
ces deux directions. Nous aurons

tang© =
x _ PX' •+" y

Soit MT là direction de la tangente à la courbe,
menée sous une inclinaison égale à p {fig. 3). Soit 0£

is. 3.

une droite menée par l'origine sous l'inclinaison —p.
]Nous appellerons cette droite Xanliparallèle à la tan-
gente MT! L'équation de la droite 0£ est

y -+-px = o.

La droite dont l'équation est x — py = o, ou y— — = o ,

est la perpendiculaire OH élevée à l'origine sur l'anti-
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parallèle Ot\ les distances MA, MB du point M à ces
deux droites sont respectivement

MB =

Donc
MA MA _ f_.

tangç = —— = -̂ — = tang MO A;

et l'angle o est donné sur la figure par l'angle MO A,
compris entre le rayon vecteur OMA et Fantiparallèle
à la tangente MT.

Si l'on change p eu — > on aura la tangente trigono-

métrique de l'angle o' que fait la seconde courbe avec
l'hyperbole, par l'équation

, p x x -+- pytangcp = = •

px

Menons par l'origine les droites rectangulaires

x-hpy = o et px—y — o.

L'une est la droite O//, perpendiculaire à la tangente MT;
elle est antiparallèle à la seconde tangente, dont le coef-
ficient angulaire est—; l'autre est la droite OH', paral-
lèle à la tangente MT et perpendiculaire à Otf. 11 vient
encore, en abaissant MB' perpendiculaire sur OH',

, MA' MA' . m A /
tan?? = m r = 77-r, = tangMOA',

de sorte que l'angle cp' est l'angle MO A'.

Le long de l'hyperbole limite, xy = —, on a

x -h y
p — i et • tang'f — tan^o = — •

x —y
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L'angle <p est l'angle que fait le rayon vecteur OIYI avec
les bissectrices de l'angle des axes.

Occupons-nous à présent de l'équation

qui se transformerait en celle-ci :

xy — — a2 sin a cos a.

Le changement de a2 en — a2 revient au changement

de p en > et les nouvelles courbes représentées par

cette équation différentielle sont les trajectoires ortho-
gonales des premières. Les lignes qui assurent à la tan-
gente à la courbe un parallélisme déterminé sont les
mêmes hyperboles que nous avons définies tout à l'heure;
les valeurs de p sont égales à — i tout le long de l'hy-
perbole limite xy = r ^2- Si donc on part dun point INI

pris sur cette hyperbole limite au-dessus de la bissec-
trice, 01, de l'angle yOx, la courbe présentera en ce
point un rebroussement tangen tiel à la bissectrice,

de l'angle yOx'', de ce point partent deux branches de
courbes divergentes MA, MB; pour l'une MA on aura
des valeurs négatives de p, qui varieront de — i no en
diminuant graduellement en valeur absolue; la branche
correspondante vient tomber à angle droit sur l'axe Oy.
La seconde branche MB correspond aux valeurs néga-
tives de p qui commencent à — i , et croissent indéG-
niment en valeur absolue. Elle prend donc des inclinai-
sons de plus en plus grandes par rapport à l'axe Ox,
sans pouvoir rejoindre l'axe Oy, dont elle s'approche
asymptotiquement, en restant toujours comprise entre



l'hyperbole limite 1H et Taxe Oy, asymptote commune
aux deux courbes (Jlg. 4)«

Les mêmes conclusions s'appliquent à la courbe par-

Fig. 4.

tant du point M'dans l'angle 10x, et dessinant les deux
branches M'A', normale à l'axe Ox, et M'B', asymptote
au même axe.

Si l'on rapproche graduellement les points M et M/ du
point I sur la bissectrice les deux branches M'A', MA
convergent vers une limite commune, c'est-à-dire vers
la circonférence CID, x2-\-y2=a2

f qui, comme nous
l'avons vu, satisfait à l'équation proposée. Les deux
autres branches MB, M/B' se fondent en une seule
ligne, qui passe au point I tangentiellement à la cir-
conférence et à l'hyperbole limite, et qui va toucher
à l'infini les deux axes coordonnés.

JNOUS compléterons ces aperçus, qui constituent l'ana-
lyse qualitative, et non quantitative, du problème, par
la recherche des rayons de courbure des courbes obtenues,
et par l'indication de solutions approximatives, appli-
cables à des portions de ces mêmes courbes.

Rayons de courbure. — Nous commencerons par

chercher la seconde dérivée (/=-£-=: C-1~» De l'équa-
' dx dx2 ^
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tion (i) , mise sous la forme

xy{\ -\-p~) — a-p = o,

nous tirons en dillérentiant, et en regardant x comme la
variable indépendante,

7(1 -f-p2) -±-px(\-±-pi)+-ïpxyq — a^q — o,

d'où l'on déduit, en résolvant l'équation par rapport

à (j et en substituant au produit xy sa valeur ———-y

__ (y -+-PX){I-+-p2)2

Le rajon de courbure p au point (x, y) est donné
par la formule générale

ce qui donne ici

On peut vérifier que tout le long de l'hyperbole
limite, p étant égal à l'unité, p est nul, ce qui corres-
pond aux points de rebroussement des courbes. Le long
des axes coordonnés on retrouve les valeurs du rayon
de courbure déjà obtenues, savoir le long de l'axe
pour x = oet /? = o,

2

et le long de Taxe O J , pour y = o et p infini,

L'équation (2) se prête à une construction géonié-



trique. Soit M le point pour lequel on demande de con-
struire le rayon de courbure p {fig- 5), et soient MT la

Fig. 5.
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tangente à la courbe en ce point, MN la normale,
a l'angle de la tangente avec Taxe Ox. L'équation

définit la droite O^, qui passe par l'origine et qui fait
avec l'axe Ox l'angle a dans le sens négatif. La dis-
tance MK du point M à la droite O£ est égale à

x et y étant les coordonnées du point M
Donc

^i + p*= MK x

et l'équation (2) prend la forme

a 2 i — p2

Mais p — tanga; le rapport

î—p2 1 — 1 cos2a — sin2a
i-h/?2 1-4-tan g2 a cos2 a H- *i



el, par conséquent,

Or l'angle KMN que fait la droite MK avec la nor-
male MN esl égal à l'angle des deux droites ST et Qtf

qui leur sont respectivement perpendiculaires, et par
suite égal à 2a, et l'on a

MU = JÜL,
cos 2 a

en appelant Mil le segment intercepté par la droite O^
sur la normale MN. Donc enfin

P= MÎT

Nous avons appelé la droite Ot Y anti parallèle à la
tangente ST, menée par le point O. On a donc ce
théorème :

Le rayon de courbure au point M est inversement
proportionnel au segment MH déterminé, sur la nor-
male MN, par le point M et le point de rencontre H
de MN avec V anti parallèle à la tangente, Of, méfiée
par Vorigine.

Par le point M passent deux courbes, qui ont eu
général deux tangentes distinctes, et deux normales
correspondantes: soient MT', MN' la tangente et la
normale à la seconde courbe passant au point M. Il est
facile de reconnaître que MT' coïncide avec la perpen-
diculaire MK abaissée de M sur l'antiparallèle à MT;
car — p étant le coefficient angulaire de cette anti-
parallèle, = H est le coefficient angulaire de

la perpendiculaire MK} or c'est aussi le coefficient an-
gulaire de la tangente à la seconde courbe? passant en M.
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11 en résulte que la seconde normale MJN7 est parallèle
à Or, antiparallèle à la première tangente. Pour la
même raison la perpendiculaire OK', abaissée de l'ori-
gine sur la première tangente MT, est l'antiparallèle
à la seconde tangente, et est parallèle à la première nor-
male. Le rayon de courbure p' de la seconde courbe sera
donc donné par la formule

p = MÏÏ7'

et comme la figure OHMH' est un parallélogramme, on
peut remplacer MH par OH', et MH' par OH, ce qui
revient à poser

et à formuler la rèçle suivante :

O H '

Le rayon de courbure d^une des courbes au point M
est égal à a'2 divisé par le segment compris, sur une
parallèle à la normale menée par Vorigine, entre le
point O et la normale à Vautre courbe.

Appliquons cette construction à la recherche du rayon
de courbure de la courbe au point M (fig- 6) où elle

coupe la circonférence x- -\-y- = a2, langenlieilenieiU
au rayon.

La tangente au point M étant le rayon MO, l'anti-
A/m. de Malkemat., \' série, t. I. (\o\enibre 1901.) $'*
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parallèle à celte tangente menée par l'origine est le
rayon OM', symétrique de OM par rapport à Taxe OX.
Ce rayon prolongé coupe au point H la normale MH
à la courbe, tangente à la circonférence; et l'on a

a* ÖM2

^ MÎT = m r = MK '

en déterminant le point K sur la tangente au cercle,
par l'intersection de la droite OK perpendiculaire à OH.

On peut observer que l'angle MOK est égal à
l'angle MOM' diminué de l'angle droit KOM7; il est
donc égal à 20c— -• L'angle MOA étant égal à a,

l'angle KOA est la différence a — (2 CL — -) = 7 — a.
Donc la droite OK est parallèle à la tangente à la
seconde courbe qui passe au point M. On aura la tan-
gente à cette seconde courbe en menant par M une per-
pendiculaire MT' à OM', et la normale, en menant par M
une parallèle M.M'à cette même droite. L'antiparallèle à
la tangente MT'menée par le point O est la droite Ow',
symétrique du rayon OK; elle coupe en II' la nor-
male MJV, et par conséquent le rayon de courbure de
la seconde courbe est donné par l'équation

' - _iL - ^ 2

Or OH' est perpendiculaire à OM, puisque l'angle H'Ox
est égal à l'angle mO.r, égal lui-même au complé-
ment MOJK de l'angle MOx. Donc enfin

p'=MKf,

K' étant le pied de la perpendiculaire OK, abaissée sur
la direction de MH'.

Les rayons de courbure des courbes au point où elles
coupent la circonférence sont, en résumé, les seg-
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mcnts MR, MK'; avec leurs signes, l'un est égal
à +acos2a , et l'autre à —aeosaa. La formule con-
firme ces résultats,

II est aisé de trouver la relation entre les rayons de
courbure p et p' des deux courbes qui passent en un
même point (xyy); soit/? le coefficient d'inclinaison de
la tangente à Tune de ces courbes, celle qui a le rayon
de courbure p. On aura

p = = a'(!--ƒ>')

(

Pour avoir le rayon de courbure p' de l'autre courbe,
nous changerons p en -> ce qui donne

P =

Le rapport des valeurs absolues de p et de p' sera donc
égal h

y -h px

Soient M le point considéré {Jig. 7), MT et MT; les

Fig. 7.

tangentes aux deux courbes qui y passent. Menons par
l'origine les deux droites

py -+- x r=r o, y -+- /?# = o.
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La première, OL, est la droite abaissée du point O

perpendiculairement à la tangente MT, dont le coeffi-
cient angulaire est p. La seconde, OL', est la perpendi-
culaire abaissée sur l'autre tangente MT'. Les dis-
tances MR, MK' du point M à ces deux droites sont
respectivement égales aux quantités

et Ton a, par conséquent,

MK'= ', —,,

MK
Mk'

Le rapport des rayons de courbure, pris en valeur
absolue, est égal au rapport des distances du point M
aux deux droites OL, OL', menées par l'origine anti-
parallèlenient aux tangentes MT', MT, ou, ce qui revient
au même, parallèlement aux normales MN, MN'.

Le coefficient p étant le même tout le long de l'hyper-
bole xy = k2 qui passe par le point M, les droites OL
et OL' restent fixes pour tous les points pris sur cette
hyperbole, et les rayons de courbure correspondants
sont entre eux, en valeur absolue, comme les distances
de chaque point à ces deux droites.

On trouverait facilement d'autres relations entre les
rayons de courbure p et p'. Si l'on multiplie les deux
rayons, par exemple, il vient

en remplaçant ocy(\ + p2) par sa valeur a2p, en vertu
de l'équation diilërenlielle de la courbe. Si Ton rem-



place p par tanga, il vient

p? =- y a'1) tang

On obtiendrait aussi la relation

«2(i+/>) (cosa-hsina) a-

Les formules que nous avons obtenues se rapportent
aux courbes, pour lesquelles a2 est pris positivement dans
l'équation donnée. Si Ton change le signe de a2, on aura
les résultats afférents à leurs trajectoires orthogonales.

Comme vérification, nous devons trouver le rayon de
courbure du cercle x2-\-y2 = a-, lorsqu'on prend le
point M sur sa circonférence AB (Jig. 8). On aura alors

MT est la tangente à la circonférence au point M.
On a au point M

donc
y2
-

y

y%
=yl y

/ x2 a
V r2 y

et, par conséquent,
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Le rayon OM est ici la normale à l'une des courbes
qui passent au point M; c'est en même temps l'anti-
parallèle à la tangente à l'autre courbe. La droite O£,
qui fait avec Ox l'angle tOx = MOj', est l'antiparallèle
à la tangente MT à la première.

Les droites OL et OL'de \a.Jig. 7 ont donc ici les posi-
tions O£, OM; et les distances MK, MK' du point M à
ces deux droites sont égales respectivement à o et à MR.'.

Le second rayon de courbure p' sera donc donné par
l'équation

P _ ^ K _ °
7 ~ MK7 ~~ MK';

ce qui montre que p' est infini : résultat que la formule
générale fait voir directement, lorsqu'on y fait

Formules approximatives, applicables à certaines
portions des courbes. — L'équation

xy

se simplifie approximativement quand p est très grand,
et quand p est très petit.

Or il en est ainsi pour les courbes MA, MB {Jig. 9),

y

A

0

i H

)

/
B

l<lg • 9-

dansles régions qui se rapprochent des axes coordonnés.
La dérivée p est égale à l'unité au point M, sur
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l'hyperbole limite HH'; et si Ton suit la courbe MA,

p diminue jusqu'à zéro à mesure qu'on se rapproche du

point A; alors - est beaucoup plus grand que />, et dans

la région voisine de Taxe O y, on peut réduire l'équation
à la forme

,ry dx
— = xy -7— = « 2 ,
p dr

ce qui donne, en séparant les variables et en intégrant,

x2 _ y
a2 / — = const.

v a

II en est de même pour la courbe MB, dans le voisinage
de l'arc O x ; c'est alors p qui augmente indéfiniment,
et - qui est négligeable. L'équation se réduit à la forme

dy

ce qui conduit à l'équation primitive

y 2 2*

a2l- = const.

Ces formules sont en défaut pour la partie voisine des
points de rebroussement M, mais elles s'appliquent aux
arcs voisins des points A et B. Si l'on détermine les
rayons de courbure des courbes approximatives aux
points A et B où elles coupent les axes, on trouvera
pour les sous-normales

x dx a'1

dy " ~yy

d'où l'on tire

au point A ; et pour le point B

y dy a1 . a2

-£-=-> par suit» P„=öS;



ce sont les valeurs exactes des rayons de courbure aux
points A et B.

Pour voir l'étendue à laquelle les équations approxi-
matives s'appliquent, cherchons à vérifier pour elles
l'équation différentielle proposée. On aura

a2 ' p xy
et

xy ( p H ) = a-v ( -4- -i ) = —

Cette quantité n'est pas constante, mais elle approche

de la valeur a2, pourvu que —~ S01t suffisamment

petit, ou que l'arc considéré de courbe soit renfermé

entre les axes et une hyperbole xy —ka2, k étant suffi-

samment petit. Le produit xy(p-\ ) sera compris

entre a2 et a2(i -}-A2), au lieu d'être rigoureusement
constant.

COURBES DANS LESQUELLES LE RAPPORT ' -

EST CONSTATS1 T .

Soit k la valeur constante du rapport. On aura

On satisfait à cette équation en posant p2 = — i, ce
qui correspond aux droites imaginaires parallèles aux
droitesjy" = zh xi, INous pouvons écarter cette solution.

11 vient alors pour l'équation différentielle de la courbe

dy

ou bien
y dy — A x dx = o ;
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l'équation integrale est

. > • » - * * * = c ,

C désignant une constante arbitraire.
On obtient donc une courbe du second ordre rap-

portée à sou centre et à ses axes (ftg- 10).

Fi(». io .

Si k est positif, la courbe est une hyperbole qui a
pour asymptotes les deux droitesy-=.± x\/k; suivant le
signe de G, la courbe est dans l'un ou l'autre des deux
angles formés par ces droites.

Lorsque Ton fait C = o, k étant toujours positif, la

courbe se réduit aux deux droites y = dz x \jk {fig* 11).

Fig. i i .

Si k est négatif et égal à — A7, la courbe devient une

ellipse dont les demi-axes sont a = I / T 7 > et b = y/C;
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elle est réelle si C est positif. Pour kf = i l'ellipse se
réduit à un cercle.

Pour kf= i, et C ' = o, on retrouve les deux droites
imaginaires j /* = =t xi, déjà obtenues en posant p>2 = — i.

Pour k = o, ou k infini, la courbe se réduit à deux
droites parallèles aux axes coordonnés.

De cette analyse résultent plusieurs conséquences qui
ont un certain intérêt :

i° Pour mener une normale en un point pris sur une
courbe du second ordre à centre, dont on connaît les
axes, il suffit de faire passer par ce point une droite
telle, que les deux segments déterminés par le point et
par la rencontre de la droite avec les axes soient dans le

rapport k égal au rapport -pÀ des carrés des demi-axes,

pris en valeur absolue, de sorte qu'on ait

MN b*
Ai Y " a*'

2° Pour l'hyperbole le rapport k est le même pour les
normales à la courbe et pour les normales aux asym-
ptotes, ainsi que pour la courbe conjuguée,

yt—A-x*= G;

3° Les rayons de courbure des courbes aux sommets
sont donnés par la valeur prise en ces points par la sous-
normale, laquelle est représentée en un point quel-

y dy j î » r\ x dr Y

conque par , • = Âx, sur 1 axe (Jx, et par . = j -
sur l'axe Oy.

On retrouve pour l'ellipse, en prenant £ en valeur-
absolue,



au sommet du demi-axe rz,

au sommet du demi-axe b.
Pour P hyperbole, avec k positif et C négatif, on trouve

en prenant positivement le carré b- du demi-axe imagi-
naire ;

4° Si par les pieds N, N' des deux normales on
élève des perpendiculaires aux axes, on obtient un
point H (Jig. 12), qu'on peut regarder comme corres-

pondant au point M de la courbe AB obtenue précé-
demment. Si l'on désigne par xf at y' les coordonnées du
point H, on aura

x = x -+-
y dy

— y J J
x dx

dx J J dy

Appliquons la transformation à la courbe

On en déduit d'abord

rdr _ K„ x dx
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et par suite

La courbe lieu du point H est donc de même espèce
que la courbe lieu du point M : à l'ellipse correspond
une ellipse, à l'hyperbole une hyperbole, à une droite
passant par le point O correspondrait une autre droite

antiparallèle à la droite donnée : y — A\r, yr = y

On a de plus, en regardant x, y, x\ y' comme fonc-
tions du temps £,

d;2r

de sorte que les accélérations sont proportionnelles, avec
des coefficients difïérents suivant l'axe sur lequel on pro-
jette l'accélération totale.

Supposons, par exemple, que le mouvement du
point M soit celui d'un point attiré vers le point O,
ou repoussé par ce point proportionnellement à la dis-
tance OM. On aura pour les équations de son mouve-
ment

Multipliant la première par h + i, la seconde par

-f- -ri il vient

et le mouvement du point H obéit à la même loi que
celui du point M, avec le même moyen mouvement.


