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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 525.
(1860, p. 234.)

Soient xy, zsy ..., , les racines d’une équation
f(x) =0,
que nous écrirons sous la forme

(@os @1, Aoy ..., an)(Z, 1) =o0.
Posons

_ o a fl(zy) fl(@s) ... [ (xn)
Ap=(—1)"aj 2 ) H

o f' est la dérivée de f; démontrer que la forme

P = (Ao, A, Aoy oo Agpy) (2, )28,

est un covariant de la forme

(aOa Apy A2y oo oy an)(l‘,}’)” (1)
(MicHAEL RoOBERTS.)

SOLUTION
Par M. A. BOULANGER.

Soit la forme

f(‘zw1y) = qyx" + na‘xn—l‘y_._ Zl_(_,i__l)

1 2%t L S
—+ ,lan__1 wyll—l —+ anyll’
ou, avec la notation abrégée de Cayley,

(ao, ayy - oy an—y, an)(z, y ).

(') L'énoncé des Nouvelles Annales est incorrect; il doit y avoir
alternance de signe des A. L’énoncé transcrit ici est ezxact.
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Tout covariant ¢(x, ¥, @, a1, - .., @) de f vérifie les équa-
tions aux dérivées partielles

[ 22 =a et +2a 90 +3a de . ?

37Tr— L i *a; "1 5an?
(l) 0,‘? a d? g 0? “+ + na 0({;

( d_}’ "da,,_, 20p—1 da,,_q .'m.

Réciproquement, si la fonction entiére o(z, ¥, aq, ..., a,),
homogéne séparément par rapport aux variables et aux coeffi-
cients, satisfait identiquement aux équations (1), elle sera un
covariant de f(z, y). (Cayley, 1855; voir la démonstration de
Brioschi, Annali di Matematica, 1858.)

Soit

—1
P_(II’_{)_) APy 4 ..+ A, P,

o= Azl + pAjxr-ly +
cette fonction ou les A sont de formes de méme degré en
ag, a4, ..., ap; la condition de vérification du systéme (1) en
z, ¥, @, Ay, ..., &, équivaut a celle du systéme suivant, en

oy Ayy + oy Ap
01\1}1 dAm ()Am 0Am
sa +3ay —— +...+~na =mA,,—-
‘ ay d(l ‘()ag 2 0a n— 10 m—1y
(2)
A m dAIIl
na ! - (n—1)a; B P Sy =mA,_
( l ( ) 27y 0“1 n dan_‘ p—m+1

(m=o,1,2,...,p).

Ces propriétés rappelées, le théoréme a établir est immédiat.
Soit
fl@,1) = ay(@ — @) (2 —23)...(z —a);

comme
S (@) — ag(@wi—xy). . (2i— xi1) (X — ZTis1) -« (Fi— Z0),

les coefficients de la forme ¢ de I'énoncé s’écrivent

—1)
— +m

A,,,:(—l) 2 ai"= "22‘"‘(:@——@3) el @p—1 — )2

comme m<an — j, la fonction symétrique entiére mise en
évidence, ol chaque racine a pour exposant maximum 272 — 4,
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1 s .
est, a —#ny prés, une forme de degré (2n—4) en a,
0

ayy ... ,an; Ay est donc une telle forme.
Il suffit dés lors de vérifier que les A,, vérifient les équa-
tions (2). A cet effet, utilisons la substitution

’ ’ ’
z=x'+hy, Y=Y,
ui transforme la forme (ao, @y, ..., a,)(x 7 en la forme
b b
! ’
(a:)v Ay, ..y a,) (', y')", avec

. i(i—1
(3) a}=a5+za[_1it+—(T2—)

Qg B2 4. . . lag RV 4 ay
(t=0,1,2,...,0).
Pour cette nouvelle forme, on a

Am(ay, ay, ..., ay)
L L
::(—I) 2 a:)”l_‘Exllm(x’z_x;)2'“(‘z'ln~l—x")2’

ZYy, Xy, ..., 2, étant les racines de (ay, ay, ..., a,)(2',1)=o,
c’est-a-dire #y— h, x9— h, ...; donc la relation

An(ay, ay, ..., ay)

nin—1)

=(—1) ? *”’ag"—I»E(x, R (@ — @y)?. . (Tneg — )

sera, aprés remplacement des a par leurs valeurs (3), une
identité en A; si 'on développe le premier membre par la for-
mule de Taylor en regardant a; comme valeur initiale de aj,
on reconnait immédiatement, par I'identification des termes du
premier degré en %, que les A, vérifient la premiére série des
équations (2).

La seconde série des équations (2) sera évidemment vérifiée
si Pon démontre que I'échange dans f(a,y) des coefficients
équidistants des extrémes échange entre eux dans © les coeffi-
cients A équidistants des extrémes. Or la substitution

z =y, y=a

transforme f(z,y) en (a@n, @n—yy...,a1,a9)(2",y"), forme
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pour laquelle on a

Am(@ns @n—ts -1 Q1 agy)

Rl m LY 1 /T r\? 1 r\?
e B (L (L
P\ 2y 3 Zp—1 Tn

nln— “+m a-

=(—1) ? Ew == (g — 23 9. Zn—y — Tn)?

(1, q,.. .,.Z‘,,)‘Z" —k

nin—1)
Tl B
=(—1) 2 ajn—t E Zi@r=-m (g — 23)2. . (Tp—t — Tn)?

= A(‘ln—M—m(“Os Ayy oo a,,).

Le théoréme est donc établi.



