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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1616.

(1891, p 42" )

La tangente en un point de la développée d’une conigue
coupe cette développée en quatre points autres que le point
de contact : démontrer que les tangentes en ces points sont
concourantes et se coupent sur l’ellipse ayant pour sommels
les points de rebroussement de la développée.

SOLUTION
Par UN ANONYME.

22 y?2
,s . . . .
L’équation de la développée de la conique G ETL=o
est
() a2 w? - H2uw? — ctu?e? = o.

Cette courbe a trois tangentes doubles : les axes dela conique
et la droite de l'infini, et les deux points de contact de cha-
cune de ces droites avec la courbe sont des points de rebrous-
sement.

Soient u,, 99, wo les coordonnées d’une droite A: les tangentes
aux points ou A coupe I sont tangentes a la courbe
| wou(b2w2—cro?) 4+ 0yo(aw2—ctu?)

(1)
[ -~ wow (a4 b2u?) = o.

Si nous supposons A tangente a I', et si nous désignons par A,
B, G, D les tangentes a T, aux points ou A coupe cette courbe,
la courbe T' et la courbe de troisiéme classe (1) ont les tan-
gentes communes suivantes : A, B, G, D les axes de coor-
données, la droite de l'infini et la droite A, ces quatre der-
niéres comptant deux fois. Le théoréme sera démontré si nous
prouvons que, dans ce cas, la courbe (1) se décompose en un
point et une conique tangente aux axes, a la droite de linfini
et 4 A au point ou elle touche I', c’est-a-dire si ’on peut déter-
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miner a, 8, v, m, n, p, de maniére que I'on ait identiquement

Uy u(D2w?— c*v?) + vyo(aw2— ctu?) + wow (a?e?+ b2u?)

= (avw + Bwu + yuv) (mu+ nv + pw),

d’ou
b2 = Bp, —ctuy=+n, atw, = an,
(2) voat = ap, —ctoy =y m, 2wy =Bm
? (am +Bn+yp =o0).

On déduit des six premiéres relations

I N S
, ategwg b2 wiu, — ctuyvy
(2) ¢
m n
’ o Wo Wo Uy UoPo

Remplagant m, n, p par les quantités proportionnelles dans
la septiéme relation (2), nous avons

avo Wy =+ Bwy g+ Y Ugvo = 0,
qui exprime que A est bien tangente a la conique
avw + Bwu + yuv = o.
Le point de contact a pour coordonnées homogénes
Bewo-+voo, Y-+ aw,, avo+ Bug,
le point de contact avec T a pour coordonnées
wp(O2wt —cho?), vo(a2wl—ctu}), wo(a20?+ b2u}),

ct ces deux points coincident en vertu des relations (2').
Enfin, en tenant compte des mémes relations, la dernicre
égalité (2) s’éerit

2 A 2 —
a2olw?+ brulw? —ctulv?=o,

qui exprime précisément que A est tangente a I'; la premiére
partie du théoréme est démontrée.

Soit M le point de concours des tangentes en A, B, G, D,
a la développée; les coordonnées homogénes de ce point
étant m, n, p, qui sont proportionnelles a vowo, WoUo, Ug¥o,
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la derniére relation ci-dessus s’écrit

atm?—+ bnt— chp?=o;

en revenant aux coordonnées cartésiennes, on voit que le
point M est sur la conique

atzx?+ by —ct=o.

C’est bien la conique indiquée dans I’énoncé; elle passe aux
points a l'infini de T.

Généralisation. — Si V'on considére u, v, w comme des
coordonuées trilatéres, et si I'on fait abstraction de la relation
qui lie @, b, ¢, on voit sans peine que 'équation (T') est I'équa-
tion générale des courbes de quatriéme classe ayant trois tan-
gentes doubles a points de contact de rebroussement, de sorte
que les propriétés ci-dessus s’appliquent a ces courbes; on
remarque que les deux points de rebroussement situés sur une
tangente double sont conjugués par rapport aux deux autres
tangentes, et que la conique lieu de M, qui passe aux six points
de rebroussement, est conjuguée par rapport au triangle des
tangentes doubles.

La droite A ayant pour équation

UZ + 0y + Woy = 0,

et les coordonnées de M étant

le point M est le pole trilinéaire de A par rapport au triangle
de référence.

Corrélativement, on peut énoncer les propriétés suivantes :

1° Dans une quartique trinodale a tangentes inflexionnelles
aux points doubles, les tangentes en un point double sont con-
juguées par rapport aux deux autres points doubles;

2° Si d’un point d’une telle courbe on lui méne les quatre
tangentes autres que la tangente en ce point, les points de
contact de ces quatre droites sont en ligne droite, et cette
droite touche 3 une conique tangente aux six tangentes in—
flexionnelles et conjuguées par rapport au triangle des points
doubles;

3° Par exemple, la lemniscate étant une telle courbe dont
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les peints deubles sont le centre et les points cycliques, les
points de contact des quatre tangentes a la lemniscate issues
d’un point N de cette courbe sont en ligne droite, et cette
droite L est tangente a4 une hyperbole équilatére fixe H qui a
pour asymptotes les tangentes a la Ilemniscate en son centre O.
La droite L étant la polaire trilinéaire de N par rapport au
triangle OIJ (I et J désignant les points cycliques), ON est
perpendiculaire a N.

Remargque. — L’hyperbole H étant une transformée par
inversion de lalemniscate, ce qui précéde conduit au théoréme
suivant : Par un point n d’une hyperbole équilatére et par son
centre, on peut faire passer quatre cercles tangents a cette
conique en un point différent de n, les quatre points de con-
tact sont sur un cercle passant par le centre et ayant son
centre sur On; 'enveloppe de ce cercle est une lemniscate de
Bernoulli.

1782.
(1897, p. 436.)
Etant donnée I’équation
o(r)=ax’—Sbx*+1ocax’—rodri+Sexr —f=o,

st U'on pose
w =av—2bp—+ch,
8 =3¢ — jbd+ ae, !
6p=12ed—3be—+af.

3v =3d* —jce + bf,

wy=0bv—acu+d},
‘l°2=0‘l——-‘zdp.+ei\,
Cwy=dv —2ep + f),

la condition

W] Wy g
REEREE A

3 — 16 | w w; wy | =0
Ao

)\ v v

exprime que l'équation a une racine double.
(P. SonpaT.)

SOLUTION
Par M. P. SoNDAT.
Si Yon pose
, Wy Wy W3
~ w o
o= , A= W, wy |,
P
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il s’agit de démontrer que on a .
(1) 3¢24+16A=o,

avec une racine double.

Désignons par @i, 93, 93, 9, les dérivées successives de o,
divisées respectivement par 5, 20, 60, 120.

Dans les fonctions A, p, v, w, w, w,, w;, 8 et A, remplacons

a, b, ¢, d, e, f
par
a, ‘?h 93 P2, i ?,
et désignons par les mémes lettres accentuées les résultats des
substitutions.
En procédant comme au théoréme démontré dans les Nou-
velles Annales, 1900, page 25, on trouve, quel que soit z,

: r
w = w,
‘) :)\ ,
() o " W, =wr — w,
2 ¢ S - )
’ ! Wy, =T — 2w +
:) -——ZLL"L"T—‘J, , P
Wy =023 + 3w r2+ 3w, T — wy,
(3) 3 =3, A'=A.

Or si 'équation proposée a une racine double, en attribuant
a x la valeur, soit p, de cette racine double, annulant ¢ et ¢4,
on aura

|

98 =  j03(30,¢,— 0),
278" =— 9§(39:0.—9})%
et, pdr suite,

3024 16A" = o,
or, d’aprés (3),

3624 16A = o.

Remarques. — 1. Si p était une racine riple, on aurait,
d’aprés (2), pour la déterminer, les équations

() rax—pu=o, pr—v=o, WTr — wy = 0.
D'ou
By o wy g
P:—\—-:—:—:—:—,
2 n w w, ©

et, par suite, 8 serait nul, ainsi que les mineurs de A.
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II. Si p était une racine quadruple, les équations (4) ne
la feraient pas connaitre, car on aurait

A =o, p=o, v =o, w; = o0, w3 = 0,
les trois premiéres conditions entrainant les quatre autres.

III. On sait d’ailleurs qu’une racine quintuple est donnée
par

“b_ce_d_e__f
P= a5 TcTa " .
1822.

(1899, p. 244.)

Etant donnée une conique C de foyers F et F', on consi-
dére une parabole de foyer ¥ dont la directrice 8 passe
par E'. Soit A la directrice de la conique C correspondant
au foyer F, Démontrer que les tangentes communes a la
conique G et a la parabole P touchent ces courbes aur
points o elles sont rencontrées par les droites 8 et A.

(M. p’OCAGNE.)

SOLUTION
Par M. A. Droz-Farx~y.

Les deux coniques G et P ayant le foyer F en commun sont
tangentes toutes les deux aux deux droites isotropes du
point F. Les coniques ont donc cncore deux tangentes com-
munes. Soit A un des points d’intersection de ¢ avec C. La
tangente en A a la conique C rencontre la directrice A en D, ct
I'on sait que DI est perpendiculaire sur FA. Or, AD étant
bissectrice extérieure de I’angle des rayons vecteurs ¢ et FA, si
de D on abaisse sur ¢ la perpendiculaire DB, il en résulte que
les triangles rectangles AFD et ABD sont égaux, d'ou

. DF = DB, angle FDA = FDB,

ct, par conséquent, D est un point de la parabole P et a pour
tangente en ce point la droite AD.

Autres solutions de MM. AUDIBERT, E.-N. BARISIEN, DURLIMBERT.



