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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1900). SOLUTION ANALYTIQUE ET GEOMETRIQUE DE
LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES;

Par M. A. VAGQUANT,

Professeur au lycée de Nancy.

1° L’équation du cdne C cst
Az2+2Bys =o.

Fu désignant par «, 2, v les parameétres divectenrs de
la droite D et par z, I'abscisse de son point de ren-

contre avec OX, les équations de D sont

T _ Y _E_
-1~ °

. a
L’équation d’une surface S tangente au céne C en
tous les points d’une courbe plane est de la forme
Ax2+2Byzs + A(ux + 0y + ws + h)2=o.

.a droite evant ¢tre situéde sur équation sui-
La droite D d L&t t S, P tio
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vante en p doit étre identique
A(zy+ap)2+2BEvp2+ A ux;+ b+ p(ua+od+wy)2=o0.
D’ou
A+ o2BBy +~A(ua+oB+wy)r =o,
Aoz + AMuzy+h)(uz+vB +wy) =o,
Azi+ Muzi+ h)2= o.

Ces trois relations s’écrivent

Aa?+2BBy  wva+ 0B+ wy a — Az}
=5 = — —_—

Aax, uzi+ h ', = (uz+ A2

Les deux premiéres simplifiées sont

(1) 2By =o.
(2) x1(¢8 + wy)—ah =o.

La relation (1) signifie que la droite D doit étre, soit
dansle plan 2O  pour y=o,soitdans x O z pour 3=o,
c’est-a-dire, dans 'un ou 'autre cas, tangente au cone.

La relation (2) exprime que la droite D perce le
plan z = o sur la droite d’interscction x == o,
vy +wz+ h=o0 duplan yOz et du plan de la co-
nique de raccordement de S et de C. Dans le cas on la
droite D est dans le plan 2 Oy elle rencontrera donc Oy
en un point I appartenant a cette conique.

2° Supposons ¥ = o0, D est dans le plan xOy. Pour
trouver le lieu géoméirique des centres des surfaces S,
on élimine u, v, w, A, & entre les équations

v h
a Bz’

’

(2)

vBry—ah =0 ou

Ax?

A=
(wr+ hy?’

Az +luR =o, Bz +ivR =0, By +2wR =0,

en posant R==ux + vy + wz + h.
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Ces équations s’écrivent

Ax Bz By R Azi(ux+vy+wsz—+h)
-~ = —— = =— AR = - .
u © W (uary—+h)

On en déduit

Ax vy
=gz Y=z
vAa?
UT 40y w5 — I = +avy +h,
Bz
ury—+h= vAoz, + A,
Bz
Bz Axi(Ava?+2Boys +Bhz)Bs
o (Avzxy+ Blz)? ’

Remplacant, dans cette équation homogéne envet 4,
v par o et ki par Bx,, on a, aprés suppression du fac-
teur x2Bz,

(Aaxr +BBs)2=A«(Azz2+2Bays + Bz 3).

Développant et supprimant le facteur Bz, on obtient

(P) 2Aa(Bar —ay)+Bi2s—Aalr =0

pour I'équation du plan P.
La trace du plan P sur le plan x Oy, savoir

est une droite ¢ parallele 2 D et équidistante de D et
de O.
De plus, le plan

2Aa (B —ay)+ Bf2zs =0,

parallele 4 P en passant par O, est tangent au cone C,
comme on le vérifie aisément; de sorte que P est pa-
rallele au deuxiéme plan tangent au cone C paralléle a
la droite D (le premier étant xOy); le plan P est ainsi
défini géométriquement.
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3° Quand la droite D se déplace dans le plan xOy
de facon que le plan P passe par un point donné
A(x0,50y30), ON a
(3) 2Aa(Bro—2yy) +~ B2z — Aafzr,=o.
Les coordonnées de plan P sont
u=12A0af, 0 =—2Aa2, w = Bf2, h=—Aafx,.

L’élimination de «, 3 donne

2Q2 u? . ew
Ly vy v

ou
Bu? +2Avw =o0;

c’est ’équation tangentielle du céne C de sommet O.
Donc le plan P enveloppe le cone parallele a C de
sommet A. Ce résuliat était évident d’aprés la défini-
tion géométrique de P.
La droite D du plan 20y a pour équation
Br—ay—Bri=o
ou, ¢ tirant x, de la relation (3),

Aa(Boe —ay)—2Aa(Bro—ay,) — BB2z= 0.
Ordonnant cette équation par rapport a a, {3, elle s’écrit
Aa2(eyo—y )+ Aaf(x —22y) — BB23g=o0,

d’ou immédiatement I'équation de I’enveloppe de D

A2(x —220)+ §AB5(2)y0—y)=0
ou

1Bz
(x —2xy)t= ‘—&ﬂ(‘}/—-—z_yo).

C’est I'équation d’une parabole Q passant par le
point O’ de coordonnées (219, 2),); la tangente en ce
point est paralléle a Ox: les diamétres sont paralléles

aOy.
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4° Le paramétre p de la parabole Q est donné par la
formule

p==* ilii" sin20,

en désignant par 6 I'angle des axes Ox, Oy ; si p est
_pA
2B sin20
valeur changée de signe; le lieu de A se compose done

donné, z, est connu et a pour valeur ou cette

de deux plans paralléles au plan 2Oy et équidistants de
ce plan.
5° Soient

(m) Uo ~+ 00Y + We3 +1=0
'équation d’un plan quclconque = et
Az24+2Bys+ MNuwx +vy+wz+1)t=o0
celle des surfaces S qui lui sont tangentes; on avu (1°)

— Az} [ I

T (uzy+ 12’ a B,

Jai supposé hy="1l =1 pour simplifier un peu les
calculs.

Les coordonnées (x, y, z) du point de contact M du
plan w et d'une surface S satisfont aux équations

Ar+3iuR _Bzs+AvR _ By—+2iwR _
4) 7 o v - w, -

(R=ux+voy+ws+1; ugZ + 0y + w3 +1=0).

AR

On obtient un deuxiéme lica de M (le premier étant
le plan =) en éliminant « ct w entre les équations (4)
qu’on peut écrire

Arx Bz By N

= = =—AR.
w—wy v—9, w— w,
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D'ou

u - uy = g;(v—vo),

w— Wy = ;Z(v—vo),

Bz Az}
;;:—Vo = (ltz‘i+l)2(ux+vy+wz+[)
A x? .
—_-(—uxi_iil)z[(u—uo).r+(v——vo)y+(w-—wo)z]

ou

B Azt

‘<ux'+])2v—z;o =Az} <-l% —+—2)')(v—vo)

ou

[(w—uo)w + uor,+1]2B232 = Az} (Az2+2Byz)(v — 0y)2,
[Azzy(v—vg) +(uoxz1+1)Bz]2=Az}(v—v¢)2(A22+ 2B y3).

Eun développant et supprimant le facteur Bz, on ob-

tient
(1) ’ PA(0 — o) [(wEi+ 1)@ — (v —00) 71y ]
! f +(wozy+1)2Bz =0

avec
o = @€
= o7
Le licu des points de contact M(x, y, 5) est donc la

droite A définie par les équations (w) et (w, ). Le plan «,
est celui qui passe par A et Porigine O. Si I'on pose

wor; -1
(v-—vy)2y =

I'équation (m,) s’écrit

(m) Bzp2+2Axg —2Ay =o.

L’enveloppe de ce plan qui passe par O est le cone
A2z 9AByz = o,

¢’est-a-dire le cone C. Donc la droite A est tangente au
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cone C. L’équation (=,) s’écrit encore
2N — o) [ (wyr + oy y)+—ax—oa, ]

+ (uyz,+ 1Bz =o.

Pour tous les points de A, on a

g 4= 9y =—(Wy3 + 1)

- o4 . . ,
Comme vz, = - la droite A est donc située dans le

B

plan =, représenté par I’équation

2AN(0 — vy, [—<T|((V0;+l)f.'l‘ — ;y]

—(uyz-+1)2Bs =0
ou

\

(= S 'Az\(u—v‘.)r,(\z‘——ri-—g_y)

! + [Bluyz;— 1)2—2XNxrF (¢ —¢g)wy |3 =o.

Si T'on pose

Bluyz,+12—92Axdwo(v— )

po= - >

! 2A (v — ¢y) T,

I'équation (=,) s’écrit

. %
(73 m—-.n-Sy—'r—;zs::u.

Les équations de la droite D étant

T—z ¥
a B

on voit que le plan =, contient la droite D et, par suite,
la droite A rencontre la droite D.

Ainsi les droites A s’ appuient sur D et sont tangentes
au cone C.

Quand le plan = se déplace arbitrairement dans
Pespace, les droites A, représentées par les équations (=)’
et (wy)', forment la congruence des droites s’appuyant
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sur D en restant tangentes au cdéne C; les deux para-
métres arbitraires sont p et .

Les équations (7, )’ et (7,) montrent que par un point
quelconque o de I'espace il passe deux droites A qui
sont d’ailleurs les tangentes, issues de w, ala section du
cone C par le plan défini par la droite D et le point .

Quand A se déplace dans un plan = passant par D,
comme A reste tangente au cone C, le plan © qui passe
par A enveloppe la section du coéne par le plan ='. Ce
résultat est d’ailleurs facile & établir analytiquement.

Soit

(=) r— ) —

I'équation du plan = passant par D. D’aprés I'équa-
tion (7,) on doit avoir, entre la constante & et les coor-
données uy, v, wy du plan =, la relation

B(upzy+1)2—2A23wo(v—v0p) = L.2A (v = vg)x,
ou
B(upzi+1)2+2A(vg— )z (woxy+h) = o0,

) . . a
c’est-a-dire, en remplacant ¢ par ’
¢ Bz,
BB (woxri+1)2+2A(0Bry—a)(wory+4A)=o.

C’est I’équation tangentielle d’une conique située dans
n \

L. . P-rl
le plan des trois points (x4, 0,0), (0,— - ()),

/

X . , .
(0, o, 7:’) appartenant au plan «/, etsituée aussi sur le

cOne C, car, en annulant la variable d’homogénéité dans
I’équation de cclte conique, on obtient :

BRulxl+ 2AB2}vgwo=0
ou
Bu}—+~ »Avgwy=o,

c¢’est-a-dire I'équation tangentielle du cone C.
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SOLUTION GEOMETRIQUE.

Tous les résultats précédents s'obtiennent aisément
par la Géométrie.

1° Le plan défini parle point O et la droite D est tan-
gent a la surface S et par suite an cone C, de sommet O,
circonscrit a cette surface (fig. 1); donc la droite D est

Iig. 1.

Y

dans un plan tangent au céone C; comme elle ren-
contre Oz en un point Dy, elle sera dans un des plans
tangents au cone C passant par la droite Ox, ¢’est-a-dire
dansle plan x Oy oule plan O z. Supposons la droite D
située dans le plan 20y ; elle touche le cone en un cer-
tain point de Oy, soit I, qui est aussi le point de contact
avee la surface S du point tangent 2Oy ou (O, D); donc
la droite D perce le plan de raccordement de S et C
sur Oy .

2° Je considére la génératrice D' dela surface S paral-
lele a D ( fig. 2); le plan (D, D) coupe le cone C sui-
vant une conique vy tangente en 1 2 D et tangente aussi
a D', car le plan (O, D’) est tangent & la surface S et au
come C en un méme point I de D'; or le plan IOI con-
jugué de D dans le cone est fixe, quand D est fixe;
donc Ol est une droite fixe. Dans le plan (D, D) asym-
ptote de la surface S, la droite D", équidistante de D
ct IY, contient le centre de la surface S; on peut remar-
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quer aussi que D" contient le centre a de la conique v,
car ce centre est le milicu de IV, La droite D’ reste done
dans un plan P paralléle au plan OI'DY et équidistant de
ce plav et de D. La trace de P sur le plan xOy est une

droite &, parallele a D et équidistante de O ct de D. Ce
plan P, licu des droites D" qui contiennent les centres
des surfaces S, est aussi le lieu de ces centres ; carsil'on
considére une surface S; se raccordant avec C le long
d’une conique y, passant par I et I, son centre décrit D”
quand 7y, varie.

3° Si le plan P passe par un point donné A, il enve-
loppera un cone paralléle & C, de sommet A. Le plan
passant par D et paralléle au plan (O,D’) coupe la
droite fixe OA en un point O’ qui est fixe, car AO'= OA,
de sorte que le plan (O/, D) enveloppe un cone C' pa-
ralléle & C, de sommet O'; la droite D, mobile dans le
plan 2Oy cnveloppe donc la section de ce cone C
par le plan xOy; celui-ci élant tangent au cone G
est paralléle a un plan tangent au céne C'; donc la sec-
tion est une parabole Q dont les diamétres sont paral-
léles & Oy.

4° Le paramétre de cette parabole ne dépend que de
la distance du point O’ et par suite du point A au
plan Oy ; donc le paramétre restera constant quand le
point A restera’a une distance constante de xQOy, c’est-
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a-dire décrira deux plans paralléles 4 xOy et équidis-
tants de ce plan.

5° Soit B le point de rencontre de la droite D et du
plan = ( fig. 3); le plan = tangent & une surface S la

Fig. 3.

coupe suivant deux génératrices A, A’ dont 'une A passe
par B. Le plan (O, A) est tangent au cone et passe par le
point B; donc il est fixe : c’est le deuxiéme plan tangent
au cone C (le premier étant xOy) passant par B. La
droite A étant l'intersection de deux plans fixes, =
et (0,4), est fixe. Le paint de contact M de S et =
étant sur A, le lien de M, quand S varie, est cette
droite A. On voit que A s’appuie sur D et est tangentc
au cone C.

Quand le plan = se déplace arbitrairement dans I’es-
pace, les droites A forment la congruence des droites qui
s'appuient sur D et sont tangentes au cone.

Par un point quelconque « de 'espace, il passe deux
droites A qui sont les tangentes, issues de w, 4 la section
du conce C par le plan (w, D).

Quand A se déplace dans un plan =’ passant par D,
comme A reste tangente au cone, le plan «t, passant par D,
enveloppe la seetion du cone par le plan ='.



