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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (CONCOURS
DE 1 9 0 0 ) . SOLUTION ANALYTIQUE ET GÉOMÉTRIQUE DE
LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES;

PAR M. A. VACQUANT,
Professeur au lycée de Nancy.

i° L'équation du cône C est

Aa?2-j- 'iByz — o.

En désignant par a, jî, y les paramètres directeurs de
la droite I) et par .r, l'abscisse de son point de ren-
contre avec OX, les équations de D sont

« ~ P ï p'

L'équation d'une surface S tangente au cône C en
tous les points d'une courbe plane est de la forme

A.r2--- iByz -{- X(ux -f- vj' -+- «>5 -h /*)2= o.

La droite D devant être située sur S, l'équation sui-



vante en p doit être identique

A ^ - f - ap)2-+- 2BÊYp2-hX[w^1-{- A -f-

D'où
= o,

= o,

Ces trois relations s'écrivent

Aa2-f- 2B(3y UOL -f- P(3 -h wy a
A(xxt uxi-\-h xx (iiXi-h h)%

Les deux premières simplifiées sont

(0
(a)

La relation (i) signifie que la droite D doit être, soit
dans le plan xOjpour y = o, soit dans xOzpouv [3 = o,
c'est-à-dire, dans l'un ou l'autre cas, tangente au cône.

La relation (2) exprime que la droite D perce le
plan x = o sur la droite d'intersection x = o,
vy -\- wz -\-h= o du plan jOz et du plan de la co-
nique de raccordement de S et de C. Dans le cas où la
droite D est dans le plan xOy elle rencontrera donc Oy
en un point I appartenant à cette conique.

20 Supposons y = o, D est dans le plan xOy. Pour
trouver le lieu géométrique des centres des surfaces S,
on élimine uf v, w, Â, h entre les équations

/ r r 7 V h(2) v$xi— cch = o ou - = ô—>a pxt

en posant R ̂  ux -f- ̂ y -H ws -f- /t.
^4/m. ûte Mathémat., 4e série, t. I. (Septembre 1901.)
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Ces équations s'écrivent

A x _ B z _ B y _ , _ A x\ ( ux -\- vy -
11 V

On en déduit

u = v—. w-V-I~,
~~ B z ' ~~ z

vAx
u x -+- vy -h w z -r- h = —— -4- (i vy -+- /?,

. vAxx\ t
uxi-t- h= —=r h h,

D Z

Bz _ Ax\(Avxï+-iBvyz -+-Bhz)Bz
~V ~~ ~~ "(kvxxl-+-~hh~zîi

Remplaçant, dans cette équation homogène en ^ et //,
v par a et h par $X\, on a, après suppression du fac-
teur j J B z ,

(Aotx -+-B$z)2= Aa( Aa#2-i- iBayz -

Développant et supprimant le facteur Bz, on obtient

(P) 2Aa(p, r - a,r)-f- Br^z — Ao;^xl = o

pour l'équation du plan P.
La trace du plan P sur le plan xOjr, savoir

est une droite S parallèle à D et équidistante de D et
de O.

De plus, le plan

( f i - a j ) - h B$'2z =*o,

parallèle à P en passant par O, est tangent au cône C,
comme on le vérifie aisément-; de sorte que P est pa-
rallèle au deuxième plan tangent au cône C parallèle à
la droite D (le premier étant xOy)] le plan P est ainsi
défini géométriquement.
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3° Quand la droite D se déplace dans le plan xOj

de façon que le plan P passe par un point donné
o,-o)? on a

( 3 )

Les coordonnées de plan P sont

M = -2AafJ, v— — ±\tf, (P = Bp2, h= —

L'élimination de a, [3 donne

p 4A* aAB
ou

Bu2 -h i\vw — o;

c'est F équation langentielle du cône C de sommet O.
Donc le plan P enveloppe le cône parallèle à C de
sommet A, Ce résultat était évident d'après la défini-
tion géométrique de P.

La droite D du plan xOj a pour équation

p T — a j — p .rt = o

ou, en tirant xK de la relation (3),

Ordonnant cette équation par rapport à a, (3, elle s'écrit

d'où immédiatement l'équation de l'enveloppe de D

- 4 AB^o(2jo—jr) = o
ou

C'est l'équation d'une parabole Q passant par le
point O' de coordonnées (2x0 , ijr

0); la tangente en ce
point est parallèle à Ox: les diamètres sont parallèles
à O r .
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4° Le paramètre p de la parabole Q est donné par la

formule

en désignant par 0 l'angle des axes Ox, Oy, si p est

donné, z0 est connu et a pour valeur . ou cette

valeur changée de signe; le lieu de A se compose donc
de deux plans pai allèles au plan xOy et équidistants de
ce plan.

5° Soient

(TT) UOX -+- voy -h woz -f- I = o

l'équation d'un plan quelconque - et

Ax2-t- iByz -+- X ( ux -4- vy -f- wz -+-1)2 = o

celle des surfaces S qui lui sont tangentes; on a vu (i°)

X =

J'ai supposé //0=:// = r pour simplifier un peu les
calculs.

Les coordonnées (x,y, z) du point de contact M du
plan ir et d'une surface S satisfont aux équations

(4)
Ar-j-XuR _ Bz-+-\vR _ B y -+- X w R

On obtient un deuxième lieu de M (le premier étant
le plan iz) en éliminant u et w entre les équations (4)
qu'on peut écrire

kx Bz Bv
u — u0 v — Va w — w0
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D'où

A x
(

w—w = £
z

Bz _ kx\

OU

(ux, + ,)« - 1 ^ - = A^? (^Ç + v ' ) (P - Po)

OU

\{u— uQ)xl

En développant et supprimant le facteur Bz, on ob-
tient

avec

Le lieu des points de contact M(x,y, z) est donc la
droite A définie par les équations (u) et (T, ). Le plan TT|
est celui qui passe par A et l'origine O. Si l'on pose

l'équation (TC )̂ s'écrit

Bzp2-+-1Aa?p — Î A / = o.

L'enveloppe de ce plan qui passe par O est le cône

c'est-à-dire le cône C. Donc la droite A est tangente au



cône C. L'équation (TC,) s'écrit encore

>\( v — v0 )x{ \xx(uK)x -+- voy ) -»- x — vxxy]

-+- ( UQXV •+ I Y1 Bz = O.

Pour tous les points de A, on a

Comme vxK == -^> la droite A est donc située dans le

plan 7i2 représenté par l'équation

— e,, )xx — x\(wQz -+• i) -T- x — y\9 À O

ou

( TT2 ) ^ \ r /

' - + - f V y ( i ( l ) x l — \f— ' i \ x \ ( r — r 0

Si Ton pose
_ B ( uoxi -h i )- — 9 A y f w()(v

l'équation (~_>) s'écrit

( 7T.> )

Les équations de la droite D étant

x — xx y
= O,

on voit que le plan 7t2 contient la droite D et, par suite,
la droite A rencontre la droite D.

Ainsi les droites A s'appuient surD et sont tangentes
au cône C.

Quand le plan TT se déplace arbitrairement dans
l'espace, les droites A, représentées parles équations (TCI)'

et (îw2y, forment la congruence des droites s'appuyant
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sur D en restant tangentes au cône C ; les deux para-
mètres arbitraires sont p et a.

Les équations (TÛ  / et (îto)' montrent que par un point
quelconque to de l'espace il passe deux droites A qui
sont d'ailleurs les tangentes, issues de to, à la section du
cône C par le plan défini par la droite D et le point w.

Quand A se déplace dans un plan TC' passant par D,
comme A reste tangente au cône C, le plan TT qui passe
par A enveloppe la section du cône par le plan TZ. Ce
résultat est d'ailleurs facile à établir analvtiquement.

Soit

(-') x — x1~-y-i-kz = o

l'équation du plan izf passant par D. D'après l'équa-
tion (^2) on doit avoir, entre la constante k et les coor-
données u0, r0, wQ du plan ir, la relation

2 — 1A a? f wQ(ç — v0) — / i . 2À(^ =

M )2 •+•2 ̂  Oo — v) ^i((v0^, 4- k) = o,

c'est-à-dire, en remplaçant v par ~—>

CVst l'équation tangentielle d'une conique située dans

le plan des trois points ( x , , o , o ) , ( o , — ^—-> o),

( 0 , 0 , -~\ appartenant au plan TZ'\ et située aussi sur le

côneC, car, en annulant la variable d'homogénéité dans

Téquatioii de cette conique, on obtient :

B p uJ x\ -+- 2 A ji x\ v0 w0 = o
ou

B ul ->- > \^o^o = o,

c'est-à-dire l'équation tangentielle du cône C.



SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Tous les résultats précédents s'obtiennent aisément
par la Géométrie.

i° Le plan défini par le point O et la droite D est lan-
gent à la surface S et par suite au cône C, de sommet O,
circonscrit à cette surface (fig- 0', donc la droite D est

dans un plan langent au cône C; comme elle ren-
contre Ox en un point Di5 elle sera dans un des plans
tangents au cône C passant par la droite O.r, c'est-à-dire
dans le çA<n\xOy ou le plan xO z. Supposons la droite D
située dans le plan xOj ; elle touche le cône en uu cer-
tain point de Oy, soit I, qui est aussi le point de contact
avec la surface S du point tangent xOy ou (O, D); donc
la droite D perce le plan de raccordement de S et C
sur Oj .

2° Je considère la générairice D' de la surface S paral-
lèle à D {fig. a); le plan (D, D') coupe le cône C sui-
vant une conique y tangente en 1 à D et tangente aussi
l\ D', car le.plan (O, D') est tangent à la surface S et au
cône C en uu même point I' de D'; or le plan IOI' con-
jugué de D dans le cône est fixe, quand D est fixe;
donc 01' est une droite fixe. Dans le plan (D, D') asjm-
plole de la surface S, la droite D", équidistante de D
et D', contient le centre de la surface S; on peut remar-



quer aussi que D" contient le centre a de la conique y,
car ce centre est le milieu de II'. La droite D" reste donc
dans un plan P parallèle au plan OI'D' et équidislant de
ce plan et de D. La trace de P sur le plan xOy est une

droite S, parallèle à D et équidistante de O et de D. Ce
plan P, lieu des droites D" qui contiennent les centres
des surfaces S, est aussi le lieu de ces centres ; car si l'on
considère une surface S* se raccordant avec C le long
d'une conique y{ passant par I et I', son centre décrit D"
quand y< varie.

3° Si le plan P passe par un point donné A, il enve-
loppera un cône parallèle à C, de sommet A. Le plan
passant par D et parallèle au plan (O, D') coupe la
droite fixa O A en un point O'qui est fixe, car AO' = O A,
de sorte que le plan (O', D) enveloppe un cône C' pa-
rallèle à C, de sommet O'; la droite D, mobile dans le
plan xOy enveloppe donc la section de ce cône C'
par le plan xOy; celui-ci étant tangent au cône C
est parallèle à un plan langent au cône C'j donc la sec-
tion est une parabole Q dont les diamètres sont paral-
lèles à Oy.

4° Le paramètre de cette parabole ne dépend que de
la distance du point O' et par suite du point A au
plan xOy] donc le paramètre restera constant quand le
point A restera à une distance constante de xOy^ c'est-



à-dire décrira deux plans parallèles a xOy et équidis-
tants de ce plan.

5° Soit B le point de rencontre de la droite D et du
plan TZ (Jlg. 3 ) ; le plan TT tangent à une surface S la

coupe suivant deux génératrices A, A/dont l'une A passe
par B. Le plan (O, A) est tangent au cône et passe par le
point B; donc il est fixe : c'est le deuxième plan langent
au cône C (le premier étant xOy) passant par B. La
droite A étant l'intersection de deux plans fixes, T:
et (O, A), est (ixe. Le point de contact M de S et iz
étant sur A, le lieu de M, quand S varie, est cette
droite A. On voit que A s'appuie sur D et est tangente
au cône C.

Quand le plan iz se déplace arbitrairement dans l'es-
pace, les droites A forment la congruence des droites qui
s'appuient sur D et sont tangentes au cône.

Par un point quelconque co de l'espace, il passe deux
droites A qui sont les tangentes, issues de to, à la section
du cône C par le plan (to, D) .

Quand A se déplace dans un plan iz' passant par D,
comme A reste tangente au cône, le plan u, passant par D,
enveloppe la section du cône par le plan TZ' .


