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[M'3j=]
AIRE DE LA PODAIRE OBLIQUE DE L\ DEVELOPPEE OBLIQUE
DE L'ELLIPSE;
Par M. E.-N. BARISIEN,

Commandant d'Infanterie,
en mission a Conslantinople.

Le but de cette Note est de donmer quelques résultats
intéressants concernant l'ellipse et dattirer Pattention
sur ce que ce genre de questions doit pouvoir étre
géncéralisé, par cxemple, pour les courbes a centre.
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Il faut tout d’abord donner quelques définitions ct
notations.
L'équation de Pellipse est

b2x2+ a?y?— a?b? = o.

Nous appelons normales obliques en un point M les
deux droites qui sont inclinées d’un angle o sur la nor-
male droite. Ces mémes droites sont également des
tangentes obliques sous 'angle go® — w, et par consé-
quent coupent la courbe sous I'angle go° — w.

Chacune de ces normales obliques a pour enveloppe
une développée oblique.

Si, maintenant, 'on méne d’un point O des droites
inclinées sur chaque normale oblique d'un angle con-
stant 8, on aura sur 'une des normales des points P

ct P/, et sur Pautre des points P, et P. Le lieu de
chacun de ces points est une podaire oblique (sous
U'angle §) des normales obliques (sous Uangle ), ou
pour parler plus exactement, ces courbes sont des
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podaires obliques (sous Uangle b) des denzx développées
obliques (sous I’angle w).
Formons 'équation de I'une des normales obliques.
Si X est le coeflicient angulaire de la normale droite
et w celui d'une normale oblique, on a

H:)\t(ﬂ.

Prenons la normale pour laquelle n =2 + w. L'équa-
tion de cette normale est

y—bsing =tang(h + w) (r—acoss),

» étant Panomalie excentrique du point M. Cette équa-
tion s'éerit
zsin(h— w) —ycos(k + w)

= acososin(h+ w)—bsinocos(h + ).

Or
. 3 asine
angs = —+,
e b coso
. @ sing
Sinh = ——— : ,
Va?sin®e -~ bZcos?o
. b coso
COoS A = e ———

Var sin?g + b cos?y
:

I’équation de I'une des mormales obliques sous
Pangl
angle w est done

z(acoswsin ¢ + bsinw coso)
(1) —¥(bcosw cosy — asinwsing)

= c?cosw sin® cosy + absinw.

L’équation de la seconde normale s’obtient en chan-
geant w en — w, ce qui donne

z(a coswsing — b sinw cosy)
(2) ¢« —y(bcoswcosy — asinw siny)

= c2¢coswsing cosy — ab sinw.
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Formons maintenant les équations des deux proje-
tantes obliques sous I'angle §, abaissées du point O sur
la normale (1). Soient (o, 8) les coordonnées du point O
et v le coeflicient angulaire de 'une des projetantes.

On a
v =04+ X+ w—1800.

Par conséquent I'équation de T'une des projetantes
sur la normale (1) est
y—p=tangv(xr —a)
ou
x[bsin(f + w)coso + «cos(d + w)sing]
‘ — ¥ bcos(b+ w)cosw —asin(h+ w)sing]
(3 i = a[bsin(0 4+ w)coso + acos(+ w)sing]

— B[bcos(8 4+ w)coss —asin(f+ w)sing].

On a Péquation de la seconde projetante en chan-
geant § en — 0

‘ a{bsin(w —0)cosw + acos(vw —f)sino]
—y[bcos(w—0)cospg—asin(w—0)sino]
( = af[bsin(w—10)coso -+ acos(w—10)sing]

— Blbcos(w—0)coso + asin(w—6)sing].

On trouve de méme, pour les équations des projetantes
de O sur la normale (2), en changeant » en — w dans
les équations (3) et (4),

[ x[—bsin(w—0)coso + acos(w—0)sing]
) \ —¥[bcosvcos(w—0)+ asin(w—H)sing]
) =a[—bsin(w—10)coso +acos{w—0)sino]
( —B[bcosvcos(nn —0) -+ asin(w—0)sine],

z[— bsin(w +0)cosg + @ cos(w + 0)sino]
‘ —¥[b cosgcos(w + 0) + asin(w +0)sine]
<

6)
(6) r = a[—bsin(w + 0)coso + acos(w+0)sing]

— Blbcosscos(w—+0)+asin(w+0)sing].
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Nous avons maintenant tous les éléments pour cal-
culer I'aire de l'une des quatre podaires obliques sous
Uangle § des développées obliques sous 'angle w.

Ce calcul étant fort long, nous nous contenterons
d’en indiquer esprit.

Cherchons, par exemple, l'aire de la podaire dont
les équations (1) et (3) fourniraient I'équation de la
courbe par I’élimination de o.

On obtiendrait ’équation de cette courbe en posant,
pour abréger I’écriture, § 4+ v =c¢, et l'on trouverait
une courbe du sixiéme degré.

Les quatre podaires obliques des développées obliques
sont donc des sextiques.

Mais pour le calcul de T'aire, il vaut micux se servir
de la formule

. I dx dy

En résolvant les équations (1) et (3) par rapport a x
et a y, on trouve gue ces coordonnées sont des fonctions
rationnelles de sinp et cosy, ce qui monire que les
podaires sont des courbes unicursales. On trouve ainsi
que le dénominateur commun de x et y est

(a?sin2o + b cos?e ) sinb,
de sorte que x et y sont de la forme

F(<sino, coso)

v sinf(a?sin?e + 62 cos?g)’
Fy(sing, cosy)
Y = Sinb(a? sin?e <+ b2 cos2o)
dx d
On forme alors &% et &X. On trouve alors pour dU
dy dyp

une expression trés compliquée. Mais en intégrant de
©=04 5 =127, on voit qu'un grand nombrc d'intc-

‘ ]
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grales du genre de celle-ci
'./‘27r sin2g cosg d¢
, (a?sin?g 4 b2 cos?y)?
s'annulent. Eu il reste
ab , T sin?o cos?o dy
U= ——=]c*costw e F D TET
25mz0 ,  (a?sin?o -+ b2 costo)?

2w d
. )
+ a?b? SIN2w -
o (@2 sin2—+ b2 cos?y)?

b2 2 cos?e do
+ b2 - = ———
, (a*sin?o + 02 cos?o)?

27 -
o sinto do
“+ a*p? < st
(*sin?o+ b2 cos?o)?

<y
Or,
rr sinzo cose dy =
,’0 (a* em—u—r—b cos2':)" T abla+ b)Y’
27
/‘ T ds _ wla?+0?)
Jooo (aisinzo —— b2costo ) T asvs

27
cos?wo do 7

,(‘ (a? sm2 —i—b? cos2w )2 abs
[

sin?e do =

(a?sin?o — 0% cos?e)?  a’d

.

U devient done

— 2 oSy — 2 5 2 - B2
—2;”‘20[((1 )2 cosw — (a~ yoinlw + a?— 3]
ou
(8) U= S (@t b1 g2 2 82- vabcostw).
2 ~in20)

Comme cette formule ne change pas en changeant §
s€ | 8

en — B et w en — o, il en résulte que Paire des quatre

podaires obliques des développées obliques est la méme

pour un méme point (=, ).
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On voit, d’autre part, que l¢ lieu des points («, 3)
tels que l'aire (8) coit constaunte, est un cercle concen-
wique a Vellipse.

En d’autres termes, on a la propriété snivante :

8i, d’un point quelconque d’un cercle fixe concen-
trigue & une ellipse, on construit les podaires (sous
Dangle 0) des développées obliques (sous l’angle %),
toutes ces podaires ont une aire constante eégale a

™
= Sein76 (a?+ b2+ R2— 2ab cos?w),

R étant le rayon du cercle fixe.

Cette propriété, qui est déja connue Jorsque la po-
daire est droite et la développée est droite (c'est-a-dire
lorsque 6 = go° ¢t w = go"), cst donc tout a fait géné-
ralisée.

La formule (8) donne done laire commune aux
courbes licux des quatre points P, P/, Py, P).

Mais les droites OP, et OP| rencontrent la droite
MPP en Q et Q': les droites OP et OP' rencontrent la
droite MP, P en Qq et Q. Or la droite OQ rencontre
PP sous I'angle (6 + 20). De méme, la droite OQ),
rencontre Py 1 sous le méme angle (§ + 2 w). De méme,
les droites OQ, et OQ' sont aussi anti-paralléles pav
rapport aux droites PP et P, P}, et coupent, 'unc P, P},
Pantee PP, sous angle (§ — 20).

Il en résulte done immédiatement que les courbes
licux des points Q et Q), en substituant dans la for-
mule (8) § + 2w a §, ont pour aire corumune

(9) V= —.—E———-(a2+ 02+ 22+ 32— g ab cos?w).
28512(0 +2w) !

De méme les courbes licux des points Q" et Qg ont
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pour aire
'

(1) W= i =aa)

(a>+ b+ a2+ B?—2ab cos?w).

On a aussi la relation
(1r) Usin?8 =Vsin?(8 +2w) = Wsin2(§ —2w).

En résumé, sur les huit courbes lieux des points P,
PPy, P, Q, Q) Qi Q, quatre ont pour aire (8),
deux ont pour aire (9) et les deux autres ont pour
aire (10).

Lorsque la podaire est dvoite et la développée est
droite, ces huit points se confondent en un seul.

Il y adonc intérét a envisager divers cas particuliers.

1. Podaire oblique par rapport au point (a, B) de
la développée oblique. — Iormules générales (8),
(9), (r0).

Si (2, B) est an centre de Pellipse,

(['_’,) U:‘—m(a —+ 02— 2ab cos? (l))
= (a4 b2— 2ab cos?

= Ssint(0 4+ 2w ¢ —2abcostw),
™

2s5in2(f — 2w)

(1t) W= (a2+ 62— a2ab cos?w).

lI. Podaire droite par rapport au point («, B) de
la développée oblique : § = go°.
(13) U= f(a2+b’+a?+{3'-’-—2abcos?w),
(16) V=\W= ;*cgs;—)—(—) a?+ b2 a2+ 82— 2ab costw).

.. o
Sta=u0, 3=o0,

() U=

v ia

(24 b2—2abcos?w),

(18) V=W = — (@24 b2—sabcos’om).
2 CoN2om
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1. Podaire obligue par rapport au point (., B)de
la développée droite : w = o.

(19) U= ;;El;—a[(a—-b)’—kacz—i—ﬁ’]:V:\V.
Sl %L =0, 3 =0,

w
(20) U:V:\V:m(a——b)’.

IV. Podaire droite par rapport au point (a, 8) de
la développée droite : v = o.

(‘2() U:V:W:g[(a_b)z+ag+p2].
Si U.:O, ﬁ:o,
(‘22) U:V:\V:;(a_b)ﬁ

V. Lorsque » == go°, la développée oblique devient
Pellipse.

Par conséquent, la podaire oblique de Uellipse par
rapport au point («, 3) a pour aire

s

D% — 2 2 2 R2
(23) U”—-zsinlt)(a + b2+ a4 B2),
et sa podaire droite

(24) U=§(a‘l+b‘2+a?+{32).

Lorsque le point (z, 3) est le centre de I'ellipse, on
trouve pour la podaire obligue du centre de 'ellipse

(25 e " (ata b2
(25) Uﬂmsinﬂ)(a + b2),
et pour sa podaire droite

(26) U= (at+ 062,
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Voici encore quelques propriéiés relatives a ces aires :
1° Si I'on considére I'aire (8) de la podaire oblique
de la développée oblique sous I'angle w et I'aire sui-
vante de la podaire oblique de la développée oblique
sous I'angle perpendiculaire au premier, go°+ w,

(27) U= 75'._7;.?6(““‘ b2+ a2+ B2— 2ab sintw),
on en déduit
(28) U U= nab cos2w

y— U= 52050520,

sin2()
Done, quel que soit le point (x, B), la différence des

aires U, — U est constante.

Lorsque la podaire et la développée sont droites,
(29) U;—U =m=wab,
ct, quel que soit (%, B), la différence U, — U est égale
a laire de Pellipse.

2° La formule générale (8) de l'aire peut encore
s'écrire de la maniére suivante :

sin20 < U = [E(a — )+ = (2 32)} cos?w
2, 2
+[Et'a2+ 02) + ?(13—%@‘-’)‘] sin2w.
2 2, /

Or, si nous désignons par Py la podaire du centre de
Pellipse, par Py, la podaire du centre de sa développée
et par ¥ la demi-aire du cercle ayant pour rayon la dis-
tance de O au centre de Vellipse, cetle expression devient

1
sin2{)

(30) U=

(Pgsin?w + Ppcos?w + 3),
car

' . = o ox .
Pﬁ= -(az—i—[)?;). l)l.—-_‘-—(a_..[))?7 ‘\_‘=_(12+ ?2)'
2 ' 2 B
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3° On trouve pour I’équation de la podaire droite de
la développée oblique, par rapport au centre de I’elli pse,

(22+32)2[ (b2costw + a?sin?w)a?
+ (b2sin?w + a? costw) y?
(31) q

—2c?zy sinw cosw |

= [(a2z?+ b2y?) sinw — ctay cosw]2.

Cette courbe est en général une sextique et a pour
aire 'expression (17).

Lorsque w = o, on retrouve I’équation connue de la
podaire du centre de la développée

(32) (b2x2+ ay?) (x2+y2 )2 = ctz2y2.

Pour w = go°, on a la podaire du centre de Iellipse,
c’est-a-dire la quartique

(33) (z2+ y2)2 = az?+ b2y2.

4° Aire d’une développée oblique de l’ellipse. —
Considérons la dévcloppée oblique qui est I'enveloppe
de la droite (1). Si I'on prend la dérivée de I'équation (1)
par rapport a @ et si 'on résout ces deux équations par
rapport & x ct y, on trouve pour les coordonnées d’un
point de la développée oblique

x = sinw(b cosw sing + a sinw cosg)
c2

T ab

cosw (b cosw cosdy + a sinw sindy),

y =sinw(bsinwsing — a cosw cosae)
: 7
2

C . . o
+ 25 cosw(bsinw cos3¢ — acosw sindg).
Ce point qui est le centre de courbure oblique s’obtient
d’ailleurs par une propriélé connue, en projetant le
centre de courbure en M relatif a la normale droite, sur
la normale oblique. De sorte que si R est le rayon de
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courbure oblique et R le rayon de courbure droit, on a

R’'= R cosw.

L’aire A s’obtient au moyen de la formule
1/ dx dy
dy =1 (4% _ Y.
2 (‘7 dy dtp)
On irouve, par un calcul facile, en intégrant de = o
ap=oamw:

3wct

=T in2 - s2w.
(34) A =rwabsin?w Sap Cost®

Telle est I'aire de la développée oblique. On voit que
la développée oblique, enveloppe de la normale (2),
a méme aire (34). Si 'on pose

Imet
E= nab, D= m)
E et D étant les aires de Pellipse et de sa développée,
Paire de la développée oblique sous 'angle © prend la
forme remarquable suivante :
(35) A =Esin?w — D cos?w.

Cette formule cst a rapprocher de celle qui donne
Paire de la podaire dioite du centre de la développéce
oblique

(36) U = P sin?2w + Pp cos?w.



