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SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSEES.

597.

(1861, p. 399 )

St Uon prend les polaires des points milieur des cétés
d’un triangle, relativement & une conique quelconque
inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un
triangle qui a une surface constante. (Fatre.)

SOLUTION

Par M. Nicoral, a Pisloia.

Prenons pour axes de coordonnées les deux cotés OA, OB,
du triangle OAB et posons OA = a, OB = b; I’équation d'une
conique tangente aux deux arcs de coordonnées est de la

forme
<I+'}’ 1)2—L275r)‘-—0
P q ' ’

et la condition nécessaire et suffisante pour que la dioite AB
soit une tangente est

5 — 2(p—a)(b—gq)
T abpg

On trouve alors pour les coordonnées des polaires des
points milieux des cotés du triangle OAB, relativement a
une conique quelconque inserite dans le triangle. les expres-
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sions
b [ z(a—p)(b—q)] 1
A= —|1—-—— L — -
2pq ab 14
Azz_b_[,_i(_";f’_)_(l)_—q)]_;_i(i_,),
2pq ab p\2p
Aa:i(“g‘—-l),
p\2p
1 /b \
Bj=—-(——1 y
' q(‘zq )
2pq ab q \2q
1;3:1[1_&_;@%_9)]_1,
2pq ab p
b
C]—-I—;q—,
Cy= e _ bt
2p 249
C3=|——%-

Soient T la surface du triangle en question, 8 I'angle que
OA fait avec OB; pour évaluer T, utilisons la formule

A, B, C, 1
A; B, G,
T— As; Bi G3 lsind .
A, By | |As Bs| [ A, B[’
21 A, Bgl"Al B,HA, Bz‘

de Ia, en développant aprés quelques réductions,

T = Labsino.
2

Les polaires des points milieux des cotés d’un triangle, rela-
tivement a une conique quelconque inscrite dans le triangle,
déterminent donc un triangle ayant méme surface que le
triangle donné.
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1804.

(1898, p. 40 )

Soit M un point variable situé sur une ellipse de foy ers ¥
et F'. La parabole qui est tangente ¢ MF et MF' en F et I’
a méme axe et méme foyer que la parabole osculatrice ¢
Ucllipse en M. ( BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. Dtrorcao.

Soit wle centre du cercle osculateur en M a I'ellipse donnée.
ct soit I le milieu du segment Mo : on sait que le cercle de
diamétre MI est le lieu des foyers des paraboles qui admettent
v comme centre de courbure relatif au point M. Le diamétre,
MO, de I'ellipse donnée étant d’ailleurs évidemment paralléle

I=) ~ \

| { L
a Paxe de la parvabole osculatiice en M 4 cette ellipse, cctte
parabole admet pour foyer la projection, ¢, du point I cur la
droite Mo, symétrique de MO par rapport a la normale Vw.

La direction MO ¢tant évidemment aus<i celle de Paxe de la

parabole tangente en I' et F aux droites MF et ML, il nous
reste & prouver que le point o comncide avee le foyer o' de cette
parabole : or, ce point est, comme on sait, le milicu de la
corde interceptée sur la droite Mo par la circonférence MFF',
La question revient done & montrer que la projection P du
point w <ur Mz appartient a la circonférence MFF' ¢ il suffit
pour cela de prouver I'é¢palité

(1) MO MP = MYV,

N et N étant les points ou la normale M coupe 'axe focal et
le petit axe de Pellipse donnée, car le point N appartient au
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cercle MFF'. Soit K la projection de O sur Mw, on a visible-

ment
MO.MP = Mw.MK.

D’ailleurs, on sait que les paralléles mendes repectivement
de w et N aux droites NO et KO se coupent sur MO : on a

done
MN MK

Mo — M\

et I'égalité (1) <e déduit immédiatement des deux précédentes.
La propriété énoncée en résulte.

\utre réponse de V. Li 2.

1806.

(1898, p 388 )

On considére une série d’ellipses concentriques et ayant
méme direction d’ares et un point fire M de leur plan.
Soit TT' la corde polaire de l'une de ces ellipses par rap-
port @ M. Le liew du foyer des paraboles bitangentes
lellipse en T et T' est la droite qui joint les projections
de M sur les ares des ellipses. ( BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. Duronrcq.

Transformons homographiquement la figure, de sorte que
les points a Pinfini des axes des coniques considérées de-
vicnnent les points cycliques. Ces coniques se transformeront
en hyperboles équilatéres concentriques, et, aux points c)-
cliques de la premiére figuie, correspondront les points a 'in-
fini de deux directions rectangulaires, de sorte qu’on ama a
démontrer la propriété suivante :

On considére une série d’hyperboles équilatéres de méme
centre O, et un point fire m de leur plan. Soit tt' la po-
laire de m par rapport ¢ l'une de ces hyperboles : il existe
une parabole bitangente en t et t' « U'hyperbole. On con-
sidére Uangle droit circonscrit & cetle parabole, dont les
rotes sont paralléles & deuv ares fiaes donnes . le liew du
sommet de cet angle est la normale av midicu de mO.
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Je vais, en effet, démontrer que cette normale est la direc-
trice commune a toutes les paraboles envisagées. On sait, en
effet, que si I'on considére toutes les coniques tangentes en ¢
et ¢ aux droites mt et mt', le point m a la méme polaire par
rapport a leurs cercles orthoptiques, et que cette polaire
est la perpendiculaire abaissée sur m O de Porthocentre du
triangle m¢t’. Comme le cercle orthoptique de Phyperbole
équilatére se réduit a son centre, et celui de la parabole, a
sa directrice, la propriété annoncée devient immédiate.

Autres réponses de MM. AupiBent, DURLIMBERT, LEZ, MERLIN.

1807.

(1898, p. 388.)

Soient M un point du plan d’une ellipse et PQ la corde
polaire de cette ellipse par rapport @ M. Le lieu des
points M, tels que la parabole bitangente a U’ellipse en P
et Q ait son foyer sur l’ellipse, se compose des deux cercles
de Chasles concentriques & U'ellipse et ayant pour diamétres
la somme ou la différence des axes de Uellipse.

( BARISIEX.)
SOLUTION
Par M. Durorca.

On sait que si, sur une normale & une ellipse en un point ¢,
on porte de part d'autre de ¢ des longueurs oM et ¢ M’ égales
au demi-diamétre conjugué du diamétre O, les points M et M’
engendrent les cercles de Chasles : les droites OM et OM’sont
¢galement inclinées sur les axes de 'ellipse et, comme ¢ est le
milieu de MM, on voit que ces droites sont les asymptotes de
I'hyperbole, homofocale a I'ellipse, qui passe par .

Cela posé, supposons que le point ¢ de I'ellipse donnée soit le
foyer d'une parabole bitangente a cette conique en P et Q, et
soit M le pdle de PQ. Considérons I'involution des tangentes
menées de o aux coniques bitangentes en P et Q a 'ellipse;
dans cette involution se correspondent les droites isotropes
issues de ; les rayons doubles sont d’ailleurs évidemment la
droite oM et la tangente en ¢ a Pellipse; ces droites sont donc
rectangulaires; autrement dit, ¢ M est normale a I'ellipse en ¢.

D’autre part, la droite MO est évidemment paralléle a 'axe
de la parabole considérée; par suite, les droites MO et Mo
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sont également inclinées sur les tangentes MP et MQ : il en
résulte qu’elles sont tangentes a une méme conique homo-
focale a I'ellipse donnée; autrement dit, la droite MO est une
des asymptotes de I'hyperbole, homofocale a I'ellipse, menée
par o. Par suite de notre remarque préliminaire, le point M
est donc sur un des cercles de Chasles de I'ellipse.

Réciproquement, si M est un des deux points correspondant
a v sur les cercles de Chasles, la conique de foyer o, bitan-
gente en P et Q a Uellipse, est une parabole; car, MO et Mo
étant alors également inclinées sur les tangentes MP et MQ,
la droite MO passe par le second foyer de cette conique, dont
elle est bien évidemment un diamétre.

Autres soluticns de MM. DURLIMBERT et LEzZ.

1804, 1806 et 1807 (!).

SOLUTIONS ANALYTIQUES
Par M. L. RIPERT.

I. Résolvons d’abord la question 1806. L’équation générale
des coniques bitangentes a (02224 a?y?— a?b?= o) aux
extrémités de la corde polaire (b2ax + a8y —a2b2=o0)
du point M(z, §) est

Mbax + aBy — a2d? )2+ 0222+ a?y?— a2b2?=o
ou

bab2a2+ )z +2habaBay + a2(ha2 P2+ 1)y2+...=o.

s 1 . .
La parabole correspond & 4 =— AT i son équation
développée est

( Brr2—aafay + 22y2420%ax +2a2By

— (a2f2+ b2a2+ a20?) = o.

(1)

D’une maniére générale, on sail que, les coordonnées étant
rectangulaires, le foyer de la parabole

(AX?+ 2BXY+...+ F'=o0)

(') Ces trois questions sont connexes et dépendent des mémes
calculs.
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a pour coordonnées
o G(AF + CF - D2— E‘-'»)7:2BDE ‘
- 2(A + C)(BE - CD) ’
__ A(AF +- CF — D2+ E2) — 2 BDE
- 2(A + C)(BD —AE) ’

Par application, les coordonnées du foyer de (1) sont, avec
2= a— )2,

a(a?—+ B2+ ¢2) o P(erB2—c?)

() w=mmieny T S ey

b

et elles «atisfont, quels que soient @ et b (et méme a2 et 62)
a P'équation

~

"
— 4=

=B
L’are de la parabole (1) est la droite

9 4
(3) 2y —Br - azc%:‘; = 0.

II. Si M e<t un point variable de Uellipse fine (ques—
tion 180%), la purabole polaire de M devient la parabole
osculatrice en M les équations (1), (), (3) 1estent les mémes
[en remplacant, <i T'on veut, le dernier terme de (1) par
—aa?h2]|. La parabole tangente & MF et MF'en F et F' a
pour ¢quation

(2y —Bx)—afcy — 32c2=o.

Elle a méme axe (3) ct méme foyer (2). La propriété s’ap-
plique aussi bien a la parabole polaire d’un point M du plan
yu'a la parabole osculatrice d’un point de la conique.

HI. A cause des coordonnées (2), 'équation du licu de la
question 1807 est
b2a?(a2—+ B2 c?)?
—_ a3@2(12—|— @2_ c2)2— 4a~zbz(az+ 32)2: 0.
Cette équation s¢ décompose ainsi :

(1) @202 a2+ B2— (a0 2|[a2+ 32— (a—b)2] =o.
. Q. F. D,
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Réciproquement et plus généralement, la conique d¢tant
ellipse ou hyperbole, si le point M décrit un cercle concen-

trique (a2--52=R2?), le¢ foyer (2) devient une ellipse

L LR
(R2—¢2)2 (R2—c2p2 4[{2’

la méme pour toutes les coniques homofocales, et qui, dans
les cas (ellipse) de R=a + b ou R = a — b, devient
r? ¥?

—
a? b2

Le foyer d’une parabole polaire par rapport a une hyperbole
ne peut jamais se trouver sur cette hyperbole.

Remarques. — Toutes les paraboles polaires d'un point M
par rapport a une famille de coniques homofocales ont méme
axe (3) et méme foyer (2). Il en est ainsi en particulier des
deux paraboles osculatrices a deux coniques homofocales en
chacun de leurs points communs.

On peut ctre tenté de dire. a cause de 'équation (4), que,
dans le cas de I'hyperbole, le lieu (1) de M cst le systéme
des asymptotes (a2 32+ b2a2=o. a? et H2 étant de signes con-
traires). Mais un point pris sur une asymptote n’a pas de para-
bole polaire; car, s'il en avait une, clle admettiait asymptote
de I'hyperbole pour asymptote finte, ce qui est absurde.

Toute propriéte de la parabole osculatrice en un point d’une
conique parait devoir donner naissance a unc propriété de la
parabole polaire d’un point du plan. C'est un fait remarquable,
analoguc a celui des propiiétés de la tangente en un point que
I'on rctrouve, souvent identiques, parfois géndéralisées, dans la
polaire d'un point.



