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[B10]
USAGE DES FORMES QUADRATIQUES DANS LA THEORIE
DES EQUATIONS;

Par M, H. LAURENT.

Désignons par «,, a, .. ., a, les racines d’une équa-
tion de degré n a coeflicients réels

f(‘z‘):())

et par sy, $4y 52, ... les somnes

Zao, Za, Ea%

Considérons la forme quadratique

o(ay) (So+ 31@1 ...+ 3pgal™!)?

+ o(ap) (Bg+31@p~+.ct+3pgal1)2=V,

Si les racines a,, a,, ... sont toutes réelles, et si la
fonction ¢ (x) est réclle, V sera tout décomposé en n
carrés réels; mais si, parmi les racines «, il s’en trouve
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d’imaginaires, on pourra encore décomposer V en n car-
rés réels, mais une petite transformation sera néces-
saire. Or, je dis qu'a chaque couple de racines ima-
ginaires conjuguées correspondront deux carrés de
signes contraires réels.
Supposons, en cllet, @, et a, imaginaires conjuguées

et soit
¢la;))=P+Q V—1;
on aura
ol =P — QYT
Soit
g4 @y ... —at 1z, =X+ Yy,
on aura
So As 3y ... al Mg, =X - Y /1,

¢t la somme de nos deux premiers carrés sera

(P+Qy—1)(X+Yy=1)
+(P—Qy—1)(X—Yy—1) = P(X2—Y2)— 4QXY,

ce qui est bien une somme de carrés réels, I'un positif,
Pautre négatif.

Fn second lieu, les carrés dont la somme fait V ne
seront distincts que si les racines de f=— o sont iné-
gales, et 'V serala somme de p carrés distinets si les
racines de f se réduisent a p distincts, c’est-a-dire si
I'on compte pour une un ensemble de & racines égales.

Ceci posé, nous allons tirer de la remarque précé-
dente une foule de conséquences plus ou moins inté-
ressantes.

'1. SllppOSOl]S 5?((1 == 1, Oon aura

J— ~ - ! nol . L ~ -
V= E(oo-‘%— ;31 + ...+ @, Sp—y)?= E~,‘~<IS,’+!.
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Soient

© le nombre des racines positives de f = o;

v le nombre des racines négatives;

2 I le nombre des racines imaginaires, abstraction faite
de leur degré de multiplicité;

r = » -+ v le nombre des racines réelles;

P le nombre des carrés positifs ;

N le nombre des carréds négatifs de V :E:izj Siyj
décomposé en carrés réels.

On aura
r == l = P, I = N,

r=P—N.

Et si Pon forme le polynome en x

So— 5y v Sp—
51 e R N
=X,

S $3 Sn+1

en appelant v le nombre de ses variations, on aura

v=P

’

et N sera égal & n— P — v, © désignant le nombre
des racines nulles de X = o.

2. Prenons © = x — a, on aura
v =2 (. —a;)(50+ @;33+...+af 15,4)2
=2zizj(x81+j— Sivy+1)-

Soient toujours

P le nombre des carrés positifs récls;
N le nombre des carrés négatifs de V;
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¢ le nombre des racines de f(ar) = o supérieures a x;

¢’ le nombre des racines de f(a) = o inférieures a x.
On aura

N=I-+p P=I-¢g

, et
N—P=p—p,

ety sil'on appelle Py, Ny, 24, o ce que devienneut P, N,

¢y ¢’ quand on change x en z,,

Ny=1-gy Py=1-—5¢),
el, par suite,

P—Py=g"—p};

donc le nombre des racines de f'= o comprises entre x
etxr, cst la différence entre le nombre des carrés posi-
tifs que présentent les polynomes V() et V(ary) ou, si
Pon veut, la différence du nombre de variations des po-
lynomes en ¢
Sn-1 L — Su

Sn — Sp—1

lorsque 'on suppose successivement @& = x, x =ay,
théoréme analogue au théoréme de Sturm, et que jai
donné dans mon 7'raité d’Algéchre.

a a .
3. Supposons toujours © = (x — a) et
A} =2(.’L‘———a,)(:0+. co— ZpgaltTl)?
=E"’i5/(wst‘+i—st+/+1)§

le discriminant de V pourra se calculer de deux ma-
niéres :
1° Soit directement, et ce sera

{ S0 — S| ST — S8y ... Sp T — Sy |

! I

i .
I

A=" 528 2 —8; ... SpT— Spsq |5
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2° Soit en observant que le discriminant de

E(x——a,-)X?

estégal a (r — a\)(x —az)...(x —an) multiplié par
le carré du déterminant de la substitution

X,::zo—!— a‘z,+...+a’1‘“:,,,_,,
Bt tie ettt ety
qui est égal a
| So S1 ... Sp—q
St S22 ... Sn :Do

cn sorte que
A=D(x—a))(x—as)...(x-—-a,),

il en résulte qui si D est différent de zéro, A = o sera
unc des formes de I'équation f= o. Mais, si D= o,
notre conclusion est inexacte.

Si f(x) a toutes ses racines inégales, D ne sera pas
nul et f(x) = o pourra étre remplacé par A = o.

Si f=:0 a une racine double, V se réduit a n —1
carrés, son discriminant A est nul, mais ses mineurs
ne le sont pas, ce sont les discriminants de V obtenus
en annulant la variable 5,_, et en faisant abstraction
d’un carré correspondant a la racine double, mais en le
doublant, en sorte que f=o0 débarrassé de sa racine
double, ou plutdt 1éduit a n'avoir plus cette racine
qu'en qualité de racine simple, sera

| S — 8§, .. Su-2X¥ — Sp—y
SIX¥ — S3 ... Sp—1 & — S, =0,

el, en général, si I'(x)=o0 désigne ce que devient

J= o quand toutes ses racines multiples sont rempla-
cées par les mémes racines réduites a étre simples, F



( 318)
s'obtiendra en supprimant les p derniéres lignes et les
p derniéres colonnes de A, p désignant le nombre des
facteurs premiers de f que I'on doit supprimer pour
qu’ils deviennent simples.
Nous avons ainsi un moyen de supprimer les facteurs
multiples d’une équation.

€
-~

4. Si nous faisons o (x) = }((Zr) )

po]ynome anier, nous trouvons

4 (a) désignant un

. Ylay)
V= 2 Fan)

=X
Le discriminant de V est ¢(a,)¢(as)..., cest le

premier membre de la résultante de f(x)=o0 ct
Y(x) = o, on a donc

(59+ 34@) .5 qalT1)?

Y(ay) Z Ylaar '

S'(ar) S'(ar)
Rel g doa gyt
S (ar) JS'(an) ’

ct les fonctions symétriques qui sont les éléments du
déterminant R sont trés faciles a calculer.

},((i’;)) a? est le cocfficient de ; dans le quotient
Y(z)zr
S(z)

Iy a, dans ce qui précéde, non pas des théorémes
isolés, mais une véritable méthode que I'on peut appli-
quer dans une foule de circonstances. Ainsi, dans
I'exemple du n° 2, y’ai fait connaitre un théoréme ana-
logue a celui de Sturm, mais il existe une infinité de
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théorémes analogues permettant de séparer les racines
d’une équation algébrique; on peut en effet remplacer
la fonction V par une quelconque des suivantes :

Z (2 —a)a2r(zo+ 5@ +. ..+ zpgan=1)?

a2l
E (o ma . saanl),

Eunfinles considérations précédentes, en faisant nsage
du calcul intégral, peuvent s’appliquer également aux
équalions transcendantes, et méme aux systémes d’équa-

q ) y q
tions a plusieurs inconnues. La méthode une fois indi-
quée, le lecteur pourra considérablement augmenter le
nombre des applications.



