NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

Solutions de questions proposées

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 1
(1901), p. 281-288

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1901_4_1_ 281_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1901, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1901_4_1__281_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1075.

(1872, p. 190.)

Le nombre des nombres premiers compris entre un
nombre entier positif A et son double est moindre que
celui des nombres premiers non supérieurs & A.

(L1oNNET.)

SOLUTION
Par M. E. Lanpar.

Le théoréme démontré, il y a quelques années, par
MM. von DMangoldt et de la Vallée-Poussin que le
nombre w(x) des nombres premiers inférieurs a x est

asymptotique a ne prouve que l'¢galité asymptotique

log
des deux grandeurs en question; ce n'est que la proposition
suivante, due & M. de la Vallée-Poussin, qui permet de tran-
cher la question :

n(z) = Li(z) + O(z e-avivsx),

ou Li(x) désigne le logarithme intégral, @ unc constante
positive et O[G(x)] une fonction telle que son quotient par
G(z) reste fini pour z = w.

En effet, en vertu de I'identité

dx x x "~ dr

= o —— - —
logz — logzx = log?x logsx

x & x
= 4+ —— + O ———
logxr  logx log3r
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on a, I'ordre de grandeur de ze~*VI%8¥ grant inférieur a celui

T a2
log3z
x r xr
ogx og2r og3x
2 ) 27 x
w(2r) = -+ Of—.
(22) logz+loga  (logz-+log2)? (log*.r/
2z 2logu.x o
= Togz  Tlogiz T Togiz +O<10ﬂ3 r>
=] =] D

Or, I'excés du nombre des nombres premiers compris entre
z ct 22 sur celui des nombres premiers inférieurs & z est

w(2x) —2m(z)=—2log2 f_ + 0 <]?)T:7:;‘J.)5

=] ol /
cet excés est donc négatif pour tous les & supérieurs a unc
certaine limite. Le calcul de cette limite, a partir de laquelle
le théoréme en question est ainsi démontré, n’offre aucun
intérét, car elle dépassc de beaucoup la limite des Tables de
nombres premiers.

1548.

(1885, p. 487.)
Prouver que

(Can—zp,n—p>x< G .
nmEARRTR p) = entier.
Cr.p
(GATALAN.)
SOLUTION

Par'M. E. LaNpavu.

En posant
n—p=ux, p=ay

il s’agit de démontrer que

( Czr.. x, X (0% T, Xy )2

5
(J.r,—o-.r,, X,

oxyloxlary !l nxy 2y y!
1,!x,!.2'1!x,!r,!zglxglxgl(m%—xﬁ!

! '
oxrilaxrlory!l o .
- X L L T 2 7 = entier.
gt st st (i )
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Pour cela, il suffit, en vertu du théoréme que j'ai établi (p. 356
du t. XIX, 1goo) que

(1) 2[2p1] + 2[2p2]123[y1] +3[p2] = 21+ 02],

pour toutes les valeurs de y,, ), comprises entre o ct 1 (inclu-
sivement).
1° Pour yy=1, ¥a=1, I'on a en eflet

2° Pour yy=1, ya<1, (1) prend la forme
b-+2[aya]23 +1=14,

ce qui est évident, [»y,] étant 0 ou 1;
3° Pour yy <1, yo=1, (1) revient pareillement a Iinégalité
évidente

7

o2 ] i3 4+1=1;
4¢ Pour yy <1, y2 <1, il faut prouver que
2[2p1] +0[202] 2[y1+ 021

En effet, la plus grande des deux quantités 2y, 2y, est,
a elle seule, au moins égale a leur moyenne arithmétique

Vi Ya-

1675.

(1894, p. 4 °.)

On considére tous les cercles de rayon constant tangents
a@ une conique. Lieuw du péle de la seconde corde d’inter-
section du cercle et de la conique par rapport & la conique.
Cas particulier d’un cercle de rayon nul. Montrer que,
dans ce cas, le péle de la seconde corde d’intersection du
cercle et de la conique n’est autre que le point fixe du
théoréme de Frégier, relatif aux angles droits ayant leur
sommet au point considéré de la conique.

( ANDRE CAZAMIAN.)
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SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

1° Cas d’une conique & centre (ellipse). — Soit 'équation
de Pellipse

(1) 0222+ a’y?— a2b?=o.
La tangente au point (z;y4) de I'cllipse a pour équation
bax—atyy, — a®b2=o.

La seconde sécante d’intersection de P'ellipse avec un cercle
tangent en (1) a I'ellipse a pour équation

(2) baxry— ayy,+ = o;
de sorte que 'équation de ce cercle est de la forme
1 ( A(b222+ a?y?— a2b2)
B atyy,— arb?) (b2zxry— ayy —+ 1) = o,
avec la condition
)= yibirt,
c2
Ein tenant compte de cette valeur de X, ct de la relation
) b} + aty} = ab,
I'équation (3) du cercle devient
a bt (x4 y?)
(5) ? +02c(pp— @) xryx+ a?e(n=-ab)y,y
— a?b(pcr+ atyl + brx}) =o.
Si R désigne le rayon de ce cercle, on a
4R2a8b® = bhcva} (i — a?b?)?

+ ateryi( 4+ a?b?)2+ 4asbb (e + at yi + biax}).

(6) ;

Or, cette relation peut s’écrire

(7) {R2a808 =(b'x} + aty}) [ mer+ a?b2(a+ b2)]2.
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La polaire d’un point (z, 8) par rapport a I'ellipse donnée
est

(8) b2ax + a?By — ab?=o.

En identifiant (2) et (8), on trouve

x ~——
(9) AR

« B —arbr’

On aura le lieu du pole (z, 8) en éliminant zy, y4 et u entre
les équations (4) et (7) et les deux équations (9). En résol-
vant (9) et (4), on trouve

aba
x]_ i —
\/b‘lx‘-’—f—a2"3'-’
abf
T rnr e
—a3bs
po= =

Vbrazi a2 @

En portant ces valeurs dans (7), on obtient pour I'équation

du licu
4a2b?R2 (D202 + a2B2)?

= (b*x2+ a* 32)[(a?+ b2) /b ot a2 32— abe? |,
ou, en chassant le radical,

( 3(b"a?+ a*82) [(ar+ 02)2 (D222 + a?(?) + cta2b?]
(10) _4a2b2R2([)2a2+a2ﬁ2)1$?
? =ja*b2ct(a+ b2)2(D2a% + a?B?) (b a2+ a*f2)?;

c’est une courbe du huitiéme degré.

L’équation (7) donne les deux valeurs de y, correspondant
a chacun des deux cercles de rayon R, tangents a 'ellipse au
point (zyyy).

Lorsque R = o, on a

a?b?(a%+ b?)
T e 7

(1) wo=
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et le lieu (10) devient

(12) (@4 02)2 (D22 + a?B?) — cta? b= o}

c’est unc ellipse concentrique et homothétique & Iellipse
donnée.
En portant la valeur (11) de ¢ dans (g), on a

. cary ¢ty
13 qd = — D:——-
(3) ar+ b2’ LEPE S/t

Considérons maintenant le triangle rectangle inscrit dans
Pellipse, ayant le sommet de langle droit en (z;y;) et les
cOtés de l'angle droit paralléles aux axes. L’hypoténuse de
ce triangle a pour équation

(14) y=—r——

Celle de la normale en (x4 y4) est
(15) atxry;— O2yxry= ctxy ¥

En résolvant (14) et (13), on trouve pour les coordonnées du
point de Frégier

2y 2

X = ——55 f = e
a— b2 J at+ 02

)

ce sont précisément les coordonnées (13).
Donc, lorsque R = o, le point (a, ) est bien le point de
Frégier relatif a la normale au point (4 yy).

2° Cas de la parabole. — Le calcul se conduit d’une facon
tout a fait analogue au cas de la conique a centre.
L’équation de la parabole est

(16) Yi—opx =o.
L’équation della tangente en (x; y;) est

(17) Yy = pT—pri=o.

Celle de la seconde corde d’intersection est

(18) Y¥i—+=px -1 = o.
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L’équation du cercle tangent a la parabole en (2 yy) est
(19) Myr—2p2)+(y1—pz—px:)(yy1+px+p)=o,
avec la condition

A=—(y}+p?)=—p(221+p)
1’équation (19) s’écrit donc

(20) ( P2+ ) +p(p—3pxy—2p)x
—r1(p—=px)y +ppri=o;

R étant le rayon de ce cercle, on trouve

(21) iR pP =221+ p)[p—p(z1+2p)]*

La polaire d'un point (a, 3) par rapport 4 la parabole a pour
équation

(22) px—By+pr=o.

En identifiant les équations (18) et (22), on trouve

(23) yi=—258,

(24) w =pa.
De (23) on déduit

(25) z = -)6;1

Si donc on porte dans (21) les valeurs (24) et (25) de p
et de 24, on trouve

(26) (B2+p2) (RB2—2pa+ jp2)2=16R2p*.

Dans le cas de la parabole, le lieu de (a, B) s’abaisse de
deux degrés et devient une sextique.
Si, dans (21), I'on fait R = o, il vient

p=p(ri-+op).
Alors, d’aprés (21) et (23),

(27) o=ux+ 2p,

(28) B=—0
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Ce sont encore bien les coordonnées du point du théoréme de
Frégier, relatif au point (z, y1).
Lorsque R = o, le lieu du point (2, 8) est la parabole d’équa-
tion

(29) B2—opa—+ fpr=o.

Autre solution de M. H. DELLAC.

1823.

(1899, p. 244.)

Deuxz coniques C et Gy ont en commun le foyer F, auguel
correspondent pour chacune d’elles les directrices A et Ay
qui se coupent au point D. Démontrer que les tangentes
communes & ces coniques passent par le point de ren-
contre de la droite qui joint les deux autres foyers F' et F
et de la perpendiculaire élevée en F & la droite FD.

(M. p'OcAGNE.)
SOLUTION
Par M. J. LEz.

Soit AA,; une tangente communc qui coupe F'F} en M; les
deux autres tangentes issues de M devant faire avec MF des

LADT‘
c \A
4 g
M

T~
A A,

angles égaux a A/M}’, et du méme coté de MF, coincident.
M est donc un ombilic.

La droite FM, joignant deux ombilics conjugués, a méme
podle par rapport aux deux coniques; ce pole est a la fois sur
les polaires A et A; de F, c’est-a-dire en D; et alors FNM,
polaire du point D de la directrice A par rapport a C, est per-
pendiculaire a FD, ce qui démontre le théoréme.

Autres solutions de MM. AUDIBERT el DRroz-FARNY.



