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[Bla]
THÉORÈME RELITIF AUX MIXEURS D'UN DÉTERMINANT;

PAR M. VOGT,
Professeur à l'Université de Nancy.

M. Netto a démontré {Acta mathematica, t. XVII,
et Journal de Crelie, t. 114) plusieurs théorèmes rela-
tifs aux mineurs d'un déterminant; l'un d'entre eux
en particulier est susceptible d'applications à la théorie
des formes binaires; je me propose de donner de ce
théorème une déaionstration plus élémentaire que celle
de M. Netto.

Soit
D = | a / | ( i , y = 1 , 9 , . . . , n ) ,

un déterminant d'ordre ti dont les éléments ne sont
soumis à aucune restriction, et soit d un de ses mineurs
d'ordre q\ D et d sont différents de zéro; pour sim-
plifier nous supposerons que les éléments de d sont con-
tenus dans les q premières lignes et. les q premières
colonnes de D7 c'est-à-dire que l'on a

(Lj = n).

Désignons par As
r le mineur du déterminant D obtenu

en bordant d par les éléments de la /ième et de la sième co-
lonne, c'est-à-dire
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les mineurs A*, pour r et s variant de q -f-1 à n, sont
les éléments d'un déterminant d'ordre n — q que nous
désignons par

A = | A £ | ( r , 5 = y + i , . . . , n ) .

Nous nous proposons d'évaluer le déterminant A au
moyen de D et de d, et les mineurs du premier ordre
de A au moyen de d et des mineurs du premier ordre
de D.

Considérons le système suivant de n équations li-
néaires à n inconnues :

I nll ryr p.

les seconds membres des <̂  premières étant nuls, et ceux
des suivantes étant des quantités arbitraires up+\, . . . ,
Un j nous allons évaluer les valeurs des inconnues JCq+^
•£>+2) - • . , Xn satisfaisant h ces équations; comme le
déterminant D n'est pas nul, nous avons en général

ôD ' ÔD dD

Nous pouvons encore résoudre le système précédent
d'équations en éliminant d'abord x^ x27 . . . , xq entni
les (j premières et chacune des suivantes, puis tirant
Xq+\y . . . , xn des équations ainsi formées. L'élimina-
tion des q premières inconnues entre les q premières
équations et celle de rang /• donne

aff+l crq. , -h. . .4- a"xn— ur



( 2.3 )

ou bien
A£+ A? #„ =

En donnant à r les valeurs q -\- i ? q -+- 2, . . . , «, on
a 7i — <7 équations linéaires, dont la solution est donnée
par la formule générale

_ d / d\ d\ d\
A \ vA); • 4 y A u i a C'A'.,«-)'

les valeurs (1) et (2) des inconnues d'indice supérieur
à q, fournies par les deux méthodes, doivent être les
mêmes, et comme cela a lieu quelles que soient les va-
leurs attribuées aux indéterminées iiq+x, Uq+2? • • • ? un,
il faut que ces indéterminées aient les mêmes coeffi-
cients : on déduit de là la relation générale

d d\ __ 1 dD
A dAi D dat(3)

Considérons maintenant les deux déterminants dont
les éléments sont les deux membres de l'équation précé-
dente lorsque r et s varient de q -\- 1 à M, et écrivons
qu'ils sont égaux; nous avons
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mais d'après les théorèmes connus sur les mineurs du
premier ordre d'un déterminant, nous avons

das
r

en remplaçant ces déterminants par leurs valeurs, nous
en déduisons la relation fondamentale

(4) ^L — Dd'1-?-1;

la formule (3) donne ensuite



( M)
Les égalités (4) et (5) constituent le théorème que

nous voulions démontrer: elles sont établies en suppo-
sant que Detûfne sont pas nuls ; comme ce sont des
identités dont les deux membres sont des fonctions en-
tières des éléments a/, elles ont encore lieu lorsque ces
éléments prennent des valeurs particulières pour les-
quelles D ou d sont nuls5 elles sont par suite générales.


