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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[L'7a]
SUR L\ DETERMINATION DES FOYERS DES CONIQUES;
Pin M. Ernest CESARO.

1l y a quelque chose d’hybride, & mon avis, dans les
caleals que Ion fait habituellement pour délerminer les
foyers d’une conique. Clest que la conception du foyer,
telle qu’on la doit a Pliicker, est essentiellement fondée
sur I'imaginaire \/—1, ct que tout effort pour Iexpliquer
dans le domaine restreint des nombres réels doit
nécessairement se résoudre en calculs dénués de symé-
trie et d’élégance. Aussi les simplifications apportées a
la recherche des foyers (') reposent-elles sur 'introduc-
tion du symbole \/: dans un champ dont il n’aurait
jamais da éive banni. Pour aller plus loin il suffit de
sc placer dés le commencement dans le domaine des
nombres complexes, en représentant un point réel quel-
conque par son affixe x, auquel on adjoint le nombre
conjugué x. Une conique cst alors représentée par une
équation quadratique, telle que

(1) az’+ bzl +c+2fx +28% + 2har = o,

(') Voir, par exemple, une Note de M. E. Goursat dans ce Journal
(1887, p. 465).
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ou I'on doit supposer

:f, h:ll,

(2) =Ey c=c,

L)

lorsque la courbe est réelle. Le cercle est caractérisé par
la condition a= o (et, par suite, b = o); I'hyperbole
équilatére par & = o; une ellipse quelconque, la para-
bole, une hyperbole quelconque par

](l]<]h|, |a|=]/l!, fa|>]n],

respectivement. Par définition les foyers sont les som-
mets d’un quadrilatére circonscrit dont les cotés con-
courent aux points cycliques. Deux cOlés opposés sont
représentés par deux équations de la forme x = const.,
les deux autres par deux équations telles que = const.
Ayant fixé la valeur de x dans I'équation (1), celle-ci
fournit deux valeurs coincidentes pour x, sous la con-

dition
blar?+o2gx+c)— (ha + f)=o,

c’est-a-dire
(3) C2?—2Gr+ A =o,

en représentant par A, B, .. ., les mincurs complémen-
taires de @, b. ..., dans le discriminant de la conique

a h g
A=1/h b f
L& f c!

L’équation (3) exprime le contact de la conique avec
la droite x = const.; ses racines sont donc les valeurs
que x doit avoir sur I'un ou sur I'autre des deux cotés
opposés considérés, et, par suite, aux quatre foyers. En
agissant de méme pour les deux autres cotés, on trouve
que les valeurs de la seconde coordonnée en ces mémes
points sont données par ’équation

H Crt—2Fz B =o.



(3)

Il faut maintenant remarquer que, en vertu de (2), les
équations (3) et (4) ont les coeflicients correspondants
conjugués entie cux. Il en résulte que les racines d’une
équation sont conjuguées de celles de Pautre, de sorte
(ue, en associant chaque racine (3) avee celle des deux
racines de (4), qui lui est conjuguée, on obtient deux
foyers reels. 11 est d’ailleurs évident que I'équation (3)
suffit pour leur détermination; car, en se donnant les
coeflicients de I'équation (1), on se donune aussi, en
vertu 'de (2), leurs conjugués. La connaissance des
racines de (3) entraine donc celle de leurs nombres
conjngués, et, par suite, celle des foyers récls. Je
remarque enfin que, d’aprés (3) et (4), les coordonnées
du centre de la conique sont

. _“G - _F
() Ly = 1 «7»A~€.'

Afin de montrer ce qu’il y a de souple et de pénéirant
dans I'emploi des nombres complexes, je vais chercher
les foyers des coniques inscrites & un triangle, dont je
me donue les sommets par leurs aflixes &y, a7y, xy. Une
droite quelconque érant représentée par une équation
telle que uwxr + yx + w = o, les nombres iy vy ¢ sont
les coordonnées de la droite, et I'équation tangentielle de

la conique est

(6) Aw+Be2+ Cw2+oFow +2Gwu+2Hur =o.

Cette équation doit étre véritiée par les coordounées des

cotés du triangle, égales aux mineurs complémentaires

des éléments de chague ligne du déterminant

l &y ;‘1 1
Ty Ty 1|,

l.rJ ryo1



(4)

¢'est-a-dire

Uy=Zy—23, O =—(Z3—&3), W)= Da23—X3Ls} .-

Il est évident que w = — w. Les nombres w,, wai, V3
. .. .. -

sont donc de pures imaginaires, alns1 que leur somme o.

Comme on a aussi v = — u, on voit que les nombres w,,
B2, pa, définis par les égalités

#18 = 1 Tg+ 0y To+ Wy, cey
sont réels. Ces nombres sont, comme on sait, les

coordounées barycentriques de x, par rapport au
teiangle x,z, 235 car ils satisfont aux relations

R &y~ Lo Xa+ U3 T3 =Ty, B &) Re T2+ X323 = Xo,
et
My Mo g =1,
Cela posé, si 'on remplace F et G par leurs valeurs (3)
dans I'équation (6), celle-ci devient
(A=Caz)uwr+ (B—Cz2)e?
- = 2

-+ 9.(H — C.ro.Lo)uo -+ C(uxo+ vy 4+ w) =o.
En y regardant comme inconnues A — Cz2, B— Cux2,
2(H— Czo7o), Péquation qui précéde, écrite pour les
trois cotés, fournit un systéme de trois équations
linéaires dont le déterminant est

ui v} wey
Ui v} w0y | = (Uavs— uyey) (Uzvy— Ugey) (U302 — Usvy).
.

2 o2 .
u? o uzey

Chaque facteur du second membre étant égal a 3, la
valeur du déterminant est 33, Il en résulte

i w0}
SUICREN
(A+Gxr)o =C| u? wpey ¢ |
Pud uses v



(5)

Le dernier déterminant est égal au produit de & par

a = p}voevs+ piozos+ piogep.

Donc
A=C(a+x2).

Cela suffit pour la détermination des foyers. L’équa-
tion (3) devient
(z—z0 )= p}(z1— 22) (21— 23)

(7) + pi (@ — z3) (T2 — 21)
—+ pi (23— 1) (23— 22);

mais on peut lui donner une autre forme. Je remarque
d’abord que, d’aprés I'identité

Zo( X5+ &1)— 37 + T3(X1+ Xy)— T1 T2 = 2293,
Pexpression
a+xf= pi[z) (L2 23) — X3 ]+ . . 2t2 PR3 T3 T3+ .
est le produit de gy + po—+ w3 =1 par

w21 (2e+ 3)— 20 74]

+ pel@e (w3 + 21 )— 321 ] + 3l x3(@y+ 22) — 212, ).
I en résulte que ’on peut écrire, au lieu de (7),
(8) w22 — 227+ 2y (22 + 73) — T2 23] +...= 0.

Pour achever la délermination de la conique il faut

cncore calculer B et H. Il est évident que B=C ( B —i—:iﬁ)
ol 3, conjugué de =z, est donné par la formule

B=plusus+ pluzu;+ pluju,;

puis
| v ul o} |
2(H—Cazomo)d=—C| n2 w2 . |
2 — Czoao)o=—C| n3 ui ¢3 |,
Yo pioud. o}
ou

H= C(Y + zo Ty ),



en posant

]
y=— = [p} (U203 uy0s) + 13 (us o1+ Uy v3)+ pi(ug0s+uy0q)].
2

On peut maintenant calculer a, b, ..., au moyen des
formules connues

ad=BC—Ft  fA=GH—AF, ...,
et 'on trouve ainsi comme équation de la conique

B(r—a)?+ 1(;-— 50)2

(n - -
—-27(7——1'0)(.2'—10)—%— aB—vi=o.

Laire 1otale de la conique (1) est
- 3
;.\:(/12——(11))'1.

Dans le cas actuel A se réduit a (2 — 23)?, et Pexpres-
sion qui précede devient

SVr—ad

I convient d’introduire ici les nombres my=1—o2u,, ...,
inversement proportionnels aux coordonnées barycen-
triques du pole d’homologic de la conique, par rapport
au triangle considéré. Un calcul facile donne my ni, my 82
comme valeur de 4(23 — v2). Il en vésulte que Paire de
la comique () est proportionnelle au produit des
nombres nry, my, my, dont la somme est 1. Elle atteint
done sa plus grande valenr pour w, = py= u,, c'est-
a-dive lorsque le centre de la conique est le barycentre
du triangle. Dans ce cas 'équation (8) devient

32— 22 (| Ty X3) + (a3 + T3y 4 T4 Ty) = 0.

On voit que le premier membre est la dérivée de

(w—a)(a-- x){(x — xy). On retrouve ainsi ce cas



(7)
particulier d’un beau théoréme de M. Van den Berg (*):
les zéros de la dérivée d’un polynome du troisiéme-
degré sontles foyers de la plus grande ellipse inscrite
dans le triangle formé par les zéros du polynome.
Plus généralement, si I’on introduit les nombres m dans.
Péquation (8), celle-ci devient

( Pu(x =) (@ —25) + my(0 — 75) (€ — 21)

4+ my(x —zy)(x —x3) =o.

(10)

Donc les zéros et les infinis de la dérivée de la fonc-
tion (x—xy)"(x — xy)™(xr — x3)™, qui ne coin-
cident pas avec les zéros ou les infinis de la fonction,
sont les foyers d’une conique inscrite au triangle
Sormé par ces derniers points, admettant comme pdle
d’homologie le point dont les coordonnées barycen-
trigues sont inversement proportionnelles aux expo-
sants.

Par 'emploi des formules (3) on a exclu le cas des
paraboles; mais il est facile de le faire rentrer dans le
cas général en supposant que le centre s'éloigne a I'in-
fini. 1l suffiv d’écrive m + my+ my=o0. Clest I'équa-
tion barycentrique de la droite a Vinfini, exprimant,
dans le cas actuel, que le pole d’homologie appartient a
Pellipse de Steiner. Si Pon a égard a I'identité

(# —z3)(x—23) = (T — 21— 2, — X3)T + TT 1+ T2 T3.
on voit que I’équation (10) devieut
my(zxy—+ xax3) + Ma( x>y + X321) + M3 (XT3 + X1 r2) = 0

Celle ci exprime (?) que le rapport anharmonique
des points x, x,, £, x; est réel, et, parlant, que les

(1) Nieuw Archief voor Wishunde, t. XV, p. 14o.
(*) Voir, par exemple, 1nalisi algebrica, p. 293.

>



(8)

foyers des paraboles inscrites sont situés sur la circon-
férence circonscrite. En particulier, lorsque x est le
conjugué harmonique d'un sommet par rapport aux
deux autres, on sait (') qu'il est un zéro de I'évectaut
du polynome (x — x,)(x — ;) (xr — x3). Dans ee cas,
deux des nombres m devant étre égaux entre eux, il
s'ensuit que la parabole considérée touche un des cétés
en son mulieu, et que la médiane correspondante a ce
coOté est un diametre. Donc les zéros de U'évectant d’un
polynome du troisicme degré sont les foyers des trois
paraboles inscrites au triangle des zéros du polynome,
ayant les axes paralléles aux médianes de ce triangle.

Je remarque cnfin, dans le cas général, que, ¢ et 5
étant les affixes des foyers, le premier membre de P'équa-
tion (10} est identiquement égal & (o —¢) (ax —), d'on
il suit, en prenant successivement x = xy, xa, X3,

(=) (ri—m)
(ri— a3) (21— 23)

my =

Il en résulie (les nombres m étant réels) que les
angles ex, 2y, ey ay, ey, sont respectivement égaux
aux angles wyx,m, xa.n, a2y, Clest ce quon
exprime en disant, comme on sait, que les points € et
sout conjugués isogonaur. Cela posé, si ¢, ¢, €5 sont
les valeurs des rapports

r—Ty T =Ty T—T

- e —
L= Ly =T T — X3

= =) =

au point g, on a, en passant de Péquation (10) a sa
conjugude,
III]S|(-I'——J'2>(-T—‘T3)

s (r—a3) (e —x) =~ my(r—a) (x —x2)= o0,

(") BuLrramt, Ricerche sulla Geometria delle forme binarie
cubiche, § 13,



(9)
pour x = ¢. Il s’ensuit

€3 — &
o— - (s — 2 p—
nmy (s 1) my ( 2) mg

= El(.Z‘g—‘.Z‘a)—l-Eg(.Z';g-— .Z‘l)+ es(z,—‘x,);

€ — 6By

Ea— 23

(e —a3)

puis, en remplacant m,, m,, m, par leurs valeurs dans
la relation

EN =M TrX3+ MaT3T1+ M3T Ty,
on trouve 'autre foyer

_a&i(Ty— &)+ ey (T3 — 7))+ 5:42"3(1’1-%‘2).
e (T2— T3)+ 2 (B3 — @y )+ e3(T1— T2)

i

On déduit de cctte formule la valeur du rapport anhar-

monique
€y — &3

(n21223) = Py—
Eun particulier, si ¢, ¢,, ¢; sont proportionnels aux
racines cubiques de 'unité, ce rapport devient égal a
une racine cubique imaginaire de —1, c’est-a-dire
(ue 7, constitue un groupe équianharmonique avec xy,
x3, xy. Oun sait que cetle propriélé caractérise les zéros
du Hessien du polynome (z — x)(x — xs) (x — x3).
Il est d’ailleurs évident que ¢ est un centre isogone du
triangle z, x,r;. Donc n, son conjugué isogonal, est un
centre isodynamique. On retrouve ainsi le théoréme
suivant, di a Beltrami : les zéros du Hessien d’un
polynome du troisicme degré sont les centres isodyna-
miques du triangle des zéros du polynome. lls sont
donc les foyers de deux coniques inscrites, dont les
grands axes sont paralléles a la droite d’Euler, et les
cenlres, situés sur la droite qui touche I'hyperbole de
Kiepert au barycentre, sont séparés harmoniquement
par ce point et par le point de Lemoine.



