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SUR LES CAUSTIQUES PAU UÉFLEXION;
PAR M. GEORGES MONNET,

Elève à l'École Centrale.

Dans ce qui suit nous ne considérerons que des rayons
lumineux situés dans un même plan.

THÉORÈME DE MALUS.

Les rayons*normaux à une courbe C et réfléchis
par une courbe S ont pour antica'us tiqueJia courbe E
telle que IM'= m.

En effet : Si une droite réfléchissante tourne autour
d'un de ses points l'image d'une courbe donnée C tourne



aussi autour de ce point : c'est une conséquence immé-
diate de la symétrie de C et de son image.

Soit donc une pareille droite roulant sur une courbe S,
l'image réfléchie se déplace aussi et son centre instan-
tané de rotation est à chaque instant le même que celui
de la droite, c'est-à-dire le point de contact I.

Un rayon incident normal à C de M (fig. i) se réflé-

Fig. i.

chit suivant IM' normal à C' en M', par symétrie \ I étant
le centre instantané il en résulte, d'après un théorème
connu, que M' est un point de l'enveloppe de C'. Or IM'
normale à C' est aussi normale à son enveloppe E qui
devient ainsi l'anticaustique cherchée, et l'on a bien

IM = IM'.

ROULETTE CORRESPONDANT AU DÉPLACEMENT

DE L'IMAGE C'.

Le lieu du centre instantané étant la courbe S cette
courbe est la base.

Cherchons la roulette: Soient R'son rayon de courbure
en I, R celui de S. Lorsque le miroir tourne de l'angle doc
on sait que l'image tourne de ICLOL. Le miroir roulant
sur S, on peut lui appliquer la formule de Savary et écrire

d% = ds ~ ,
ri
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de même pour l'image

l I

donc R = R', et d'après le sens dans lequel doivent être
comptés ces rayons de courbure {Jig> 2), cette égalité

montre que la roulette est la symétrique de la base rela-
tivement à une tangente quelconque.

On peut arriver au même résultat sans formules de la
façon suivante : Soient B la base, R la roulette; le inou-
vement de l'image peut être regardé comme produit
par B roulant sur sa tangente qui elle-même roulerait
sur la base de façon que les deux points de contact
coïncident toujours; dans ces conditions si nous rendons
mobile le plan de la ligure de façon que la tangente
reste iixe, les mouvements relatifs n'étant pas changés,
R et B rouleront simultanément sur la tangente; or les
courbes G et G entraînées par B et R étant toujours sy-
métriques par rapport à la tangente il faut aussi que R
et B le soient. *

CENTRE DE COURBLRE DE L'AJVTICAUSTIQUE.

Soil io le centre de courbure de la courbe G en M;
son symétrique co' est le centre en M'de la courbe C;.



En désignant par O le centre de courbure de l'anti-
caustique E, on a d'après la formule de Savary

i
W

10 sinco R

Cette formule suppose les segments l'o> et 10 comptés
positivement à partir de I et clans deux sens opposés
(/ig. 3); de même pour R, mais les deux centres de B

Vis. 3.

et R étant toujours symétriques le deuxième membre est
toujours positif.

Conservant l'origine I, prenons un sens unique sur la
droite Oto; il vient, en supposant 10 positif,

I 2
in cp R



et si nous projetons le segment IQ = R en ID

10 Ito' ID

Envisagée au point de vue métrique cette formule
nous donne, en posant

i i i

Soit lto'f=liof= Ito en valeur absolue, on a

I u>"= — Ico',
donc

(3)
I
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et qui montre que I et D sont conjugués harmoniques
par rapport à O et c/.

Considérons les points P et Q de la normale iNN' qui
se projetteraient en O et G/, on a

ÏÜ = TPsincp,

I OJ' = — I to" = — IQ sin o,

en portant dans la formule de Savary

i î i
( i )

1P IQ lu

Donc P et Q sont conjugués harmoniques par rap-
port au point d'incidence I et au centre de courbure Q.

APPLICATION AUX MIROIKS SPHÉIUQUES.

Rayons issus d'un point lumineux. — Dans ce cas
la surface caustique étant de révolution il suffit de con-
sidérer une section plane.



Point lumineux à distance finie. — Les courbes C
et C' se réduisent à des points PP' et Tanticaustique
sera engendrée par le point P' {fig- 4) entraîné par le

Fig. 4-

ceicle Qf roulant sur son égal Q.
Les points P et P' étant toujours symétriques par

rapport à la tangente commune aux deux cercles on en
conclut d'après un théorème connu que P' décrit un
limaçon de Pascal. Enfin la formule (2) donne la rela-
tion classique

1

MG

1

PM
1

MJ\T

Point lumineux à Vinfini. — Supposons le point à
l'infini sur l'axe xx (fig- 5) les rayons peuvent être

Fig. 5.

considérés comme normaux à la droite y perpendicu-
laire à l'axe et l'anticaustique correspondante sera l'en-
veloppe de la droite j ' quand le cercle Q' roulera sur Q.

On sait que cette enveloppe est l'épicycloide décrite
par un cercle to de rayon moitié de celui de Q et roulant
sur l'extérieur de ce cercle.



(
D'après un théorème connu la caustique qui est la

développée de cette épicycloïde est une courbe du même
genre. Ce théorème peut s'établir géométriquement de
la façon suivante :

Soit le cercle to de rayon r roulant sur le cercle O
de rayon R, le point M du cercle w décrit une épicy-
cloïde ayant pour normale en M la droite MT. Consi-
dérons sur 01 le point i tel qu'on ait

— - — - )

et soient les cercles de diamètre M et de rayon 0 / ;
la droite MI rencontre le cercle \i au point m\ nous
allons démontrer que si ce cercle roule sur le cercle üi
en entraînant m les trois points M, I} m sont toujours
en ligne droite.

En effet, soit le rayon 1/" venu en Y i' {fig. 6), M vient

en M\ m en m'; ramenons la figure à sa position ini-
tiale par une simple rotation autour de O, M' vient en M,



et m1 en ms et l'on a

arcMMi = arcll',

Mais comme

il en résulte
arc II' = X arctï',

arc M1X1!= X

Or, les cercles CJ et I i d'après la condition (i) sont
liomothétiques et de rapport )v par rapport au point I; il
en résulte que m! est Lien sur la droite MI; ceci étant
\rai pour la position \i est vrai pour la position Vif.
D'autre part \m et im dans le cercle 1/ sont perpendi-
culaires, mi étant normale à l'épieyeloïde décrite par m,
M ml lui est langen te, ce qui démontre le théorème.

APPLICATION DES FORMULES A LÀ DÉTERMINATION
DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE.

Les formules précédentes qui lient les trois rayons de
courbure de la courbe C, de la courbe S et de Tanti-
causlique E permettent de déterminer l'un d'eux con-
naissant les autres.

Soient un point F et une courbe; E (fig. 7); consi-

Fig. 7.

dérons la courbe S telle qu'on ait

MF q= MQ = arcOQ -f- const.



La méthode des tangentes de Roberval permet de voir
immédiatement que la tangente est bissectrice des rayons
vecteurs et que par conséquent un rayon issu de F, par
exemple FM, se réfléchira suivant MQ. La courbe E est
donc la caustique et si nous menons la perpendiculaire
à FM en F, à MQ en Q, elles rencontrent la normale
en 1 en deux points P' et Q'tels que le centre de cour-
bure Ü de S est conjugué harmonique de M par rapport
à ces points.

Ellipse ou hyperbole. — L'ellipse est un cas parti-
culier du précédent où E se réduit à un point; P' et Qr

se projettent au foyer et le centre de courbure est con-
jugué harmonique de M par rapport à ces points. Ce cas
a été étudié par M. Mann hei m.

Parabole. — L'anticaustique du foyer est la direc-
trice.

Soit SM un rayon réfléchi; soit S'le symétrique de S
relativement à M; soit D la projection du rayon de
courbure de la parabole (fig. 8).

Le rayon de courbure de l'anticaustique qui est ici
une droite est infini; or la formule (3) nous apprend
que S'est conjugué harmonique de ce point par rapport



( "-9 )
à M et D ; donc S' est milieu de MD et Ton a

Prolongeons MO jusqu'à sa rencontre w avec la direc-
trice ; puisque

MD MS
on a

qui est un théorème connu.


