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[B12¢c]
SUR LA SIMILITUDE DIRECTE DANS LE PLAN,
APPLICATION DE LA METHODE DES EQUIPOLLENCES;

Par M. R. BRICARD.

1. Considérons un plan rapporté 4 deux axes rec-
tangulaires Ox, Oy. On sait que la méthode des équi-
pollences (Cauchy, Bellavitis) est un procédé de calcul
géométrique dont voici le principe : Tout vecteur AB
est représenté par la quantité complexe x + yi, x et ¥
étant les projections de ce vecteur, respectivement
sur Ox et sur Oy. Réciproquement, a loute imagi-
naire x -+ y¢ correspond un vecteur défini en grandeur
et en direction, mais non en position.

On a
AB = — BA.

Trois points quelconques A, B, C donnent lieu a
V’identité entre vecteurs

Enfin, la similitude directe de deux triangles AA’A”,
BB'B" s’exprime par I’égalité
AA' BB’

AA" T BB//'

2. Ces principes étant rappelés, considérons deux
triangles dircctement semblables AA’A”, BB'B et po-

sons
vecteur OA =, OB =y,

»  OA'=2, OB =y
» OA”: z‘I/’ OBII____ yll‘
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On a la relation
AN _Bw
AA" ~ BB”’
qui peut s’écrire

r—z  y—y

(l) 7z —x ‘},lr__y

Si I'on considére (x, y), (&', ¥'), (2", ") comme les
coordonnées cartésiennes de trois points (imaginaires),
I’égalité précédente exprime que ces trois points sont en
ligne droite.

Ainsi, atout systéme de deux triangles directement
semblables, on peut faire correspondre un systéme de
trois points en ligne droite, et réciproguement.

Ce principe extrémement simple permet de trans-
former les propriétés relatives a des systémes de points
(imaginaires) en ligne droite, en propriétés relatives a
des figures semblables réelles. Nous donnerons deux
cxemples de cette méthode de transformation.

Remarquons auparavant que la valeur commune des
rapports figurant dans I’égalité (1) est le rapport de di-
vision du segment joignant les points (&', 3') et (2, y"),
par le point (x, y). Interprété au point de vue des
équipollences, ce rapport de division devient le rapport

AA’
AA” *
Si donc, dans I’énoncé de la propriété a transformer,

figurent des relations entre rapports de division de seg-

ments par des points, on en déduira des relations entre
rapports géométriques de vecteurs.

geomeétrique des vecleurs

3. Considérons en premier lieu un triangle imagi-
naire aaa’, et soient, sur les cotés de ce iriangle, trois
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points 7, %', 7, tels que Pon ait
Ja Na"

—

(») ST

N
— =1.
a W N

’
pa
On sait, par le théoreme classique de Ménélaiis, que
les wois points %, %/, 27 sont en ligne droite.
Pour transformer ce théoréme, tracons a partir d’un
. 3 . ) .
point O deux veeteurs, dont 'un représente Vabscisse,
Pautre Pordonnée, imaginaires, du point «. Nous obte-
nons ainsi deux points réels A et B. Chaque point de la
figure primitive donue ainsi naissance a deux points
’ k] A
1éels, d’apres le tableau

a, A et B; 7, L et M;
a, A et By 2, L' et M’
&, A et B oL et M

Les points 2, o ct o’ étant en ligne droite, les
triangles LA’A” v MB'B sout directement semblables.

On a de méme les couples de triangles semblables

L'A"A ¢t M'B"B, L"AA" et M'BB.
Eu outre, la relation (2) donne I'équipollence

G LAY LAY LA
2 LA” L'A LA’ 5
dont voici la signification géoméuique : Menons du
point O deux veeteurs OC et OCY, équipollents respec-
tivement a LA et LAY} ¢t un troisieme vecteur OC,
déterminé par la condition

OCV _ ]J/AH

OC ~ L"A’

L’équipollence (3) peut s’écrire

OC" 0C" L"A

0T oc LA T



(11d)
d'ou
oc _ i
OC' 7 L"A”

Autrement dit : Les triangles LA’A", L'A”A| 1A A/
sont respectivement scmblables aux triangles OC'C’,
0C'C, OCC', formés en joignant le point O aux som-
mets du triangle CC/C”.

Réciproquement, le triangle CC'C” élant quelconque,
ct les points L, L', L étant déterminés par les relations
de similitude que mous venons d'indiquer, ’équipol-
lence (3) est satisfaite.

Enfin, la conclusion du théoréme de Ménélaiis se
transforme en la suivante : les triangles LL/L" et
MMM’ sont directement semblables.

Nous parvenons finalement a I’énoncé suivant :

Soient donnés dans un plan deux triangles quel-
conques AAA" BBV, et d’autre part, un triangle CC'C
et un point O. Sur les cotés du triangle AA'A" con-
stratsons trois triangles LA'A", L'A"A, L"A A directe-
ment semblables aux triangles OC'C', OC'C, OCC/,
respectivement, on obtient ainsi trots points L, /) L,
aw moyen du triangle BB B déterminons de la meme
maniére trois points M, M';, M"; les triangles LL'L' et
MM'M" sont directement semblables.

Ou, plus brievement :

Soient donnés, dans un plan, un triangle CC'C'
et un point O. Sur les cotés d'un triangle quel-
conque AA'A", construisons trois triangles LA'A",
L/AYA, LA A/, directement semblables aux triangles
ocCCry, 0C'C, OCU, respectivement. La forme du
triangle LI/L" est indépendante de celle du triangle
AA'A" et dépend seulement de la forme de la fi-
gure OCC'C".
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4. La scconde application est relative & un probléme
posé autrefois par Laguerre ('), et dont la solution n’a
pas é1é donnée, a ma connaissance. Voici I'énoncé de ce

probléme :

Déternminer dans un plan deux systemes de neuf
points conjugués

@y, A9y ..y, Qg, «Qy.

bl: bﬁ! ERRE} b8> b9v

jouissant de la propriété qu'étant pris au hasard deux
couples de points correspondants a; et b;, a;j et bj, il
existe toujours un autre couple de points correspon-
dants ay et byetun seul, tel que les deux triangles a;ajay
et b;bjby soient semblables.

Nous admettrons que toutes les similitudes dont il est
question dans cet énoncé sont directes : autrement, il
pourrait s¢ présenter un trés grand nombre de cas dont
I’examen successif serait interminable.

En appliquant a la figure qu'il s’agit de former notre
méthode de transformation, on obtiendra une figure
composée de neuf points, telle que toute droite conte-
nant denx de ces points en conlient un troisiéme.

Or, cette derniére configuration est bien connue :
c'est celle que forment les neuf points d’inflexion d’une
cubique sans point double. Rappelons briévement les
relations auxquelles ces points donnent licu.

Ils sont disposés trois par trois sur douze lignes
droites (il y aura donc douze couples de triangles sem-
blables dans la figure que nous cherchons a former) et on
les construit de la facon suivante : Soit abdc un triangle
quelconque ; marquons sur be trois points 1, 2, 3, sur ca

(") Nouv. Ann., 1865, question 793,
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trois points 4, 5, 6 et sur ab trois points 7, 8, 9, les rap-
ports de division des cotés du triangle abe par ces divers
points étant indiqués dans le tableau suivant :

[b——k 2b-—m/‘ 3[)__(1)2/‘

e 2¢ 3¢

T T R

() ja "7 5a ’ 6a ’
7 Sa ga

-/—-—1(", — a 27— A"

) 869" g5 T

ky A" et K" étant trois nombres quelconques (réels ou
non) satisfaisant a la relation

R =1,
et © désignant une racine cubique imaginairve de Punité.
On voit immédiatement que chacune des douze triades

suivantes
/123, 117, 1509, 1 68,
(5) 456, 25 8, 267, 249,
\ 789, 3609, 348, 357

est constituée de points en ligne droite.
Cette construction est aussi générale que possible.

5. I est aisé de transformer cette figure et de ré-
soudre ainsi le probléme de Laguerre. Pour plus de
commodité, j'énoncerai tout d’abord la construction a
laquelle on parvient.

On commence par construire la figure suivante :

038, OF, O sont trois vecteurs de méme longueur,
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faisant enire eux des angles de 120°; de méme Oy,
Oy et Oy". De plus les sens de rotation 333" et yy'y’
sont opposés, ce dernier étant pris pour sens positif.
Enfin le vecteur Oa est quelconque de longueur et de
direction, par rapport aux premiers.

Cela fait, on se donne arbitrairement deux triangles
ABC, A'B'CY, et sur leurs ¢otés on construit neuf couples
de triangles, conformément aux indications du tableau
suivant :

Ba,C et B'6;C" directement semblablesa $O+,

Ba,C et B 6,C » g'oY,
Bus G et B » g O0+",
Ca,A et CO,A » ¥ Oa,
CasA et C by A » 4 0a,
CugA et CO, N\ » v 0 a,
Aa:B et ADO.B » a OB,
AusB ot Ay B ) 20 8,
AagB et ANy B » a0 g

Les systémes aya,. ..ay et byb,...b, satisfont aux
conditions du probléme; les douze couples de triangles
semblables s’ obtienncnt par les combinaisons d’indices
portées dans le tableau (5); enfin la construction est
aussi générale que possible.

Il suffit de quelques mots pour légitimer cette con-
struction.

Aux couples de points (A, A"), (B, '), (C, C') fai-
sons correspondre, par notre transformation, trois
points a, b, c. Soit de méme i le point qui correspond
au‘couple (a;, b;).

Il résulte de la construction que les points 1, 2, ..., 9
sont répartis trois par trois sur les cotés du triangle abe,
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les rapports de division étant donnés par le tableau sui-

vant :
16 aB_ OB 26 0% 36 0p"
e a,C 0y’ se Oy’ 3¢ Oy’
6 < 4e_ Ov Se Oy 6e OY
(o 4a_ O« 5@ Oz’ 6~ Oa
sa _Oa 8a  Ox ga O
-6~ 0p’ 86~ 0B  q9b  OF

Mais si 'on pose
p

08 _4 0% On _ 4
oy =0 ox =M o Th
on a d’abord
ARE =1:
on a de plus. en se reportant a la figure,
e
08 e 3504 1T 0
—E:: 7 — e 3 .‘J = wh. Ry —wh,
O Y' 2T O Y (;.‘,”
e Oy
oy . : 0y ,
L = wk', ~—r—:-(-)3/\,
Oua Og
Ox . ) o
1)_’:}':(0/" —L—)-(-;,:m/..
g ;

Ainsi, les seconds membres des neuf égalités figurant
dans le tableau (6) sont identiques a ceux des égalités
figurant dans le tableau (4); les points 1, 2, ..., g sont
donc répartis par uiades sur douze lignes droites, et
leur systéme est, on le voit, aussi géneral que possible.

L’exactitude ct la généralité de notre construction se
trouvent donc établies.

Note. — Javais rédigé I'article précédent quand j’ai
appris, par le T'ableau de correspondance des questions
et des solutions annexé au numéro de février des Nou-
velles Annales, que la question n° 793 de Lagucrie
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avait déja recu une réponse (1893, p. 10*). M. Juel,
auteur de cette réponse, indique en quelques mots le
principe de la solution développée ci-dessus, mais sans
entrer dans le détail de la construction. Il n’est d’ailleurs
pas douteux que ce méme principe (& deux triangles
semblables on peut faire correspondre trois points en
ligne droite, et inversement) n’ait é1é connu de Laguerre
et ne lui ait inspiré la question 793.

C’est dire que mon article ne saurait prétendre a une
compléte originalité. J’ai cru cependant devoirle publier,
d’abord parce que j’y ai poussé jusqu’au bout, si je ne
me trompe, la solution du curicux probléme de La-
guerre, cnsuite parce que les détails ou je suis entré
peuvent attirer I’attention du géomeétre sur une méthode
de transformation qui doit conduire a d'intéressants ré-

sultats. R. B.



