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MATHEMATIQUES.

[L'7a]
SUR LA DETERMINATION DES FOYERS DES CONIQUES;
Par M. Ernest CESARO.

1l y a quelque chose d’hybride, & mon avis, dans les
caleals que 'on fait habituellement pour déterminer les
foyers d’une conique. Clest que la conception du foyer,
telle qu’on la doit 4 Pliicker, est essentiellement fondée
sur I'imaginaire \/—1, et que tout effort pour I'expliquer
dans le domaine restreint des nombres réels doit
nécessairement se résoudre en calculs dénués de symé-
tie et d’élégance. Aussi les simplifications apportées a
la recherche des foyers (1) reposent-elles sur 'introduc-
tion du symbole /— 1 dans un champ dont il n’aurait
jamais du éiwe banni. Pour aller plus loin il suffit de
s¢ placer dés le commencement dans le domaine des
nombres complexes, en représentant un point réel quel-
conque par son aftixe x, auquel on adjoint le nombre
conjugué x. Une conique cst alors représentée par une
équation quadratique, telle que

(1) axz+b5‘l+c+2f;+zgz+ 2hzz = o,

(') Voir, par exemple, une Note de M. E. Goursat dans ce Journal
. (1887, p. 465).
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ou I'on doit supposer

(2) b= a, c=c, =1 h=h,

lorsque la courbe est réelle. Le cercle est caractérisé par
la condition a=o (et, par suite, b = o); I'hyperbole
équilatére par 1 = o; une ellipse quelconque, la para-
bole, une hyperbole quelconque par

la|<|k|, lal=[hkl, |a|>|h],

respectivement. Par définition les foyers sont les som-
mets d’un quadrilatére circonscrit dont les cotés con-
courent aux points cycliques. Deux cOlés opposés sont
représentés par deux équations de la forme x = const.,
les deux autres par deux équations telles que a = const.
Ayant fixé la valeur de x dans I'équation (1), celle-ci
fournit deux valeurs coincidentes pour x, sous la con-

dition
blar?+o2gx+c¢)— (ha + f)t=o,

c'est-a-dire
(3) Cx?—2Gr + A = o,

en représentant par A, B, .. ., les mincurs complémen-

taires de @, b. ..., dans le discriminant de la conique

a h g
A=|h b fL
L& f C|

L’équation (3) exprime le contact de la conique avec
la droite & = const.; ses racines sont donc les valeurs
que x doit avoir sur I'un ou sur 'autre des deux cotés
opposés considérés, et, par suite, aux quatre foyers. En
agissant de méme pour les deux autres cotés, on trouve
que les valeurs de la seconde coordonnée en ces mémes
points sont dounées par I’équation

4 Cr?—2Fz +~ B =o.



(3)

Il faut maintenant remarquer que, en vertu de (2), les
équations (3) et (4) ont les coefficients correspondants
conjugués entre cux. Il en résulte que les racines d’une
équation sont conjuguées de celles de Pautre, de sorte
que, en associant chaque racine (3) avec celle des deux
racines de (4), qui lui est conjuguée, on obtient deux
foyers reels. 1l est d’ailleurs évident que 'équation (3)
suffit pour leur détermination; car, en se donnant les
coeflicients de T'équation (1), on se donne aussi, en
vertu ‘de (2), leurs conjugués. La connaissance des
racines de (3) entraine donc celle de leurs nombres
conjugués, et, par suite, celle des foyers récls. Je
remarque enfin que, d’aprés (3) et (4), les coordonndes
du centre de la conique sont

G -
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Afin de montrer ce qu’il y a de souple et de pénéirant
dans Pemploi des nombres complexes, je vais chercher
les foyers des coniques inscrites a un triangle, dont je
me donne les sommets par leurs aflixes &y, 2y, 2. Une
droite quelconque érant représentée par une équation
telle que wx + v W= 0, les nombres u, v, w sont
les coordonnées de la droite, et 'équation tangentielle de
la conique est

(6) Auw+Be2+ Ca2+ 2Fow +~2Gwu+2Hue = o.

Cette équation doit étre véritiée par les coordonnées des
cotés du triangle, égales aux mineurs complémentaires
des éléments de chague ligne du déterminant
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(4)

¢’est-a-dire
u‘=52—53, o= —(Zy—T3)y, Wi1=ToX3— X3La; «o--
Il est évident que w=— w. Les nombres w,, w,, wy

sont donc de pures imaginaires, ainsi que leur somme g.
Comme on a aussi vy = — u, on voit que les nombres w,,
B2, @, définis par les égalités
1*13=“11'o+"1;‘o+“’n ceey
sont réels. Ces nombres sont, comme on sait, les
coordonnées barycentriques de x, par rapport au
triangle x,z,23; car ils satisfont aux relations
T+ Qe Xy W33 = &y, R 2+ P Za+ 3T3 = T,
et
M+ Mot 3 =1.

Cela posé, si 'on remplace F ¢t G par leurs valeurs (35

pose, p I
dans I'équation (6), celle-ci devient
(A=Czhur+ (B—Czl)e?

+2(H — Czyzo)uv + Cumy+ 02y + w)? = o.

En y regardant comme inconnues A — Cz}, B— Cuxl,
2(H— Czx, xo), I’équation qui précéde, écrite pour les
trois cotés, fournit un systéme de trois équations
linéaires dont le déterminaunt est

up vi Wy
Ui V3 ugvy | = (Ugvz— Uyes) (Uzwy— Uyvy) (U 0s— Usvy).

ul ¢} uze;

Chaque facteur du second membre étant égal a 3, la
valeur du déterminant est 8%, Il en résulte’
Uy vy V%

(A+Ca2)o=C wugey ¢3% |

R
L e d

uzvy ¢}
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(5)

Le dernier déterminant est égal au produit de 3 par

a = p}vevs+ pIozo + piogep.

Donc
A=C(a+z2).

Cela suffit pour la détermination des foyers. L’équa-
tion (3) devient

(z—20 )= pi(z1— 22) (21— Z3)
(7) + 3 (@e— x3) (22— 1)
+ p3(z3—21) (23— 23);

mais on pecut lui donner une autre forme. Je remarque
d’abord que, d’aprés I'identité

Zo (X34 21)— T32) + T3(T1+ Ty)— T1 T2 = 229 X3,
Pexpression
a4zt = p}r (L2 &3) — Zax3 ]|+ . 2P PR3 T2 T3+ .-
est le produit de gy + po—+ py=1 par

l*l[z‘t(x2+3‘3)— 1‘295‘3]
-+ X-Lz[.z'g(.l'3+ .Z'l)—— .T3.Z‘1] -+ 113[1'3(-7»'1‘4".1‘2)— .T1.T2].

Il en résulte que 'on peut écrire, au lieu de (7),
(8) w2 — 222+ 2y (23 + T3) — X2 3] +...= 0.

Pour achever la délermination de la conique il faut

encore calculer B et H. Il est évident que B=C (8 +x2).
ol 3, conjugué de =, st donné par la formule

B=plusus+ pdugu;+ pluju,;

puis
'p.? ut ¢i |
2(H—Czozo)d =—C| pn3 ud ¢} j
Lo pi i, o}
ou

H = C(y -+ zom),



en posant
! .

= = [} (U2 93+ Uy vg) + 1 (U3 01+ U1 03)+ pE(Ur0a+ U 9]
2

On peut maintenant calculer a, b, ..., au moyen des
formules connues

ad=BC—F:, fA=GH—AF, ...,
et Pon trouve ainsi comme équation de la conique

() B(r— o)+ a(;—i(.)i
) —av(x—ay)(Z—79)+ 28 — 2= 0.

L aive totale de la conique (1) est

3
Ai(f2—ab)?.

A

Dans le cas actuel A se réduit a (12— 23)*, et Pexpres-
sion qui précede devient

=,

I eonvient d'introduire ici les nombres my=1—ap,,...,
inversement proportionnels aux coordonnées barycen-
triques du pole d’homologie de la conique, par rapport
au triangle considéré. Un caleul facile donne my mym; 82
comme valeur de 4(23 — v2). Il en vésulie que Naire de
la  conmique () est proportionnelle au produit des
nombres myy my, my, dont la somme est 1. Elle atteint
done sa plus grande valenr pour w, = py= u,, Cest-
a-dire lorsque le centre de la conique est le barycentre
du triangle. Dans ce cas 'équation (8) devient

32— o2 (7|4 T+ x3) + (T &3+ T3y 4+ T1X3) = 0.

On voit que le premier membre est la dérivée de
(x —x)) (2 —ay)(x —x3). On retrouve ainsi ce cas



(7)
particulier d’un beau théoréme de M. Van den Berg (*):
les zéros de la dérivée d’un polynome du troisieme-
degré sont les foyers de la plus grande ellipse inscrite-
dans le triangle formé par les zéros du polynome.
Plus généralement, si I’on introduit les nombres m dans-
P'équation (8), celle-ci devient

( mu(e —23) (x — x3) + mo(r — 73) (x — 21)

(ro)
{ 4+ my(x —z)(x —x;3) =o.
Donc les zéros et les infinis de la dérivée de la fonc-
tion (x—xy))"(x — xy)™(x — x3)™, qui ne coin-
cident pas avec les zéros ou les infinis de la fonction,
sont les foyers d’une conique inscrite au triangle
for'lné par ces derniers poilzts, admettant comme*pﬁle'
d’homologie le point dont les coordonnées barycen-
triques sont inversement proportionnelles aux expo-

sants.

Par 'emploi des formules (3) on a exclu le cas des
pavaboles; mais il est facile de le faire rentrer dans le
cas général en supposant que le centre s'éloigne a I'in-
fini. 1l suffiv d’écrive my + my, + my=o0. Clest I'équa-
tion barycentrique de la droite a 'infini, exprimant,
dans le cas actuel, que le pole d’homologie appartient a
P'ellipse de Steiner. Si Pon a égard a Tidentité

(x —23)(x —x3)=(Z — Xy — Ty— X3)T + XX+ Ty T3,
on voit que I'équation (10) devient
my(zxy+ xax3) + Mo (X2 + X321) + M3 (223 + X3 X2) = 0

Celle-ci exprime (?) que le rapport anharmonique
des points x, x,, £, x; est réel, et, parlant, que les

(') Nieuw Archief voor Wiskunde, t. XV, p. 1/o.
(%) Ve

oir, par exemple, Analisi algebrica, p. 2y3.



(8)

foyers des paraboles inscrites sont situés sur la circon-
férence circonscrite. En particulier, lorsque x est le
conjugué harmonique d'un sommet par rapport aux
deux autres, on sait (') qu'il est un zéro de I'évectaut
du polynome (x — ) (x — x2) (2 — x3). Dans ce cas,
deux des nombres m devant étre égaux entre eux, il
s’ensuit que la parabole considérée touche un des cotés
en son mulieu, et que la médiane correspondante a ce
coté est un diameétre. Dounc les zéros de ['évectant d’un
polynome du troisicme degré sont les foyers des trois
paraboles inscrites au triangle des zéros du polynome,
ayant les axes paralléles aux médianes de ce triangle.

Je remarque cnfin, dans le cas général, que, ¢ ety
élant les affixes des foyers, le premier membre de ’équa-
tion (10) est identiquement égal a (x —¢) (xr — ), d'on
il suit, en prenant successivement x = x,, x,, X3,

(z1—2)(r1—m)

m, = v
(ry— 7a)(2y— x3)

I en vésulte (les nombres m étant réels) que les
angles ey a0y, exaay, exryx, sont respectivement égaux
aux angles @y, X a0, xax37. Clest ce qu'on
exprime en disant, comme on sait, que les points ¢ et 7
sont conjugués isogonaux. Cela posé, si ¢, ,, €3 sont
les valeurs des rapports

X—Ty T —Ty T—

o == = = —
£ — Xy X — Ty r— 3

au point z, on a, en passant de Péquation (10) & sa
conjugude,
mye(xr —xy ) (2 —x3)

+nu(r —x3)(x—x1) - mg iz —x) (T — x5) = 0,

(') BeLtramt, Ricerche sulla Geometria delle forme binarie
cubiche, 13,
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pour x = &. Il s'ensuit

€3— &g €)—Eg
E—Ty)= —(E—Ty) = ~— (& — &,
ny ( ‘) ms ( 2) msz (F‘ ’)

€s— 23

=ty (Zs— Z3) + &2 (T3 — 1)+ e3(71 — 73);

puis, en remplacant m,, m,, m, par leurs valeurs dans
la relation

EN =M T2X3+ MaT3T1 -+ M3T|Ta,
on trouve 'autre foyer

& Z1(ry— 2y )+ eaxy (X3 —ay) + 531‘3(1‘1—@‘2).
! e (Zr— 3)+ 22 (23— 21 )+ &3(T1 — X3)

On déduit de cette formule la valeur du rapport anhar-

monique
€y — E3

(nx1Z223) = P—
En particulier, si ¢,, ¢, ¢; sont proportionnels aux
racines cubiques de 1'unité, ce rapport devient égal a
une racine cubique imaginaire de —1, cest-a-dire
que 7, constitue un groupe équianharmonique avec x,,
3, 3. Ou sait que cetle propriéié caractérise les zéros
du Hessien du polynome (z — x,) (x — x2) (x — x3).
Il est d’ailleurs évident que ¢ est un centre isogone du
triangle z, x,x;5. Done 7, son conjugué isogonal, est un
centre isodynamique. On retrouve ainsi le théoréme
suivant, di a Beltrami : les zéros du Hessien d’un
polynome du troisi¢me degré sont les centres isodyna-
miques du triangle des zéros du polynome. lls sont
donc les foyers de deux coniques inscrites, dont les
grands axes sont paralléles a la droite d’Euler, et les
centres, situés sur la droite qui touche I'hyperbole de
Kiepert au barycentre, sont séparés harmoniquement
par ce point et par le point de Lemoine.
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[L*17d] [M3®5]
TETRAEDRES VARIABLES LIES A DES QUADRIQUES
ET A DES CUBIQUES GAUCHES;
Pan M. G. FONTENE.

1. On sait que Uinvariant @ de deux quadriques §
et X s'annule lorsqu’il existe un tétraédre conjugué a
'unc des quadrigues ct dont les aréies sont tangentes
a lautre. 1l existe alors une simple infinité de tels
tétradédres; les roles des deux quadriques peuvent étre
intervertis. Si Pon considére par exemple les tétraédres
dont les aréles touchent S et qui sont conjugués a I,
ces aréles touchent également la quadrique § qui est la
polaire réciproque de § par rapport a . Réciproque-
ment (Nouwv. Ann., p. 69; 1899), jai montré que si
deux quadrigues S et S’ admettent un tétraédre dont
les arctes leur soient tangentes, elles en admettent
une simple infinité, et j'aurais di remarquer que ces
tétracdres sont conjugucés a Iune des huit quadrigues S
par rapport auxquelles S et S sont polaires réci-
proques. En eflet, la condition est que les racines du
discriminant de la forme KS + S/ vérifient la relation

Sk Vi =o,

avee gf =

i
T

. , «-.3 en rapportant S et § au
tétratdre conjugué commun, ee qui donne

=ax? + by 4+ c3? +di2,

o

=a'xr--byr4 3?5 d' e,

n

cette condition devient (avec a?=1, B32=1,...)

yaﬁ'iﬁ—-

=3 == = 0.

- e



(1)
Soit alors

S=ayaydzr+ BV Vb yr+...,

de sorte que ¥ = o représente 'une des huit quadriques
par rapport auxquelles S et S'sont polaires réciproques;
les racines da discriminant de la forme KS 4+ ¥ sont

(al
Va

dition ci-dessus devient

—a’—=; +++; et en les désignant par K, K', .. ., la con-

TKkK'=o ou P = o,

Pinvariant ® sc rapportant aux deux quadriques S
et I,

Donc. ...

2. On sail que, si une cubique gauche I et une qua-
drique Q admettent un tétraédre inscrit a la cubique et
conjugué a la quadrique, clles en admettent une infinité
(E.Durorcq, Principes de Géométrie moderne, p. 109);
les plans des faces de ces téiraédres sont osculateurs a
une cubique gauche T'. Réciproquement, si deux cu-
biques gauches T et I' admettent en nombre infini des
tétraédres T inscrits a T et dont les plans des faces
sont osculateurs & T, ces tétraédres sont conjugués a
une quadrique Q. En cffet, veprésentons les plans oscu-
lateurs d’une cubique gauche I' par 'équation générale

m3x 4+ mly +~mz+t=o,

¢l observons que les m des quatre faces des téiraédres
cherchés seront donnés par une équation de la forme

(1) f(m)+ro(m)=o,
% variant. D’abord, si 'on considére la courbe qui est le

licu des sommets des tétraédres donnés par I’équation (1),
on voit immédiatement que cette courbe est une cubique
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gauche I'; autendu que, dans un plan m osculateur a T,
il existe seulement trois points du lieu, lesquels sont
les sommets dans ce plan du tétraédre dont ce plan fait
partie (*). En outre, la relation (1) étant

Ami+Bmd+...+~AMA'm*+B mi+...)=o0,
les coordonnées x, y, =, t du sommet M opposé au

plan m dans le téiraédre dont ce plan fait partie, sont
proportionnelles aux quantités

Am +B Cm2+~Dm~+E

A Bm3+Cm?2+...
? Am—+B Cm+Dm+E|

A" Bm3+Cm?2+...

ou bien, en désignant par u, v, w, r les coordonnées du
plan e, les coordonnées x, y, z, ¢ du point M sont pro-
portionnelles aux quantités

(AB)Yu + (AC)v +...,

d’ou il suit que M et m sout polaires réciproques par
rapport a une quadrique Q.

Il faut seulement remarquer que l’existence d’un
tétracdre T inscrit a T' et dont les plans des faces
sont osculateurs a T n’entraine pas l'existence d’une
infinité de tels tétraédres; car, s'il en était ainsi, la
cubique T étant donnée, la cubique T dépendrait de
(4 —1) + 4 ou 7 paramétres, tandis qu’elle dépend
seulement de 6 parvametres d’aprés 1'équation (1), ou

(') On voit de la méme facon quc la surface licu des arétes des
tétraedres est une surface réglée du sixiéme ordre; unc droite A,
qui est Pintersection de deux plans osculateurs m ¢l n, coupe en
eflet cette surface en six points. Si Péquation (1) était de degré n

. . s (n—1)(n—2
en m, la courbe lieu des sommets serait d’ordre ——)——(——)v
2

la surface licu des arétes serait d'ordre 2 (7 —1).
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mieux parce que la quadrique Q du théoréme primitif
dépend de (4 — 1) + 3 ou 6 paramétres; il faut encore
une condition.

Observons que I'on peut, la cubique I’ étant donnée,
prendre a volonté deux tétraédres inscrits pour définir
la quadrique Q ou la cubique I'; huit points d’une cu-
bique gauche forment, en effet, un systéme (singulier)
de points de Lamé ; ['existence de ces deux tétraédres't
pour T et I entraine l’existence d’une infinité de
tétraédres analogues.

3. 11 y aurait licu de résoudre la question suivante,
qui semble difficile : Si une cubique gauche I et une
quadrique Q admettent un tétratdre dont les arétes ren-
contrent la cubique et qui soit conjugué a la quadrique,
en admettent-elles une infinité?

Les arétes des tétraédres seraient alors dans des plans
osculateurs a une cubique gauche T', et il y aurait,
comme dans les deux cas précédents, a examiner une
réciproque. Il pourrait d’ailleurs arriver que les choses
n’eussent pas lieu comme dans les cas précédents, et la
question est celle-ci : Peut-on trouver deux cubiques
gauches T et T telles gu’tl existe une infinité de
tétraédres dont les arétes rencontrentl’ et soient dans
des plans osculateurs a T?

4. Sil’on remplace I'équation (1) par la suivante

(2) S(m)+2ro(m)+pd(m)=o,

également du quatriéme degré, on a des tétraédres T
dont les plans des faces sont osculateurs a la cubique
gauche T et qui sont inscrits & une surface d’ordre
4— 2, Cest-a-dire a une quadrigue Q'. Cette quadrique
dépend de 6 paraméires lorsque T est donnée; [exis-
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tenced’un tétraédre T n'entraine donc pas celle d’une
double infinité de tels tétraedres, puisque, s'il en éuait
ainsi, la donnée de T laisserait (4 —2) -+ 5 ou 5 para-
métres pour Q'; il faut encore une condition.

Si 'on s¢ donne un plan a osculateur a T, ct si l'on
considere les tétraedres T dont une face est dans ce
plan, les valeurs de m pour les trois autres faces sont
données par une équation du troisieme degré de la
forme (1), et le sommet A du tétraédre (opposé au plan a)
décrit une droite; cela résulte de la Note 1, ou d’un rai-
sonnement analogue a celui que Pon fait pour involu-
tion dans les coniques. Les droites ainsi obtenues sont
les génératrices d’un sy stéme de la quadrique ().

Note. — Je rappelle que M. E. Duaporcq a demandé
récemment, dans Vlntermédiaire des Mathématiciens,
si 'on connait des tétraédres liés d'une méme maniére
a deux quadriques S et ¥ qui vérifient la condition ® =o;
si de tels tétraédres sont connus, il est a désirer qu'ils
soient signalés aux lecteurs des Nouvelles Annales.

[F4a]
DEMONSTRATION DIRECTE DU THEOREME D'ADDITION
DE LA FONCTION ELLIPTIQUE Z(z);
Par M. E. TAGGI.

Pour étudier la fonction de seconde espéce déterminée
par Pintégrale
8

(1) 7 =/ ‘—‘.;l-tgd_*—f—f_.—__—::—_)
. Jo Vi —uz)y(1—k2u2)

on pose u = snx et I'on considere la fonction

x
(2) Z(r‘):/.“-‘[ sn2rdr

]
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qui s'exprime, comme on sait, au moyen de la fonc-
tion O(x), et, des propriétés de la fonction 8, on déduit
le théoréme d’addition

3) Lrx+y)=Lx)+L(y)+snxsnysn(zx+y).

Ce théoréme w’est, au fond, que le théoréme d’addi-
tion de la fonction de premiére espéce snx, et nous
allons le démoutree directement sans nous servir de la
fonction 9.

Posons

l=z+y, u) =snux,
w, =say,

y =sn(xr—+))=snt,

An = \/(l —u?) (1 — Au?).

On sait que
Wy Aug+ Wy Ay

4) aw, = 200,
&) 1 —Kkrutud

Mais on a (')
ui Al —ui Al ={(uj—ui)(v—~Luiul).

La formule d’addition de snx peut donc se mettre
sous la forme
wi—uj

(3) Uy = [t S
¥ uy Auy— uz Au,

Si I'on remarque que
uy=sn(t—y), uy=sn(t—ux),

on pourra écrire, au moyen de la formule précédente,

u?— ul u?— u}
Uy = ——————— Wg == ————e
Uz Aus—+ us Aty us Aug—+ uy Aug

(') On a l'occasion de démontrer cette identité lorsqu’on intégre
I’équation d’Euler, soit par la méthode de M. Darboux, soit par la
méthode que nous avons exposée dans notre Note Sur l’intégrale
d’Euler et l’addition des fonctions elliptiques ( Nouvelles Annales,
P- 4435 1900).
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ou
(6) ul— gty Aug= uj -+ Uy ly Aus,
(7) Ul — wyus Aug= U+ us 3 Auq.

Or, on a aussi

dus  du, du,
(8) =

—2 =+
Aug Ay Auy
.. du,
Multipliant les deux membres de (6) par ! les deux
"2
duy .
membres de (5) par Tu, ¢ ajoutant, en tenant compte
de (8), on obtient 'équation différenticlle

i dug upduy  ujdu,
A wyusduy = -+~

Auy Auy 1 Auw,

+ uyusdug -+ uyug duy

qui s’éerit

u? dug u?duy  uidus
= -
Aug Awy Ausy

(9)

4+ d(uyuyuy).

Multipliant les deux membres de (g) par A2 et inté-
grant en remarquant que les deux membres doivent étre
identiques si I'on fait u, = o = x, et, par suite, quela
constante d'intégration est nulle, on obtient la formule

d’addition (3) de la fonction Z(x).

[D4a]
RELATIONS ENTRE LES ZEROS ET LES COEFFICIENTS
D'UNE FONCTION ENTIERE;
Par M. E. TAGGI.

Soit une fonction entiére F(x) donnée par son déve-
loppemenl en série sous la forme

F {
(I): +é_’x+£zz+ Az‘.x3+““
F(o) [T 1.2 1.2.3

(1)
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Nous nous proposons de trouver des relations entre

les coeflicients A et les zéros

a, Qi as ..., a

de la fonction F(z). On sait que la fonction F(x) se
met sous la forme

(2) F(z) = erH [(:""(%)e&'x(x{]:

t

ou G(x) est une fonction entiére indépendante des
zéros a;, et les g;(x) sont des polynomes dépendant
respectivement des zéros a; et rendant convergent le
produit précédent, ou, si 'on veut, la série

[ , 1
2‘ [é’i(ﬂ?) - T]

1

Pour simplifier I'écriture, nous supposerons d’abord
que G(x) est une constante et nous poserons
N x
Sfi(v)=gi(x)+L (' — "*)’
a;

en sorte que
Eﬁur)
t

(3) F(.Z):Hef;(-z‘):e .

Pour identifier (1) et (3) nous n’avons donc qu’a déve-
lopper cette exponentielle; on a immédiatement

. N or X rio)+ [E fl(m}'
() i L i
F(o) =1+ 1 xr -+ 1'2 24, ...
D’ailleurs
o ) _ L. (n—1)
S @)= g (a;—ax)n

l.2...(_n—l).

fim(0) = gim(o) — ~2
1

Ann. de Mathemat., §* série, t. 1. (Janvier 1go1.) 2
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S ] Sleo]

En résumé, les coeflicients A,, A,, A;, ... s'ob-

tiennent par la méme loi que les coefficients du déve-
loppement

L Bl o) 4 g0,
Praul T 1.2 ’
&0 +3 £'o) ;:.,,/(0) -+ g'%(0) 2o s
1.2.0
il suffit de remplacer dans celui-ci
&n'(o) (n=1,2,3, ...)
par
) 2 ) t.2...(n—u)
Ef\l_u,(o)= lg;'zl(o.)_—a(l—_ .
. . i
1 13

S'il existe un facteur €®*' dans F(x), cette fonction
sc met sous la forme
Umw+2ﬁ\w)
F(z)=c¢ ¢

)

ct 'on voit qu'a chacun des termes Ef,-‘"‘(o) il suffit

i
d’ajouter le terme correspondant G (o).
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2
a;

e

Lorsgue la série

est convergente, les exponentielles e8ils) disparaiésent
dans les facteurs pricagires de F'(z), ct 'on a

I
A,:—— —
a;i

1
13 N T . .
Ay = -] — — = 1.  —— [
A2 (Z u,~) 2 «? by a;a; (EarAl
i / iLr

2
1

{ | ~ | U
1\:1.—2;22;5—{—322'—“2?-— (z;,>
i

¢ Y
3 3 [

:~—|.}.3Z—‘ Y ETIR
a;a;jay

Ces formules conviennent, en particulier, au cas
ou F(x) est un polynome, ct ne sont autres que celles

. 1
qu’on obtient en changeant x en - dans le polynome

et en exprimant les coefficients du polynome par les
sommes de puissances semblables des racines.

Les formules générales que nous avons démontrées
sont susceptibles de nmombreuses applications. Nous
nous contenterons, actuellement, d’en signaler une
fort simple : 'application a la fonction

sin=y/x

F(.T)Z — )

=y

qui donne les sommes

¥ _ . .
n_'il.’ (n=1,2,3,...)
n

des  puissances semblables paires des inverses des
nombres entiers.
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[R6a'1]
DEMONSTRATION DU THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS:
' Pan M. GALLIAY,

Ancien Eléve de 'Ecole Polytechnique.

La démonstration du théoréme des travaux virtuels
donnée par Lagrange n’est pas entiérement satisfaisante;
cependant I'idée premiére sur laquelle elle repose, idée
qui réside dans Papplication du principe des moufles,
peut, par sa combinaison avec quelques axiomes dont
le caractére d’évidence ne me parait pas sérieusement
contestable, conduire a une solution qui me semble
rigourcuse et que je vais exposer.

1° Axione . — Des forces étant en équilibre sur un
systeme, ['équilibre n’est pas rompu par Uintroduction
de liaisons nouvelles.

Dés lovs si des forces sont en équilibre sur un sys--
téme, que d’autres forces soient aussi en équilibre sur
un second systéme identique au premier quant a la dis-
position des points et aux liaisons qui existent entre
eux, ct que, superposant les deux systémes, on mette
les points homologues en coincidence et qu'on les lie
ensuite iuvariablement chacun a chacun de maniére a
former un systéme unique identique aux proposés,
Péquilibre ne sera pas altéré.

D’aprés cela on peut, sans troubler 'équilibre d’un
systéme, introduire de nouvelles forces répondant a la
condition qu’elles se feraient équilibre si elles agissaient
seules sur le systéme,
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Axiome II. — Désignant généralement par M les
points d’un systeme au repos qui n’est actuellement
soumis a l'action d’aucune force, et par F des forces
qui, si elles étaient appliquées & ces points, communi-
queraient au systéme un mouvement d’apreés lequel
chaque point M se déplacerait dans une direction ini-
tiale MM/, on peut & chaque force ¥ en adjoindre une
autre [ de direction donnée et assez petite pour que
Uintroduction du groupe (¥, f) produise aussi un
mouvement, et que dans ce mouvement la direction
initiale MM" de chaque point différe aussi peuw gu’on
voudra de la direction NMM'. Si chaque force f tire
précisément dans la direction directement opposée
a MM et est suffisamment petite, les directions MM/,
MM coincident.

Axiome L. — Un systéme de points au repos et qui
n’est actuellement soumis & ’action d’aucune force se
mettra en mouvement si tous les /)oz'nls viennent a élre
tous tirés en méme temps suivant les directions initiales
d’un systeme de trajectoires compatibles avec les liai-

sons.

2° Ces axiomes posés, soient des points
My, M., ...,
assujettis a des liaisons, et que je me propose de tirer
respectivement dans les directions

MA;, MgA. ...,

par des forces
Fi, Fa, ...,

que je suppose avoir une commune mesure ¢ contenue
m, fois dans F,, m, fois dans I,, etc., les entiers m,,



(22)
my, ... élant pairs, ce qu'il est toujours possible d’ad-
mettre sans nuire a la généralité.

Au lieu d’appliquer directement a chaque point la
force qui lui est destinée, opérons comme il suit : Con-
sidérons les points des groupes M,, M,, ..., et Ay,
A., ..., comme des anneaux de rayon nul, ces anneaux
étant d’ailleurs fixes pour le second groupe. Concevons
alors qu’un fil flexible et inextensible, attaché par un
bout i I’anneau A,, passe alternativement dans les an-
neaux M, et A, autant de fois qu’il eslL nécessaire pour
qu'il y ait m; brins allant d’un anneau a I'autre, puis
qu’il traverse alternativement les anneaux A, et M,, en
commencant par A,, jusqu’a ce qu'il y ait m,, brins cir-
culant entre A, et M,, et ainsi de suite. Les nombres m,,
My, ... élant pairs, et le fil entrant dans chaque couple
d’anncaux par 'anneau fixe, ¢’est aussi par 'anneau fixe
qu’il en sortira.

Les diverses portions du fil étant disposées en ligne
droite sans tension, appliquons au brin libre, et dans la
direction de ce brin, une force égale & ®. Les points du
systéme sont alors dans les mémes conditions que s’ils
¢taient directement tirés par les forces

myd =Ty, m,d =F,, cee,

dans les directions

M;A;, MoA,, ...

Le fil étant ainsi tendu, le systéme qui était au repos
reste immobile, ou bien il se met en mouvement, et alors
le brin libre s'allonge. Mais ce brin ne s’allongera que
s'il peut s’allonger, par conséquent tout systéme de dé-
placements des points du systéme qui correspondrait a
un raccourcisscment initial du brin libre ne peut se
produire.
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Ceci posé, soient d’'une maniére générale :

M un point du systéme;

F = n:i @ la force qu’on lui destine;
A Panneau fixe correspondant;

M’ une position voisine de M.

Désignant par w l'angle des segments MA, MM/,
par 8L la variation de longueur du brin libre lorsque
chaque point vient en M/, et posant MA = ), MM' = ds,
on a

M'A = /X*— 2% coswm as + 552,

al,.—_—zm(M'A-—n_\)

\ .
5/ 2) cosw By — os2\ 2 |
—— m /\(1———~—\—~—~—- — i,
’?
2 A COS — 0s?
Dbl = E l]« /,C.(vi’)&,’_t____‘ T
2 IS
.-).11—3 z/ (‘mmos——m "
- - I’ N
1.2.3. 4.5 .0 n2n—t

A W N
oT = Z I' cosw os.

Pour des valeurs suflisamment petites de ¢s, le signe

J(? I)()SC

de cL est le méme que celui de

L2hcosw os—oc- . o.s-
Z'l T =T 24_[‘
2 PA

Si donce 6T est négatif, il en est de méme de SL. Par
conséquent ¢

Tout deéplacement infiniment petit A, pour lequel
la somme des travaux des forces serait ne'gative, est
interdit au systéme.

Cette proposition fondamentale établie pour des forces
commensurables entre celles s’étend sans difficulté a des
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forces quelconques. En ellet, que les forces engendrent
le déplacement A. On pourra toujours trouver d’autres
forces commensurables entre elles, différant assez peu
des proposées pour qu’elles produisent un déplacement
et qu'en méme temps ce déplacement soit assez voisin
de A pour que Je travail total correspondant soit négatif
(axiome I1), ce qui est impossible.

3* Lorsque les grandeurs qui entrent dans la compo-
sition de oI’ restent indéterminées, D'expression géné-
rale de ¢T est un infiniment petit d’un certain ordre
par rapporl aux variations des paramétres indépendants,
par cxemple d’ordre n. Les grandeurs composantes
ayaut actuellement des valeurs particuliéres, soit un
déplacement infiniment petit A pour lequel ordre
de 2T serait supérieur a n : je dis qu'un tel déplacement
est interdit au systéme.

En eflet, que le systeme eflectue le déplacement A,
Chaque point M se déplace dans une certaine direc-
tion MM'; appliquons-lui une force f daus la direction

opposée M'M. Si les forces fsont suflisamment petites,
le groupe de forces (I, /) engendrera un certain dépla-
cement d'aprés lequel chaque point M se déplacera dans
la méme divection MM’ (axiome 11). Ov, pour un tel
déplacement le travail total du groupe (I, f) est négatit,
car la portion qui provient des forces I' est par hypo-
thése d'ordre au moins égal a n 4 1, tandis que celle qui
provient des forces f est au plus d’ordre n et négative,

. SN
puisque chacun des angles /MM est égal a =. Donc il
y a réduction a I'absurde.

4" Supposons enfin que, parmi les déplacements infi-
niment petits compatibles avec les liaisons, il en existe
au moins un pour lequel la somme des travaux serait
d'ordre n (n conservaut la signitication indiquée plus
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haut) et positive : je dis qu’alors il ny aura pas équi-
libre. ‘ :
Soit A un tel déplacement défini d’une maniére géné-
rale par le segment MM/, et admettons que le systéme
soit en équilibre. Concevons que les points soient assu-
jettis a des liaisons nouvelles dont P'introduction ne
permette que le déplacement A : le systéme S qui en
résulte est en équilibre (axiome I). Ceci posé, a chaque
force I adjoignons-en deux autres :'une, — F, égale et
opposée a I¥, I'autre ftirant dans la direction MM’. On
pourra toujours donner aux forces f des valeurs telles
que le travail du groupe (— F, f) soit négalif, puisque
le travail du groupe (— F) est négatif par hypothése et
d’ordre n. Les forces f élant ainsi choisies quant aux
intensités, le groupe (— F, f) agissant seul sur le sys-
téme S y serait en équilibre, puisque le seul déplacement
compatible avec les liaisons est interdit par la négativité
du travail ; donc le groupe (IY; — I, f) est aussi en équi-
libre sur le méme systéme (axiome 1). Or, dans ce der-
nier groupe chaque force I détruit la force directement
opposée [* appliquée au méme point, de sorte qu’il
ne reste que les forces £ : or celles-ci ne peuvent pas se
faire équilibre (axiome I). Il y a donc réduction a

I’absurbe.

5° Conclusion :

Tout systéeme de déplacements infiniment petits cor-
respondant a un travail total négatif ou d’ordre supé-
rieur & n est a rejeter. Donc, si tous les déplacements
compatibles avec les liaisons répondent & l'une de ces
deux conditions, aucun mouvement n’étant possible, il
¥ a équilibre. 1l suffit qu'un seul déplacement compa-

.

tible ne réponde a aucune des deux conditions pour
quil 'y ait pas équilibre.
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Lorsqué les liaisons sont telles qu'a tout systéme
compatible de déplacements infiniment pelits en corres-
gonde un anire compesé des miémes €léments, mais
Jirigés en sens contraire, le travail total ne saurait étre
constamment négatif, ct la seule condition a considérer’
est que ce travail soit d’ordre supéricur a n.

[ASk]

NOUVEAU PROCEDE DE RESOLUTION DE L'EQUATION
DU QUATRIEME DEGRE;

Par M. LE Pror. D" TSURNICHI HAYASHI.

Le procédé sumivant, par lequel on peut résoudre
une équation du quatriéme degré, est semblable a celui
dont M. A. Pleskot s’cst servi pour une équation du troi-
sicme degré [ Nouveau procédé pour résoudre les équa-
tions du troisiéme degré ( Nouvelles Annales de Math.,
février 1899)].

Soient

—_— 1
| LRV \/‘ri s

Vo
@ ==y - Ty,

1
5 == L2
A 12

Nous avons alors I'équation

() Pr—[2(a—0)+i0|P2—8P +(a — b)*—

[

::0,

qui est du quatriéme degré en P. Dela, si I'éguation (1)
est donnée, scs racines sont

(2) P = \b \/(/ ;';[,)-,4- a&,



(27)

Soit I'équation donnée du quatriéme degwe
(A) r*+pxl4-qgr+r=o.
Construisons I’équation du quatriéme degré dont les
racines sont égales a ) fois celles de I'équation (A)
(3) T+ plxt+ g Mx + rlt=o.
Comparons (1) et (3); nous obtenons alors
phi=—ola-—b)—4b,

,,) ! (/)\:‘:“8,

=~

( Pl = (¢ —b)?—

ol

La scconde de ces équations détermine la valeur de X

Les deux autres deviennent alors

:—/: =l — by =20,
G 3
(%) /
vhr by— i
_T = (@ —0 A ’
L g
d’ou, éliminaut (a — b),
, 2,2 4
(B) b\p-+0by?*) = J0r = y*.

Choisissons 'une quelconque des trois valeurs de &
que nous pouvons déterminer d'aprés cette équation
du troisiéme degré, et déterminons a par la premiére
des relations (5). Alors les racines de I’équation (3)
sont données par (2). Mais les racines de I'équation

, 1\iéme , .
donnée (A) sont (;> de celles de I’équation (2).
\
De la : Les racines de 'équation du quatriéme degré

LV P g+ =0
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sont données par

1 .
30 a
— %-;./b +\/// 2

relation on b est délerminé par I'équation du troisiéme
degré

( 252 Ea
(B) I/\/:+I)«/3) =41br—+ g3.

CERTIFICATS D’ETUDES SUPERIEURES
(SESSION DE JUILLET 1899);
Sorttions par M. AUDIBERT.

Clermont.

Calculer les deux intégrales

1 !
{ rr(1—a)dn, [ er.riil — a )t dr.

<’y g

En déduire une valeur approchée du nombre, base
des logarithmes népériens; limite supériewre de Uer-
reur cominise.

En intégrant par parties la premiére, que nous dési-
gnons par P,, on trouve
n

P, = - e
2020 )

>
n ! n—1

et, par suite,
Al
n.

> = .
(R==1) (R 2).. (20 —1)

n

Quant a la seconde, désignée I, la méme méthode con-
duit & la formule

Lom—onion Ol 4 win—=1)l,,.
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qui se préle peu au calcul final de I,, en fonction de e
et de n.
Rappelons la relation connue

i 1
[‘ ex f(x)dr = !cx[_f(.r)—;—(— Dt (r)+...
<« . 0
(=) fr(xye ...+ fr(x)).

La fonction x7(1 — x)" et ses (n — 1) premiéres déri-
vées sont nulles aux deux limites, et dans le développe-

dae .

—_ n J— n
ment de -~ [x7 (1 — x)7] les deux seuls termes qui ne
s’annulent pas a la fois sont équidistants des extrémes.
Ainsi pour g = n, ce sont le premier et le dernier, soit
au signe pres,

n!(t—x)m et xn].

Eu général, pour les valeurs de w de n & 222, ces termes
sont au signe prés

!
ﬁ n(n—iu)...(2n—p~+1)[(1—x)2rpet 221,

A P’aide de ces donnécs, on obtient la formule

n(n v)
1

Il,=e [n!-{—(—l)l(n—e—x)! 'll +(—1)2(n+2)! ———= .—4—(——:‘)"(?.71)!]

n(n — 1)
1.2

+...+(zn)!].

+(—l)”+1[n +(n—+1)! ——,—(71—1— 2)! —

En vertu de la régle de la moyenne, I, est plus petit

1 . . , . .
et que - Ainsi Péquation I, = o fournira

e —
que —s

une valeur approchée de e, avec une erreur moindre que

I
g2n—1

1

2’"—1[n‘.—+—(—1)!(n+1)!?—+—...—+—(—1)"(-zn)!]

Pour n =3, on peut compter sur g décimales exactes.
Le caleul donne en effet

£
49171

— = 9,718281828.
1KoGo 2,71828182
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Grenoble.
Développement de

by . vy —5 N\~
y o=l et — )" = (x-S =0) 7",
2 : 2" '

suivant les puissances ascendantes de x, m étant entier
ou fractionnaire. Cercle de convergence.

Les dérivées successives de y s’obtiennent par les for-
mules

LMy fm— —
¥ V/.I.;- )m _ (7 _ \/{1‘2 — l)m l),
Vet =y — my = o,
Frat =) — 3yt ((n — 0 )t — ,,,-:),.u.~~z‘ = o.

Pour a2 == o, on aura

[ (e iym , IN(L"“—*(* iym )
§ = ——— Yy = ——
Y Py e 20

2= (e —2)r—m2) yir
d’ou résulte, pour n pair,
Vr=(—mr) (2t —m2) (f2—m?). .. (n — )2 — m?)g'o
et pour 7 impair,

== m2) (32— m2) (52— m2).. (0 —2)2— m2?) 3y,

et finalement le développement

(— m2)+ % (— m2) (22— m?2)—+. J

3

. 3
+y,'.['1—: - ‘,—:'1—,(1 —m?)+ :—'(l —m?2) (32— m?)+. ]

Si m est entier et pair, la série se réduit a la premiére
m

ligne, avec le coefficient (— 1)* et s’arréte au terme de
rang n == m — 2. Pour m impair, la série se réduit a la
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seconde ligne, limitée d¢ méme et multiplide par le

m—1

coefficient m(—1) * .
Si m est fractionnaire, posons

. s .. ow
i = CO0S — 4+ isin =,
2 2
. m= ... mm
M == oS — — 4 L SIn ——
) 2
. m= .. om=
(— )" = cos — Lsin—
2
y s ’
d’oui résulte
% , . om=
Yo=cosn - Yo = sin—-

Le développement consistera en deux séries illimitées
qui seront convergentes, si a partir d’'un terme de rang P
le rapport du terme de rang p. (x> P), a cclui qui le
préceéde,

(e —2)2—m?]

 a(p—1) ’
est plus petit que I'unité et ne tend pas vers I'unité, ce
qui n’aura lieu que pour x < 1.

Dans ce cas, en posant x = cos 'on aurait y =cosm?
dont on a le développement suivant les puissances
de cosx.

CONCOURS GENERAL DE MATHEMATIQUES SPECIALES DE 1900.
SorutioN pAR M. CALLOT,

Eléeve de Mathématiques spéciales au lycée Carnot.

On consideére les paraboloides 11 représentés en coor-

données rectangulaires par l'égquation
‘ r_ L g+}

m—(——zz———l‘l‘—-)\zo,
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dans laquelle p, q sont des constantes et ) un para-
métre variable, et I’on propose d’étudier la surface T,
enveloppe des plans polaires P par rapport aux para-
boloides W d’un point donné A.

1° La surface T est de la troisiecme classe, et chague
plan polaire touche cette surface en tous les points
d’une droite G.

20 Les droites G sont tangentes & une courbe gauche T
du troisiéme ordre; elles admettent un cone directeur G
du deuxieme degré.

3o La section de la surface S par un plan tangent,
c'est-a-dire par un plan polaire P, se compose d’une
droite G et d’une conique. Déduire de la le degré de
la surface 3.

4° Chaque droite C est le liew des piles d’un plan Q
par rapport aux paraboloides 11. Chaque plan Q est
perpendiculaire a la drowe G correspondante.

5 In supposant que (G décrive la surface X, on
demande l'enveloppe C, des plans Q qui correspondent
aux diverses droites (x.

On indiquera les relations qui lient Uenveloppe G
avec les paraboloides 11 et avec le cone C.

Remarquons que les paraboloides 11 forment un
systeme homofocal, c'est-a-dire font partie d’un fais-
ceau tangentiel déterminé par l'un d’eux et U'ombi-
licale. Ce faisceau pourra donc se déduire dualistique-
ment d’un faisceau ponctuel de quadriques.

1° On sait que le lica des poles d’'un plan R par
rapport aux quadriques d’un faisceau ponctuel est une
cubique gauche T,. Corrélativement ’enveloppe des
plans polaires I’ du point A par rapport au faisceau des
paraboloides [T sera une surface de la troisiéme classe 2.
A deux points infiniment voisins de T, correspondront
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deux plans tangents infiniment voisins de =. On voit
donc qu’a toute tangente a [, correspond une généra-
trice G de 2. A tout point u de G correspond un plan
a T, qui passe par une tangente fixe, quand p décrit G.
Le plan tangent en y correspond au point de contact
de w. 1l est donc le méme tout le long de G.

2° A deux tangentes infiniment voisines a T'y corres—
pondent deux génératrices infiniment voisines de =. Or
les deux tangentes définissent un plan osculateur a T,
auquel correspond le point de rencontre de deux géné-
ratrices; celles-ci ont donc une enveloppe. Or, comme
par tout point de I'espace on peut mener trois plans
osculateurs a Ty, on voit que dans tout plan il y aura
trois points de I'enveloppe des droites G. Donc cette
enveloppe est une cubique gauche T'.

Nous verrons plus tard que les droites G admettent
un cone directeur du second degré.

3 Un plan tangent & ¥ correspond & un point m
de T, et aux points de la surface situés dans ce plan les
plans tangents a T, menés par m. Or ces plans enve-
loppent le cone de sommet m qui s’appuie sur T'y. Ce
cone étant du deuxiéme degré, on voit que le plan tan-
gent a X la coupe suivant une conique. Comme le plan
est tangent tout le long d’une droite, la section se
compose d’une droite et d’une conique. Il en résulte
que I est du quatriéme ordre.

4° A toute droite G correspond une tangente § a I', ;
or, 0 étant donnée, il existe dans le plan R un point I
tel que tous ses plans polaires, par rapport au faisceau
ponctuel considéré au début, passent par 8. On voit donc
qu’il existe bien un plan Q correspondant a I, tel que
tous ses poles par rapport aux paraboloides II soiemt
sur G. Comme [ est dans le plan R, tous les plans Q
passent par le point A.

Ann.de Mathémat., §* série, t. L. (Janvier 1gor.) 3



(34)

La droite G doit contenir des pdles de Q par rapport
a toutes les quadriques du faisceau tangenticl donné; en
particulier elle contiendra leur pole par rapport & 'om-
bilicale. Elle lui est donc perpendiculaire.

5° Il en résulte que Q enveloppe le cone C, de
sommet A supplémentaire du coéne dirccteur C de la
surface X. Tous les plans tangents a G sont paralléles a
des plans tangents a Z. Donc chaque génératrice de G
est perpendiculaire a un plan polaire ¢. Elle est donc
perpendiculaire a sa conjuguée par rapport a un des
paraboloides II. Or le lieu des droites qui passent par A,
ct qui sont perpendiculaires a leurs conjuguées par
rapport i des quadriques homofocales, est le cone de
Chasle de sommet A. Donc le cone G est du second
degré, et par suite aussi le cone C.

CORRESPONDANCE.

Dijon, le 1j novembre 1goo.

Messieurs les Directeurs des « Nouvelles Annales
de Mathématiques ».

Dans la Chronique de votre numéro d’aout dernier, je
trouve cette phrase :

« L'Esperanto est unc nouvelle langue internationale, fort
appréciée de plusieurs mathématiciens; cette langue est assu-
rément plus simple que feu le Volapiik, et elle est facile
a apprendre, du moins pour nous autres Latins, mais le
méme cercle vicieux se présente toujours a l'esprit : Pour-
quoi apprendre une nouvelle langue que personne ne sait
encore? »

Je puis me croire un de ceux que ces lignes visent, inten-
tionnellement ou non, parce que je suis un professeur de
Mathématiques, en méme temps un propagateur de I'Espe-
ranto absolument convaincu et assez actif, parce que j'ai été
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Pun des premiers, je crois, a attirer sur lui 'attention des
hommes de science (Revue générale des Sciences du 15 avril
dernier; Intermédiaire des Mathématiciens de juin dernier;
Enseignement mathématique de juillet dernier et de no-
vembre courant). A ce titre, vous accorderez peut-étre aux
observations suivantes la place dans les Nouvelles Annales
que l'un de leurs plus anciens collaborateurs ose espérer de
votre bienveillance et de votre désir bien connu d’aider la
lumiére a se projeter sur toute question touchant a un intérét
mathématique.

I. « ... Nouvelle langue internationale... ». Le mot nou-
velle n’est plus tout a fait juste, car si les progrés de I'Espe-
ranto en France sont de date récente, M. le D Zamenhof,
son créateur, I'avait fait connaitre dés 1887. L’oubli de I'épi-
théte auwxiliaire accrédite dans les esprits mal renseignés une
méprise des plus facheuses : trop souvent on croit que I'Espe-
ranto ne promet ses services que sous la condition rigoureuse
d’élre accepté comme langue universelle, c’est-a-dire d’étre
cmployé par tous les hommes indistinctement, & ’exclusion
de leurs langues nationales; et, a la seule idée d’une pareille
supplantation, on sourit, on se détourne. 1l ne s’agit aucune-
ment de cela, d’obtenir, par exemple, des Russes et des Fran-
¢ais que les uns ct les autres oublient leurs langues pour ne
plus parler qu’Esperanto; les espérantistes leur disent simple-
ment : « Au lieu de sacrifier des années pour n’arriver qu’a
écorcher, vous le frangais, vous le russe, dépensez seulement
les quelques semaines de trés légers efforts qui vous rendront
tous maitres de notre langue, pour pouvoir désormais I'em~
ployer entre Russe et Francais : chez vous, c’est-a-dire entre
Russe¢ et Russe, ou bien entre Francais et Francais, laissez
I'Esperanto de coté, si bon vous semble. » Telle, 'interposi-
tion d’une glace fluorescente, inutile, méme génante, dans
d’autres circonstances, rend immédiatement perceptibles a nos
yeux, leur traduit, en quelque sorte, les radiations incapables
de les impressionner directement. Le surplus, s’il n’est pas
plus impossible, en soi, que I'évolution d’ou la langue francaise
est sortie par la fusion des dialectes de la Gaule avec le latin,
I'allemand, etc., n’est qu'une utopie pour de longs siécles
encore, et ni M. le D* Zamenhof, ni ses éléves sensés, n’y ont
jamais versé.
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H. « ...; cette langue est assurément plus simple que feu
le Volapiik ... » Les hommes compétents s’accordent a dire
que, si la grammaire du Volapiik est déja bonne, son vocabu-
laire est horriblement ardu, détestable. Sur lui, je ne sais rien
de plus; mais il est notoire que sa faveur inouie d’'un moment
a promptement fait place au plus lamentable effondrement;
mais je me suis assimilé I'Esperanto en un clin d’cil, je le
vois en possession d’un terrain dont les limites s’écartent sans
cesse, maintenant bien au dela de 'ancien domaine du Volapiik,
J'assiste chaque jour aux progrés de cette diffusion, s’accélé-
rant partout nonobstant les préjugés si tenaces que la décon-
fiture de son prédécesseur a soulevés contre toute langue
internationale. Je ne puis donc hésiter un instant a prétendre
que, dans le passage ci-dessus, le mot infiniment serait de
mise au lieu d'assurément.

La phrase francaise :

« Je me suis permis d’écrire cette lettre en (Volapiik,
Esperanto) parce que mon scerétaire russe a été appelé pour
faire ses vingt-huit jours et parce que j'ai appris que le
(Volapiik, Esperanto) est déja fort répandu dans votre ville »,

se traduit en Volapiik par :

« Edalob obe penin Volapiiko, bi spodel rusinik oba
pebiidom al plig militik plo vigs fol, e bi elilob das
Volapiik binom pepakil ya lecemo in zif olik »

et donne en Esperanto :

« Mi permesis al mi skribi tiun ci leteron esperante, car
mia sekretario rusa estis vokita por fari siajn dudegk-ok
tagojn de militista servado kaj mi sciigis ke Esperanto jam
estas tre vastigita en via urbo. »

La simple comparaison de ces deux échantillons permet au
premier venu de dire lui-méme de quel coté se trouve tout au
moins la limpidité intuitive.

HI. « ... elle est facile a apprendre, du moins pour nous
autres Latins.. .. » La facilité de ’Esperanto éclate, extraor-
dinaire, & peine croyable, pour qui entend I'explication rai—
sounce de dix lignes seulement d’un texte quelconque. Quant
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a cette opinion, ¢a et la enracinée a priori, que’les cotés néo-
latins de la langue la rendent difficile pour les Européens de
races non latines, elle est démentie, non seulement par la
nationalité russe de M. le Dr Zamenhof, mais encore par les
déclarations de ces Européens euxr-mémes. Voici, en effet, ce
qui m’a été écrit tout récemment a ce sujet (en Esperanto,
bien entendu) : .

1° Par M. Josef Socha, I'un des intendants de M. le prince
de Lichstenstein, & Feldsberg (Basse-Autriche) : « ... Je suis
un Tchéque-Slave..., c’est en 1866, pendant un stage mili-
taire, que j’ai appris 'existence du beau, du facile Esperanto.
Au bout de deuxr mois, je correspondais couramment déja
en Esperanto.... » :

2 Par M. A. Zinoviev, ingénieur a Poltava (Russie) :
« ... Une lettre en Esperanto écrite a un Allemand est
presque toujours acceptée et déchiffrée.... »

3> Par M. A. Kofman, a Odessa (Russie) : « ... Quant a
I'Esperanto, dont l’étude exige seulement un mois ou
deux, son acquisition est trés rapide et la stupéfaction iné-
vitable.... »

4° Par M. F. Avilov, professeur dans I'un des gymnases de
Tiflis (Russie) : « ... Pour acquérir la faculté de se faire
comprendre en Esperanto par la parole ou par Pécriture, il
suffit de deuxr a sept jours pour un sujet connaissant les
racines latines, de un a deuxr mois pour ceuxr qui ne savent
aucune langue étrangére, ce dont je me suis convaincu
par expérience. »

5° Par M. Hugo Karlsten, instituteur populaire (primaire)
a Jockmock (Suéde) : « ... I n’y a pas longtemps que je
connais I'Esperanto, deux mois seulement. Cependant, je
comprends la langue presque bien, et je puls écrire faci-
lement des lettres avec !’aide du dictionnaire Esperanto.
Trés facile a apprendre, beau et pratique! Quel agrément
de pouvoir correspondre avec un espérantiste d'un pays quel-
conque! » )

6° Par M. A.-W. Magnusson, officier de police a cheval, a
Stockholm (Suéde) : « ... Je suis un homme de la plus
humble situation sociale, et je ne posséde en tout qu’une
petite instruction, sans aucun savoir linguistique, Malgré
cela, j’ai correspondu avec grand succés avec des Allemands,
des Russes, des Belges et des Hongrois, au moyen de notre
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chére langue Esperanto. ... Jamais il ne m’est arrivé de n’étre
pas compris par mes correspondants, et j'ai toujours compris
leurs réponses. Ceci est merveilleuz, car je posséde mal la
grammaire de ma langue maternelle.... Je crois que de
telles attestations valent mieux pour appuyer vos elforts en
faveur de l'idée contre les sceptiques, que celles des personnes
sachant deux, trois langues, ou bien versées dans la gram-
maire de leur langue nationale.... »

70 Des femmes enfin, M™ Bella Siissmuth, a Sodertelje
(Suéde), MY Ebba Bergstrom de la méme ville, Elisaveta
Polkanova, a Kostroma (Russie), Elis. Zilatef, d’une localité
voisine de Tirnovo (Bulgarie) m’ont fait aussi 'honneur de
m’éerire en Esperanto. Cette langue n’étant encore employée,
ni dans les aflaires, ni comme luxe de I’éducation féminine,
il en faut bien conclure que son étude est facile, méme
agréable, jusqu’'en Suéde, en Russie et en Bulgarie.

1V. « ... le méme cercle vicicux ... : Pourquoi apprendre
une langue que personne ne sait encore? » Je riposteral par
cette question du méme genre : « Pourquoi tel industriel
fabrique-t-il, par millions quelquefois, un objet que personne
n'a encore demandé, que personne souvent ne connait? »
Et je répondrai : Pour cette simple raison générale, que ce
qui veut exister doit se résigner & passer par un com-
mencement; pour cette autre, particuliére, que IEsperanto
est extraordinairement facile, qu’une fois appris par chaque
individu, mais pas avant, elle appartiendra a la collectivité
humaine ¢t revaudra aux mémes individus les plus éminents
services. Bénéficierons-nous des signaux maritimes télégra—
phiques, ctc., moyens de communication intellectuelle inter-
venant aussi dés que la parole ou I'écriture, méme en fran-
cais, allemand, etc., deviennent impraticables ou insuffisants,
si chacun dc leurs inventeurs, de leurs premiers adeptes,
s'était, au licu d’agir, barricadé dans ce cercle, autrement
viciewr, d'attendre, pour les créer, pour se familiariser avee
eux, que fowt le monde les connut?

Que « personne » ne sache I'Esperanto, ne le pratique
méme, par la plume ou par la bouche, c'est ce qui a cessé
maintenant d’étre dans le vrai, et ne cesse plus de s’en écarter
a tres grands pas. Pour en fournir la démonstration, et malgré
ma confiance entiére dans la lovauté des chefs du mouvement
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espérantiste en France (que maintenant je connais personnel-
lement et estime infiniment), je ne renverrai pas aux faits
rapportés, innombrables, a 'appui de cette derniére assertion,
dans les publications de la propagande espérantiste : je me
contenterai de citer ceux que j’ai pu recueillir moi-méme.

1° Ayant ouvert en juin dernier, sur ’Esperanto et a son
aide {car, sans lui, 'aurais-je pu faire?), une enquéte dans les
lieux ou le francais ne se parle pas, cela par des lettres parti-
culiéres et des annonces insérées dans les deux journaux de la
langue [L’Espérantiste, publié a Epernay; la Lingvo inter-
nacia, rédigée a Upsala (Suéde), imprimée a Szegzard (Hon-
grie)], j’ai recu de la Russie (Pologne, ..., Transbaikalie,
en passant par la mer Noire, le Caucase et le Volga), de
PAllemagne, de la Basse-Autriche, de la Styrie, de la
Bohéme, de la Suéde, de la Roumanie, de la Bulgarie, de
I'Italie, de V' Espagne, du Portugal, des Etats-Unis, de I'Is—
lande, plus de sotrante cartes postales ou lettres étendues,
écrites en Esperanto, et a toutes j'ai répondu dans la méme
langue. (Ou est celui qui aurait pu faire, a chaque unité d’un
groupe de correspondants aussi polyglotte, la gracicuseté de
lui écrire correctement dans son idiome national?) Les
piéces de cette correspondance m’arrivent encore chaque
semaine; toutes portent leurs marques d’origine authentiques,
et je me ferais un plaisir de les communiquer a qui aurait la
curiosité de les examiner.

2° Voici, de ces correspondances et traduits en francais, des
extraits qui paraitront sans doute concluants :

« ... Jai sous les yeux des documents, savoir des lettres
qui me sont venues de fous les points du monde, de beau-
coup de nations (différentes), et la votre (en particulier).... »
[A.-K. Burenkov, a Saint-Pétersbourg (Russie).]

« ... En 1897, mon collégue Wagner et moi, nous avons
recu la visite de M. Avilov, professeur au premier Gymnase de
Tiflis, et, comme I'lisperanto était la seule langue connue de
nous trois a la fois, nous avons été forcés de U'employer
pour causer ensemble, et il est de fait que les choses mar-

chaient tout & fait bien, ..., cela pendant deux jours....
Depuis trois ans j'ai écrit (en Esperanto) a prés de cin-
quante étrangers, et de tous j’ai regu des réponses.... Je

posséde des lettres venues de Reikiavik (Islande), de Londres
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et de diverses villes de Suéde, de Pétersbourg, Moscou,
Kiew, Odessa, d’Allemagne, de Belgique et de France
(Paris, Rouen, Angers, Lyon, E‘pernay, Thouars, etc.),
du Portugal et de V'Espagne, de la Suisse et de I'Italie, ...,
de Tacoma (Etats-Unis), de Nouméa (Nouvelle-Calé-
donie), ..., de Francaises, Russes et Suédoises. ... » [Josef
Socha, a Feldsberg (Basse-Autriche).]

« ... Deuz journées passées dans la maison hospitaliére de
MM. Socha et Wagner m’ont pleinement convaincu que, pour
I'usage oral, I'Esperanto ne donne lieu & aucune méprise,
méme dans son état actuel trés peu satisfaisant ou, faute d’un
dictionnaire complet, chacun de nous doit, lui-méme person-
nellement, créer les mots pour les idées originaires et com-
binées. Nous avons babillé sans difficulté sur la littérature,
les travaux champétres, le sport vélocipédique, les besoins
quotidiens, etc. » [F. Avilov, a Tiflis (Russie).]

« ... Il m’est souvent arrivé de rencontrer a Odessa des
personnes que je ne connaissais ni de nom, ni de visage, et de
constater avec surprise qu’elles savaient parfaitement I’Espe-
ranto.... J'ai eu beaucoup de plaisir a lire des lettres de
Portugais, Suédois, Finlandais.... » [A. Kofman, & Odessa
(Russie).]

« ... Je posséde quelques centaines d’écrits (en Esperanto)
(lettres, cartes postales, etc.) recus de différents pays pen-
dant les trois derniéres années. ... » [Paul Nylén, a Upsala
(Suéde).]

« ... Dans les Etats-Unis, comme en Russie, j'ai connais-
sance de beaucoup de cas ol notre langue (I’Esperanto) a
rendu des services aur voyageurs.... » [V. de Majnov, a
Scranton (Etats-Unis).]

« ... Grice a I'Esperanto, je corresponds avec beaucoup
d’étrangers (d'Allemagne, France, Russie, Suéde, Italie,
Amérique, etc.). » [Hr. Popov, a Tirnovo (Bulgarie).]

« ... Je corresponds en Esperanto depuis 1896, et j’ai déja
recu de trés nombreuses correspondances de cent cing espé-
rantistes de presque tous les pays de I’Europe, du Caucase,
de la Sibérie, de la Tunisie, de 'Algérie, du Canada, des
Etats-Unis, de 'Etat de Grenade, du Brésil, du Chili, de la
Nouvelle-Calédonie. ... » [R. Sperl, a Leoben (Autriche).]
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« ... Il est 3 ma connaissance qu’il y a beaucoup d’espé-
rantistes en Russie et en Sibérie.... » [A. Nippa, de (illi-
sible) (Russie).]

« ... Parmi mes connaissances, il y a une personne dans le
voisinage de Revel, une autre dans l'ile de Dago, prés des
cotes de la Baltique, avec lesquelles je corresponds en Espe-
ranto.... » [H. Stalberg, a Vezenberg (Russie).]

« ... L'Esperanto est connu presque dans toute laville....
Pendant cet hiver, je fais un cours d’Esperanto; jeudi dernier,
jour de ma deuxiéme lecon, mon auditoire ne comprenait pas
moins de quarante-trois personnes dont sept jeunes filles
et une dame.... » [J.-J. Siissmuth, a Sidertelje (Suéde).]

« ... Jemploie I'Esperanto, depuis plus de diz ans déja, a
correspondre avec mes amis de tous les coins du monde.... »
[R.-H. Geoghegan, vice-consul de la Grande-Bretagne a
Tacoma (Etats-Unis).]

« ... Je puis vous affirmer qu’au moyen de I'Esperanto je
corresponds depuis longtemps déja avec des étrangers de
beaucoup de nationalités.... » [Dr Costa e Almeida, a Re-
zende (Portugal).]

« ... Grace a la langue internationale, je corresponds
presque avec cinquante personnes d’autres pays, quoique,
en dehors du russe, ma langue nationale, et de I'allemand, je
ne posséde aucune autre langue.... » [V. Kurmanajev, a
Pétersbourg (Russie).]

« ... En correspondant au moyen de I'Esperanto avec
des Francais, Finlandais, Polonais, Russes, Allemands,
Tchéques, Belges, Américains, Esthoniens et autres, en ...,
j’ai été forcé.... » [P. Ahlberg, officier de police a cheval, a
Stockholm (Suéde).]

« ... Moi, un Russe, ne sachant aucune autre langue
que le russe, j’emploie I'Esperanto depuis trois ans déja
pour communiquer avec des étrangers, et, de cette maniére,
je corresponds avec I'Espagne, la Hongrie et la Suéde....
Une personne de ma connaissance a voyagé a travers la
Finlande et la Suéde a U’aide de I’Esperanto seulement,
et son voyage s’est fait avec un succés complet.... » [Dr A.
Veitzler, a Saint-Kupjansk-Uslovoj (Russie).]
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« ... Je corresponds avec des espérantistes de tous les
pays du monde, quoique ne sachant, en dehors de I'Espe-
ranto, aucune langue vivante (que le russe). Pendant I'été
passé, j’ai fait un voyage le long du Volga, et dans foutes les
villes de cette région j'ai visité des espérantistes que je n’avais
Jjamais vus, jamais connus.... Nous avons employé I'Espe~
ranto exclusivement, exactement comme s’'il eit été notre
langue maternelle. Je suis professeur et écrivain. Pendant
les derniéres années, j'ai collaboré a de trés nombreuz jour-
naux et revues au dehors de la Russie, seulement grdce a
U’Esperanto; sans I'Esperanto, ceci m’aurait été tout a fait
impossible. Dans ma localité (partie nord du gouvernement de
Jaroslav), I'Esperanto a une foule d’amis, non seulement
dans les villes, mais méme dans les villages.... » [Ivan Sir-
jaev, & Selo-Vereteja (Russie).]

3° Ici méme enfin, ¢ Dijon, en septembre dernier, M. Lam-
bert, mon collégue de Philologie a la Faculté des Lettres, a
recu, fort inopinément, la visite d’'un Suédois de Stockholm,
dont auparavant il ignorait I'existence, qui avait trouvé ses
nom et adresse sur ’Annuaire de la Société pour la propa-
gation de I’Esperanto, et qui s’était annoncé par ces mots en
Esperanto : « Doktoro Krikortz kuracito demandas cu vi
volas permesi al li viziton » (Le D" Krikortz, médecin,
demande si vous voulez lui permettre une visite). Une fois
en présence de I'étranger, M. Lambert, initié depuis fort peu,
comme moi-méme, a 'Esperanto, et ne l’ayant pas encore
parlé, se souciait peu, par crainte de trop graves accidents,
de P'inaugurer cette fois impromptu par la bouche. Cepen-
dant il fallut en venir la, parce que ni le suédois, ni le fran-
cais, ni I'allemand, ni ... ne purent réussir des deux cotés a
la fois, et il est de fait que les choses marchérent tout
Jait bien, comme entre MM. Socha, Wagner et Avilov, a
Feldsberg (voir ci-dessus). Car, de 2" @ 10" de U’aprés-midi,
puis le lendemain matin, le médecin suédois et le professeur
francais « bavardérent comme des pies », suivant 'expression
de M. Lambert, sur tout : voyages, villes d’eaux de la Suéde,
neige boréale, Lapons, politique, affaire Dreyfus, enseigne-
ment, photographie, bicyclette, cela en visitant promenades,
monuments, musées, en dinant chez I'indigéne, en choisissant
une chambre pour U'étranger a I'hotel de la Cloche, en I'em-
barquant pour Bourbon-Lancy, etc.
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Si ceux qui liront cette lettre ne voient rien, c’est évidem-
ment qu’ils n’auront point d’yeux, ou bien qu’ils ne voudront
pas les ouvrir.

Veuillez, etc. CHARLES MERAY,
Correspondant de PInstitut (Académie des Sciences),
Professeur de Mathématiques a I'Université de Dijon.

M. E. Duporcq. — A propos de la question 1861 (1900,
p- 432). — On peut rcmarquer que le théoréme énoncé n’est
qu’un cas particulier du suivant :

Si une courbe fermée se déplace de facon a toucher une
droite fire en un point fixe, le lieu des points liés a cette
courbe et dont les trajectoires ont une aire donnée, est un
cercle, dont le centre est le centre de gravité des courbures
de la courbe envisagée.

Il suffit de remarquer que le plan mobile est entrainé par le
roulement sans glissement de la développée de la courbe envi-
sagée sur une de ses tangentes. Il en résulte, d’aprés un théo-
réme bien connu, du a Steiner, que les trajectoires d'aire donnée
sont engendrées par les points d’un cercle, dont le centre est
le centre de gravité des courbures de la développée; or on sait,
d’autre part, qu'unc courbe et sa développée ont le méme
centre de gravité des courbures. On pourra consulter, sur ce
sujet, mon Mémoire Sur l’aire plane balayée par un secteur
variable, publi¢ en 1895 dans le Journ. de Math. pures et
appliquées, p. 443-65.

M. Ripert.— A propos de la question 1867 (septembre 19oo).
— Dans I’énoncé parfaitement exact de ma question 18353, j’ai
employé une trés mauvaise terminologie que je voudrais faire
disparaitre. J'avais perdu de vue que 'expression triangles
triplement homologiques est usuelle dans un tout autre sens
que celui que je lui ai donné.

Rectifier ainsi I'énoncé :

« Montrer qu’elle comporte deux groupes de trois triangles
ayant deux a deux méme centre d’homologie, deux groupes
de trois triangles et un groupe de quatre triangles ayant deux
4 deux méme aze d’homologie et beaucoup d’autres pro-
priétés.... »
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 525.
(1860, p. 234.)

Solent zy, z2, ..., x, les racines d’une équation
S(x)=o,

que nous écrirons sous la forme

(ag, @1, Qay ..., ay) (2, 1)" =o0.
Posons
— mn—2 ‘z'infy(x?) f'(‘z3)"‘fl(xn)
Ap=(—1)"aj 2 Flar) )

ow f' est la dérivée de f; démontrer que la forme
? = (A01 Ah A2y ey AZn—A) (xyy)zll—ki
est un covariant de la forme

(agy @y, @y ooy ap) (2, y)% (V).
(MicHaeL RoBERTS.)
SOLUTION
Par M. A. BOULANGER.
Soit la forme
nr—n

Sf(z,y)=aox" + najzn-1y + -

az.z'"_2_y2 -+...
4+ nap Z Yt an yn,

ou, avec la notation abrégée de Cayley,

(ag,ay, ..., ap—y, an) (xn}’)n'

(') L’énoncé des Nouvelles Annales est incorrect; il doit y avoir
alternance de signe des A. L’énoncé transcrit ici est ezact.
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Tout covariant (&, ¥, g, @1, ..., @) de f vérifie les équa-
tions aux dérivées partielles

' 0?—a —ti?— +2a 90 +3a dq?—+— -+ na 99
‘ Yoz = a, ! da, 20a; " Sa,’
0

-+ .+ na d?
‘da,,_g ceececsesc e ‘()ao

Réciproquement, si la fonction entiére o(x, ¥, ag, ..., a,),
homogéne séparément par rapport aux variables et aux coeffi-
cients, satisfait identiquement aux équations (1), elle sera un
covariant de f(«, y). (Cayley, 1855; voir la démonstration de
Brioschi, Annali di Matematica, 1858.)

Soit

plp—1

o= A2l + pAjzPly + o )A2wl’—?y2 +o Ay,

cette fonction ou les A sont de formes de méme degré en
ay, @y, ..., ap; la condition de vérification du systéme (1) en
Z, ¥, @y Ay, ..., &, équivaut a celle du systéme suivant, en

Qoy Agy «ovy Ap
0A 0A oA oA
‘ @ n 2a;—2 +3a, fﬁ"—l—l- Ay —= 9Am _ mA -y,
Oaqy da oda,
(2)
dA”l dAI"
na———i—(n—la B R S, =mA,_
' 1 ) 27— 0(11 n dan—i p—m+1

(m=o0,1,2,...,p).

Ces propriétés rappelées, le théoréme a établir est immédiat.

Soit
Sz, 1) =ay(z — 2)(z —x3)...(x —xn);

comme
S'(@i ) — ag(@i— xy). . (@i — xi1) (i — Zjv1). - (Zi— Z0),
les coefficients de la forme ¢ de I'énoncé ’écrivent

n—1)
—+m

n(
Ap=(—1) 2 a%”“Em’,"(z‘g —x3)2. . (Tpey — 2%

comme m<an — §, la fonction symétrique entiére mise en
évidence, ol chaque racine a pour exposant maximum 27 — 4,
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5 I \ .
est, & —5— prés, une forme de degré (2n—4) en a,,
0

g, ...,an; A,y est donc une telle forme.
Il suffit dés lors de vérifier que les A,, vérifient les équa-
tions (2). A cet effet, utilisons la substitution

r=a'+hy, y=y,

ui transforme la forme (ao, @4, ..., a@,)(z, )" en la forme
q Ve
(a;n a;: ey a:t) (-’L",}”)", avec
(i—1)
2

. i . . .
(3) aj=a;+iai1h+ ; @i R+ ..+ la i1 4 ag é

(i=o0,1,2,...,n).
Pour cette nouvelle forme, on a

Alll(a:)7a,l7 "'7“"1-)
- n
=(—1) 2 a'o?""‘zx'{"(x'z—xg)ﬁ...(x’,L_l—x,,)?,

zy, 2y, ..., ), étant les racines de (ay, @y, ..., a,) (2, 1)=o,
c’est-a-dire zy— h,xy— h, ... ; donc la relation

Ap(ay, aly, ..., ay)

=(—1) 2 ag”“z(x, — h)m (g — x3)2. . (Xp—y — Tp)?

sera, aprés remplacement des a par leurs valeurs (3), une
identité en A; si 'on développe le premier membre par la for-
mule de Taylor en regardant a; comme valeur initiale de a},
on reconnait immédiatement, par I'identification des termes du
premier degré en %, que les A, vérifient la premiére série des
équations (2).

La seconde séric des équations (2) sera évidemment vérifiée
si Pon démontre que I’échange dans f(=,y) des coefficients
¢quidistants des extrémes échange entre eux dans o les coeffi-
cients A équidistants des extrémes. Or la substitution

’

=y, y=a

transforme f(z,y) en (@n, @ny, ..., a1, a9) (2", y’), forme
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pour laquelle on a

Am(@ny @n—1s <oy @1y Qo) .
nin—1t)

2

—en 7 e Pde(n ) %)
- ' \?2 o3 Tuy T

)nln2 )+m a- - 2 on—4 Ill( ) ( )2
=(—1 —_— 71 T XT3 )oee (X pn—1 —Tp

( (xlyx%'--yxn)z/l—b
nin—1)
+m

=(—1) 2 a%""zz“l’”‘“""(.l‘g—1‘3)2-.-(Z'n—l—"b‘n)’

= A(zn—k)-m(ao, Agy o ons a,,).

Le théoréme est donc établi.

QUESTIONS.

1901. Sur une biquadratique, il existe seize points ou le
plan osculateur & cette courbe la suroscule et ces seize points
sont a lintersection de la biquadratique avec les faces du
tétraédre ayant pour sommets les sommets des quatre cones
du second degré passant par la biquadratique.

(H. LEAUTE.)

1902. Si, par une génératrice quelconque de 'un des quatre
cones du second degré qui passent par une biquadratique, on
méne les quatre plans tangents a cette courbe, les quatre points
de contact sont dans un méme plan. (H. LEAUTE.)

1903. Si I'on considére les courbes tracées sur une méme
quadrique, le rapport anharmonique de quatre courbes quel-
conques, tangentes a une méme biquadratique, est constant
lorsque ces courbes appartiennent & un faisceau tel qu’elles
ne coupent la biquadratique qu'en deux points variables.

(H. LEAUTE.)

1904. Si Pon considére quatre plans osculateurs a une
biquadratique en quatre points situés dans un méme plan,
leurs quatre autres points d’intersection avec la courbe sont
aussi dans un méme plan. (H. LEAUTE.)
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1903. Lorsque les cétés d’un polygone inscrit dans une
biquadratique parcourent des quadriques ou des quadricuspi-
dales fixes, le dernier coté décrit une quadrique ou une qua-
dricuspidale suivant que le nombre de cotés qui parcourent
des quadriques est impair ou pair. (H. LEAvUTE.)

1906. Par un point d’une biquadratique, on peut mener
neuf plans osculateurs a cette courbe (sans y comprendre le
plan osculateur au point choisi); les neuf points d’osculation
ainsi déterminés sont trois a trois situés dans trois plans pas-

sant par le point donné. (H. LEAUTE.)

1907. Si, par I'une des génératrices d’une quadrique passant
par une biquadratique, on méne les quatre plans tangents a
cette courbe, les quatre points de contact sont fixes quelle que
soit la génératrice choisie sur la quadrique considérée.

(H. LEAUTE.)

1908. Un point matériel est sollicité par une force centrale
qui est fonction de la distance du point au centre fixe et est
exprimée par f(r) : démontrer que le rayon de courbure des
courbes tautochrones pour ladite loi de force est donné par

la formule
v d [ U(r)
= a (/iR nl))

aprés avoir posé

U(r) =f f(ryar,

ro étant le rayon vecteur correspondant au point de tauto-
chronisme. (Virrorio NoOBILE.)

1909. On compare a un thermométre centigrade un autre
thermométre marquant aussi o® et 100° dans la glace fondante
et eau bouillante, mais gradué de telle sorte que, quand on
passe de 0° a 6 +1°, le volume Vj s’accroit d’une fraction con-
stante §, non du volume & 0°, mais du volume a 9°. Quelle est
la température centigrade ¢ d’un milieu pour lequel la lecture
sur le second thermométre dépasse de T la lecture faite sur le
premier? (LEMERAY.)
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UNE LETTRE DE M. HERMITE.

A la séance de cloture du Congrés international des
Mathématiciens, le 11 aout 19oo, je proposai, d'accord
avec quelques Collégues, I'envoi du télégramme suivant a
M. Ch. Hermite, président d’honneur du Congrés, et qui se
trouvait alors a Saint-Jean-de-Luz :

Le Congres international des Mathématiciens envoie
Pexpression de son admiration et de sa sympathie res-
pectuense au géométre illustre qui honore son pays et
le mounde scientifique enticr, par son talent aussi bien
(ue par son caraclere.

C’est unanimement que les Mathématiciens de toutes
les nations forment pour Monsieur Hermite les veeux les
plus sincéres de bonheur et de santé.

I’envoi proposé fut voté par acclamations, et le télégramme,
qui figurera sans aucun doute dans les Comptes rendus du
Congrés, fut adressé aussitot. En faisant cette proposition, je
n'avais eu d’autre mérite que de traduire en quelques mots la
pensée de tous nos Collegues, je pourrais dire la pensée una-
nime de tous les mathématiciens, présents ou nonj car tous
vénérent a juste titre homme illustre chez lequel le génie et
la bonté sont li¢s si intimement. '

L’initiative que j'avais prise, et qui, a mon défaut, aurait été
prise par un autre, me semblait chose toute naturelle. Ce n’est
donc pas sans une véritable surprise, mélée, je dois le dire,
d’une sincére émotion. que jai recu dans les premiers jours
de janvier la lettre qu'on va lire. Bien qu’elle ait un caractére
tout intime, j'ai cru devoir demander & M. Hermite la per-
mission de la publier dans les Nouvelles Annales; sur mes
instances, il a consenti, avec sa bicnveillance habituelle.

Si j’ai sollicité cette autorisation, malgré le caractére beau-
coup trop élogieux de certains passages en ce qui me con-
cerne, c’est qu'a mon avis cette lettre honore heaucoup plus

. ,
Ann. de Mathemat., §* série, L. L*( Février 1401.) R}
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Pauteur que le destinataire; c¢’est, en second lieu, parce qu'elle
contient en des termes excellents une réponse adressée aux
membres du Congrés, plutdt qu’a moi personnellement. Il m'a
semblé, enfin, qu'on ne lirait pas sans plaisir cette manifesta-
tion du grand géométre, dans le méme recueil précisément ou
le jeune Charles Hermite, candidat a I'Ecole Polytechnique,
publiait en 1842 des articles portant déja I'empreinte d’un
génie naissant. C.-A. Lasanr.

Voici le texte de la Lettre de M. Hermute :

Paris, 3 janvier 1gor.
Monsieun,

Jai a remplir envers vous un devoir de conscience et
de cceur que jignorais jusqu’ici, que rien ne m’avait
révélé, et qu'une Letre récente de M. J. Duran Loriga
vient senlement de m’apprendre. Au mois d’aotit der-
nier, un télégramme m’est parvenu i Saint-Jean-de-Luz,
envoyé par le Congrés mathématique réuni alors a Paris,
qui m’a comblé de joie, qui a fait Porgueil et le bonheunr
de tous les miens, en m’apportant les félicitations des
membres du Congrés, et rappelant ma vie de travail en
teemes trop bienveillants et que je voudrais avoir mé-
rités. Qui avait provoqué et obtenu pour moi un témoi-
gnage si précieux d’estime, au-dessus de toutes les récom-
penses? Je viens de apprendre, Mousieur, et je ne puis
dire quelle satisfaction je ressens a vous en remercier
sincérement, bien cordialement, comme da couronnc-
ment de ma carriére.

Vous avez traversé les orages de la politique, vous
aver, conunu les passions des pervers, les folies des
insensés, la lacheté des honnéles gens; vous avez
cruellement souflert du malheur des circonstances; et
je doute que vous ayerz jamais été efflearé par le regret
du passé, en revenant a votre vocation mathématique
et aax inspirations de votre beau talent pour I’Analyse.
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Je w’ai jamais cu 'honneuar des lattes, des troubles
qui sont le partage des hommes politiques; ma vie a éié
toujours tranquille, mais non indifférente au pays; et
c'est avec le respect du courage dans le combat, des
cllorts pour le servir, des tristesses et des amertumes
qu'on y rencontre, que je vous renouvelle mes remec-
ciements pour un généreux concours donné a un algé-
briste au terme de sa carriére, en vous offrant 'hom-
mage de ma sympathie, de ma reconnaissance et de mes
sentiments entiérement dévoués.

Cun. Heryite.

Les lignes qui précedent étaient déja liveées a 'im-
pression quand m’est arrivée la doulourceuse nouvelle
de la mort du grand géométre, de 'homme excellent
qui sera pleuré par tous les mathématiciens.

La Letwre qu’on vient de lire est sans doute Pune des
derniéres qu'il ait éerites, la derniére peut-Gire; et clle
prend par cela méme une valeur d’autant plas grande.
On y trouve la marque des denx vertas qui Pont carac-
Lérisé surtout, et ui contribueront autant que son génie
a 'honneur de sa mémoire : la bonté, la modestie.

Ce n’est pas sans un serrement de cceur que je me
rappelle la visite, toute récente, que je lui ai rendue a
cetle occasion el que je ne soupconnais pas, hélas, devoir
¢éure la derniére. 11 souffrait un peu, était oppressé, me
disait : « Je suis au bout de ma carriére, mais je n’ai
» pas a me plaindre; on m’a toujours gaté; j'ai Lra-
» vaillé, mais j'aurais pu faire davantage. »

Puis, il se mettait a évoquer les anciens souvenirs,
s¢ reportait au temps ou il m’interrogeait comme can-
didat & I’Ecole Polytechnique, me rappelait qu’il avait-
eu, ainsi que moi, pour professeur, un homme de
grande valeur intellectuelle et morale, Gerono, pour
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lequel nous avions une vénération commune. Ensuite,
il me faisait part, avec une netteté et une lucidité
remarquables, de ses idées sur 'enseignement, qu’il
aurait voulu voir clarifié et simplifié.

Enfin, comme je sollicitais, ainsi que je 'ai dit plus
haut, Pautorisation de publier sa Letire : « Jaurais
» mauvaise grace a vous la refuser, me répondit-il;
» mais ne me mettez pas en avant; je ne venx prendre
» aucune initiative, faire aucune manifestation; je vis
» dans mon trou, entouré d’affections, heureux en
» somme, mais je ne suis plus bon a rien, ct je nWai
» qu’a garder le silence. Dites donc bien que ma Lettre
» était tout inlime, ct que je me suis borné a vous
» donner un consentement. »

Quoi qu'il pit pensec et dire, le Maitre qui parlait
ainsi €tait bon a servir d’exemple aux hommes de
science, el surtout & ceux qui sont arrivés a la gloire.
Il montrait que chez ceux qui ont le coeur haut placé,
la bienveillance est conciliable avec le talent; que
pour le vrai savant, la seule passion doit ére le culte
de la vérité, que les préoccupations personnelles dis-
paraissent, que Uesprit d'intrigue et de critique acerbe
est haissable.

Meéme disparu, il nous donnera longtemps encore ces
fortes lecons morales. Il les donunera également aux
jeunes générations qui nous suivent, lorsqu’elles étu-
dieront non seulement ses ceuvres, mais sa vie.

Ce n’est pas le licu ni le moment d’essayer de la
retracer ici. Certains tableaux sont trop grands pour
se préter & des réductions semblables. Mon seul but a
été, sous le coup de la douloureuse annonce de la mort
de M. Hermite, de payer un modeste tribut d’admira-
tion ct de respect a I'une des figures contemporaines
dont la Science et la France ont le droit de s’enor-
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gueillir. Que sa famille le sache bien : Paffliction ou
elle est plongée est partagée par les savants, sur toute
I'étenduc du globe; et la mémoire de celui qui vient de
nous étre enlevé restera justement 'objet de 'admira-
tion générale. Puisse cette pensée, chez ceux qui le
pleurent, étre un adoucissement de leur peine!

C.-A. LaisanT.

[06]
ETUDE SUR LES PSEUDO-SURFACES, EN GENEML, ET

SUR UN EXEMPLE PARTICULIER DE PSEUDO-SUR-
FACES MINIMA;

Par M. L'assg ISSALY.

L’exemple auquel P'étude générale que nous avons
en vue doit, en quelque sorte, servir de cadre est celui
d’un pseudo-hélicoide gauche, trés voisin de 'hélicoide
a plan directeur ordinaire.

Bien qu’un pareil licu ne puisse pas étre représenté,
ala maniére des surfaces, par une équation en termes
Jfinis, il peut I'étre toutefois, analytiquement, par trois
¢quations différentielles simultanées, et géoméirique-
ment, par les réseaux, tous réels et intégrables, de ses
lignes de courbure, de ses lignes asymptotiques, géodé-
siques, etc.

Comme il sera prouvé, notamment, que les premiéres
de ces lignes sont obliques entre elles, tandis que les
secondes sont vectangulaires, nous pouvons en conclure
(cu égard a nos recherches antérieures) que le nouveaun
lieu est une pseudo-surface, d’abord, et, plus stricte-
ment, une pseado-surface minima.
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Allant plus loin, nous ferons voir que, dans le sens
habitael du mot, notre psendo-hélicoide est rigourcuse-
ment applicable sur une alysséide qu’on aurait déformée
en altérant (comme pour lui, du reste) la loi de varia-
tion infinitésimale de ses rayons vecteurs, sans cepen-
dant nuire en rien, chose possible, a Torthogonalité
initiale de ses ligues de courbure.

Mais, pour traiter avec plein suceés un sujet si inu-
sité, il nous parait opportun d’en faire comme le centre
de out un cnsemble de formules exclusivement em-
pruntées a ce que, par exlension, on peut nommer la
theorie des pseudo-surfaces (V).

1.

DEFINITIONS ET FORMULES RELATIVES A LA THEORIE
DES PSEUCDO-SURFACES.

Coordonnées rectangulaires.

1. Etant données deux séries de courbes (s), (s,
variables de forme et de position, mais assujetties a sc
rencontrer, aux infiniment petits du deuxieme ordre
prés, nous avons, dés 1888, démonuré, dans le Bulletin
de la Société Mathématique de France, qu'nn tel licu,
div pseudo-surface, non seulement posséde les pro-
priétés fondamentales des surlaces, mais encore les
généralise notablement. Ainsi en est-il, par exemple,
pour toul ce qui a trait a la normale, aux plans soit
tangent, soit osculateur, a lindicawice, aux lignes
remarquables de toute espéce, ele.

(') Une analyse trés succincte de ce travail a éLé présentée par
lautcur, dans la séance du g aodt 19oo, au Congrés des Mathéma-
ticiens. réunis en Sorbonne (Section de Géométrie).
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Ceci rappelé, soient, d’une part, Ty le triédre trirec-
tangle fixe de référence ct, d’autre part, MXYZ ou T,
le triédre mobile, supposé, lui aussi, jusqu’a avis con-
traire, trirectangle. Soient en outre @, b, ¢, &, ...,
les cosinus directeurs des arétes de ce second triédre.
Nous admettrons comme élabli géométriquement le
systéme de relations différentielles (Nouvelles Annales
de Mathématigues, p. 50; 1900) :

Ja s .
- =uar—agq
ds !
dga' "

(1) ‘ W:ap—«ar,
oa’

5;—:(1(]——(1]7.

ainsi que son analogue, relatif a la variable s'. Des deux
réunis on déduit aussitot

., 0d ., 0"
I'p=Sa—— =—Z2a' —-»

os os

"

g=%a’ o _sa?e,

ds ds

. 1
() T R

us Js
p=ta’ o9’ _ Sa ()(l”y
=Ya" 5 =--%a' -
os’ gs’

Au moyen de ces valeurs, il devient facile de former,
en coordonnées rectangulaires, du moins, les équations
des diverses lignes remarquables d’une pseudo-surface §,
tangente a Porigine M, au plan mobile des XY, a savoir

pds+ (q+ pYdsds'+ q' ds>=o (lignes de courbure),
—qds®+(p—q')dsds'+ p'ds*=o0 (lignes asymptotiques),
do —+ rds “+ r'ds’ =o (lignes géodésiques).

On passera d'ailleurs au cas des surfaces en intro-
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duisant, dans les deux premiéres, la condition connue
p+q=o. . ’

Mais ici une question se présente : Est-il possible de
distinguer les pseudo-surfaces entre elles, comme on
distingue les surfaces, et, conséquemment, de déter-
miner avee netteté les lignes, ou asymptotiques, ou géo-
désiques, etc., propres a chacune? Oui, on le peut. 11
suffit pour cela de mettre i profit I'indépendance origi-
nelle (') des arcs ds, ds', et de poser, a Vexemple de
Gauss, '

(6) ds = A du, ds'= A'du,

formules dans lesquelles A et A’ désignent des fonctions
données de u et ', mais dont il y aura lieu pourtant de
fixer tout a T'heure le mode de composition. Quoi qu'il
en soit, si pour le moment nous portons ces valeurs

(') Dans nos peceédentes recherches nous avons distingué les
pscudo-surfaces des surfaces, en disant que, a I'encontre de cclles-ci,
les arcs coordonnés ds, ds' devaient, sur les premiéres, seules, étre
regardés comme indépendants des variables w et w'. En réalité, le
vrai critérium qui les classifie porte sur les variations réciproques
de ces mémes arcs. Autrement dit, pour les pseudo-surfaces, on a

dd;,x#d d x,
tandis que. pour les surfaces, au contraire,

dd,xr=d,; (lpl‘.
invariablement.

(Quant aux arcs eux-mémes, ils peuvent, au méme titre, ainsi que
tout ce Mémoire en fournit la preuve, ¢tre considérés, tantot comme
variables indcpendantes, par exemple lorsqu’il s’agit de propriétés
similaires affectant & la fois et les pseudo-surfaces et les surfaces,
tantot comme fonctions de deux autres variables quelconques, telles
que w, ', lorsqu’il s’agit, notamment, de Pétude isolée d’un lieu de
Pune ou de l'autre espcce.

A peine est-il besoin d'ajouter que les conditions relatées ci-
dessus entrainent p —+ ¢’ = o, pour les pseudo-surfaces. p + ¢' = o
pour les surfaces. cl vice versa.
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dans 'expression de I'élément linéaire
(7) dS2= dﬁ-—r—- dy?+ dz? = ds*+ ds'2+ ads ds’ cos D,
il prendré la forme
(7") dS?= A?du?+ A2du'?+ 2B"du du’,

le coeficient B”, disons-le par anticipation, devant
rester nul dans le cas particulier de la pseudo-surface
annoncée.

2. Actuellement, soient x, y, z les coordonnées d’un
point quelconque du lien 3", par rapport au triédre
fixe T'). L’analogie que nous avons signalée, en commen-
cant, entre le mode de génération d'une surface et
d’une pseudo-surface, nous conduit a représenter cette

derniére par le systéme général

\ dr =P du-+ Q du',
(8) (dy =P du—+ Q' du,
[ dz = Prdu+ Q" duw,

dans lequel, P, Q, I, ... désignent des fonctions abso-
lument quelconques de u et . Cest dire qu’en principe
aucune de ces trois équalions n’est intégrable.

Que, pour représenter une pscudo-surface, 'ane au
moins des trois, la premiére, par exemple, doive éire
telle, c'est que, sans cetie condition, on aurait forcé- -

ment
. or _ o

= - = —>

ou Ju

P

et alors du systéme tout enticr on tirerait
x:?(uv u'), }’2'{‘(“, u’)a zzl("a w'),

de sorte que la pseudo-surface 37 ne serait pas dis-
tincte de la surface I, tangente, comme clle, an



‘ (58)
point M(z,, 3, zo) au plan des XY; ce qui est con-
traire a hypothése.
Remarquons toutefois que, respectivement a ces deux
cas, on peut déduire du systéme (8)

I Jo  do
Bl
de P Q i Y
/ . L oY
LA M — cooL o =
(j‘y : (‘ o % ou  oJw o
ds oo
ds Q »()7';
Ju  odu

équations qui prouvent que 'élément linéaire (7) ne
sort pas, on du plan
(P —QP)(r—2)+ (P"Q—Q"P) (¥ —y0)

{ - (PQ" —QP") (3 — 34) =0,

0 0 g
ou de son analogue en —(%, 5%:-7 -+ +5 ¢est-a-dire du plan
tangent, mené en M, soit a 7, soit a 17, Je dis : tan-

(9)

gent, car on verra bientdt que les cocflicients des va-

riables sont proportionnels a «", 4", ¢", en sorte que,

lorsque les paramétees u,, u), el, par cux, les coordon-
I 0y U, Cly | ’

nées xy, ¥o, 50 varvient d’'une maniére continue, le pre-

mier de ces plans enveloppe 3 et le second, I,

C’est du premier d’entre cux que nous aurons a nous
occuper exclusivement. Nous 'éerirons, plus simple-
ment, ainsi
(9) (v — )= W (Y — o)+ (53— 3500 =0,
avec
(e — I)IQ::__ Q’})”

SW:WQ—@K

(10)
.' L= PO — QP

3. Avant de poursuivre, arrétons-nous un instant au
cas trés pratique out 'on aurait

P =, Q:O, P'=o, Q':.],



(%9)
et, par suite, u=x, '=7y. Les deux premiéres équa-
tions (8) disparaissent alors et il reste

(11) ds = P'dr + Q"d_}’,

P, Q" désignant des fonctions quelconques de x et y.
Que si aprés cela on y remplace ces variables par xy, ¥y,
I'équation (9) du plan tangent en M s’écrira
(9") s—3s0=P'(z—x) +Q(y—yo).

Pour donner de ce cas particalicr une application
immédiate, nous ferons observer que toute cowrbe
gauche de Vespace pouvant, dans le cas le glus général,
tre regardée comme intersection de deux pseudo-
surfaces, telles que
\ dr =Pdy +Qds,

g
(%) ! dy =P'ds + Q'dwr,

. . . ,o. )
licux qu’il convient de désiguer par §, &', la tangente

xr-—a, V=1 35— 3y

dry  — dyy, T da

au point (x4, 19, 2,) de Ja courbe choisie pourra, en
veria des identites

r--xy  P(y—yi+Q(3—35)

dry Pdyy+Qds,

b

Yy—xo PUs—35)+Q'(x—z
dyy P'dzy+ Q'dx,

¢re envisagée, a son lour, comme lintersection des
deux plans tangents menés 4 § et a §5 en ce méme
point.

En terminant ceci, qu’on nous permette de rappeler
(que c’est précisément sous la forme (11), la plus simple
de wutes, que nous avons signalé pour la premiére fois
Pexistence des pseudo-surfaces, en 1888 et 1889, d’abord
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dans le Bulletin de la Société Mathématique de

France, puis, en 1890, dans les Nouvelles Annales de
Mathématigues.

4. Ces principes établis et ces remarques faites, reve-
nons aux formules (6).
Des 1dentités connues

dr=ads+a'ds=Aadu-+Aadu=Pdu+ Qdu,

on tire immédiatement

P P’ pr
a= 1 I):X’ (‘:—X,
(1) 1 (1(1: _]_(_)E —_ _li ﬂ,
ds A2 Ju A3 Ju
de_ 1 ab P o
Js' T AN o A2AT o
(t’:f\)y = Q—’, ¢ = (l”,
A A’ \’
(12") ’ C_M_I:L’_)_Q_ Q ov

7

\ Js — AP ou AP o’
les seconds termes étant & négliger lorsqu’il s’agit de
lignes de courbure ou de lignes asymptotiques, et a
retenir pour les lignes géodésiques seules.
Au surplus, et sans distinction de cas d’aucune sorte,
les valeurs précédemiesde a, b, ¢, ', ..., nous donnent
2 — P2 P2 P2 — vPp2
(13) CAT=Q Q2 - Q =3Q,

B' =PQ—+P'Q = P'Q'=SPQ,
conjointement avec
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