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[D3d]
UNE APPLICATION DE LA FORMULE DE STOKES ;

Par M. VOGT,
Professeur & I'Université de Nancy.

1. Dans le premier Volume de son Cours d’ Analyse,
M. Picard indique, aprés Kronecker, la solution du pro-
bléme suivant :

Liant données deux équations algébrigues ou trans-
cendantes
F:(m,.}’)=0, Fa(l‘».}’)=0,

entre deux wariables réelles, et & coefficients réels,
déterminer le nombre des solutions de ce systéme
d’équations comprises a l’intériewr d’un contour ferme
donne.

On considére pour cela l'intégrale curviligne

F.dF,— F, dF,
l~——-fdarctangl f—T‘%——i—F_z——,

étendue au contour donné parcouru dans le sens positif,
la valeur de cette intégrale est égale al’excés du nombre
des solutions intérieures au contour pour lesquelles le
déterminant fonctionnel

D(Fy, Fy)
D(z,y)

est positif, sur le nombre de celles pour lesquelles il est
négatif.
Je ne sais si I'on a déja remarqué que ce résultat est
susceptlble d’une généralisation relative a la ligne d’'in-
Ann. de Mathémat.,3° série, t. XIX. (Mars 1900.) 7
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terscction de deux surfaces; c’est cette généralisation
que je me propose d’indiquer ici, en suivant la marche
de M. Picard.

Etant données deux équations
(I) F‘(.Z‘,‘)’,Z):O, F:!(z'v}’yz)=o7

entre trois variables réelles, et a coefficients réels, elles
définissent une certaine ligne réclle L formée d’une ou
de plusieurs parties; nous supposons les fonctions I,
ct I, finies continues et uniformes dans une certaine
région de Pespace, et nous considérons dauns cette région
un contour {fermé C ne rencontrant pas la ligne L; nous
formons l'intégrale curviligne

I F
| = »~fdar<‘ Lang-i,
27 g DN

étendue au contour C parcourn dans un certain sens, et
nous nous proposons de chercher la signification de
cette intégrale.

On peut I'écrire, en la développant, sous la forme

1

(2) I=— [ Pdr+ Qdy+ Rds,
27 /g
euposant
p d¥: o dF,
p_ Yde T Y dx
- Fi+F3
dF2 dFl
F, =2 __ 1
P R
- Fr+F:
dr, dF,
. B — P
- 1+ F3 ’

comme P, Q, R sont les dérivées particlles d’'une méme

,’ PR AV
[N WA
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fonction, elles satisfont aux conditions

90 OR  OR _oP 9P _Q
gz dy’ or ~ 9z’ oy 0w’
, (. . .
que l'on vérifie du reste directement sans peine; on en
conclut que I ne change pas de valeur lorsqu’on déforme
le contour C sans passer par un point o P, Q, R de-
viennent discontinues, c’est-a-dire sans rencontrer la

ligne L.

2. Supposons que par le contour C on fasse passer
une calotte de surface S, que cetie calotte soit simple et
aitdeux faces distinctes ; prenons comme face supérieure
ou positive la face sur laquelle doit éire situé un obser-
vateur pour que, en s'approchant du contour C, il voie
le sens d’intégration de gauche a droite, comme le sens
du triedre de coordonnées; la face inférieure ou néga-
tive scra la face opposée.

Si la calotte S ne rencontre pas la ligne L, le théo-
réme de Stokes nous indique que Iintégrale I est égale
a I'intégrale double

s — ff<()g—g—lj)dydz+<d§——(£>dzdm

| (5 —a) e
¢tendue a S, et cette intégrale est nulle.

la calotte rencontre la ligne L en des points A,
B, ..., M, imaginons que l'on trace sur la surface des
contours C,, Cg, ..., Cy assez petits pour n’entourer
chacun qu'un seul de ces points et pour ne couper ni G
ni les autres contours; enlevons de S les portions S,
Sg, ..., Sy intérieures a ces contours et réunissons les
ouvertures ainsi pratiquées dans S au contour C par des
coupures I'y, Iy, ..., I'y ne se coupant pas les unes les

“ANTE D
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autres; ces opérations ont pour effet de constituer une
calotte S, a un seul contour ne contenant a son intérieur
aucun point de L.

L’intégrale double (3), étendue a cette calotte S, est
constamment nulle ; mais, d’aprés la formule de Stokes,
elle est égale a V'intégrale curviligne (2), étendue au
contour entier de S,; cette intégrale est donc nulle.
Elle se compose de différentes parties étendues respec-
tivement : 1° au contour C parcouru dans le sens adopté
primitivement sur ce contour; 2° aux deux bords de
chacune des coupures Ty, T'g, ..., Ty, ces bords étant par-
courus I'un dans un sens, I’autre, qui lui est opposé, dans
le sens contraire; les parties d’intégrale relatives a ces
bords sont deux & deux égales et de signes contraires et
ont une somme nulle; 3° aux contours C,, Cg, ..., Cy
parcourus dans le méme sens que le contour G relative-
ment & la calotte S, ; les parties d’intégrale correspon-
dantes sont égales et de signes contraires a celles que
Pon obtiendrait si les contours étaient parcourus dans
le sens opposé, et ce dernier sens est celui que 'on doit
adopter si I'on veut que les faces supérieures des calottes
partielles S,, Sg, ..., Sy coincident avec la face supé-
rieure de la calotte totale S. Si donc on adopte pour
tous les contours C, Cy, €y, ..., Cy le sens pour lequel
les faces supérieures des caloties S, Sy, Sy, .. ., Sy soient
les mémes et si 'on appelle I, I, Iy, ..., Iy les valeurs
de I'intégrale I étendue a ces contours, on aura

I = ]A—E—h;—}-...—&—lu;

tout revient donc a évaluer chacune des intégrales du
second membre.

3. Considérons I'unc d’elles, par exemple la premiére:
solent Xy, ¥y, 2o les coordonnées du point A; la tan-
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gente a la ligne L en cc point a pour équations

oF, oF, oOF,

m(z‘“wo)ﬂ"mo"“}’o)’*‘d—z‘)(z—w)—-oy
()Fg dF? dF’ - P N
e (»7«'*—2’0)-"—dyo(}"‘)’o)*‘d—zo(a—fvo)-—0,

en désignant par Dy, D, et Dy les déterminants

OF, oF, 0F, oF,

D1= 5% 20~ e 930

' p,— 1 oFy _ OF, oF,
b 039 0 03¢ d.xy

JF, oF, oF, oF,

D= =,

T oz, 9o o ozy 0y
(quc nous ne supposerons pas nuls simultanément, on

voit que les cosinus directeurs de la tangente sont donnés
par les équations

CcOos cos COSY 1
D, D, s VD2 DI+ D2

nous appellerons demi-tangente positive 4 la ligne L
en A celle des deux directions précédentes qui corres-
pond au signe + devant le radical.

Nous supposons que la calotte S et, par suite, la ca-
lotte 8, qui en fait partie ne sont pas tangentes en A a
la ligne L; le contour C,, qui limite S, peut &tre choisi
aussi petit que I'on veut; on peut sans inconvénient
supposer que ce contour est une petite courbe plane et
que S, est la portion du plan de cette courbe qui lui est
intérieure.

Les coordonnées des points du contour G, auront des
cxpressions de la forme

x = xog+ &k, Y =Yoo+ ¢m, 3 = Zy+ ¢,

¢ élant une quantité fixe que 'on peut prendre aussi
petite que V'on veut, &, 0, { élant fonctions d'un méme
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paramétre; l'intégrale I, s’exprimera au moyen de ce
paramétre par une somme de deux parties, 'une indé-
pendante de ¢ et 'autre s’annulant avee cette derniére
quantité. Comme nous avons remarqué au début que la
valeur de I ou de I, ne change pas lorsqu’on modifie le
contour sans franchir la ligne L., nous concluons que
Vintégrale actuelle ne doit pas varier avec ¢; la seconde
partie, qui peut étre rendue aussi petite qu’on veut, est
donc rigourcusement nulle et Iy se réduit 4 la premiére;
clle est, toutes réductions faites,

1S

Jo— .1 Dy(n d{—{dn) +Dy({dt — Edl) + Dy(§ o — v df)
;\—211 o, .
<03ro 0ye T 030

or, oF, ol \? o, oF, 9k, )\ 2
+ = + +{—E+ —n+ —¢
¢, dx g ¥, 03,
Nous choisirons comme contour C, une cllipse tracée
sur un cylindre ayant pour axe la tangente 4 ld ligne L,
ct dont I'équation est

oz

oF, oF, ofFy,  _\T?
[ (‘T_‘Z'O)'*‘a(.}’*]’n) ; 7:'—0(~'—~0)]

{ ¢ 2 2

-+ l%(x—xo)“‘ %%U"‘J'o)“‘ ’l))l;;‘)(,z—-—zo)] = 2%
nous assujettissons de cette facon £, 1, { 4 rendre égal
a P'unité le dénominateur de la fraction différentielle;
nous remarquons, de plus, que les parenthéses qui
entrent au numérateur sont proportiounc“es aux cosinus
directeurs de la normale exiérieure i la calotte S, au
point Aj si o/, &', ¥' sont les angles de cette normale
avee les axes de coordonnées, on a

_cosa’  cosp  cosy
ndi—Cdy T Ldi—Edy T bdn— dk
1
V(8 2+ 02)(d5? + dr2+ d3?) — (EdE + 7 dn+ L dQ)?

En considérant pour un instant &, 7, { comme les
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coordonnées des points d'une courbe plane dont les
coordonnées polaires sont o et §, on aura pour valcur

du radical
Verds? —ordo? = o2 dY,

de sorte que l'on a

‘ ndl -~ dn=p2d0 cosa’,
dt —Edl = p2db cos B,

(3)
( £ dn—ndf=p2dfcosy’;

en désignant enfin par V 'angle aigu ou obtus formé
5 I 8 5
par la demi-tangente positive a la ligne L et la normale

cxtérieure a la calotte Sy en A, on a, en tenant compte
des formules (4) et (5),

I — .
=2 [ VD3 D35 D2 cosVo2dl,
A

[ 2% dl)

e
Ca

L’intégrale

est égale au double de l'aire de Pellipse C,; mais cette
aire peut s’évaluer d’une autre maniére, car son plan
fait angle V avec le plan de section droite du cylindre,
et laire de cette section droite est égale &

on a donc
o 1
2dl =
./C;P \/D +D2 [cos V|
d’ou
I cos'V
A= Teos V|

\ ’e ’ .z . )
Nous voyons que I'intégrale I, est égalec a 41 ou a
— 1, suivant que Vangle V est aigu ou obtus; en faisant
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la somme de toutes les intégrales analogues, nous arri-
vons au résultat suivant :

Etant donnés un contour C et Uintégrale I prise sur
ce contour dans un certain sens, imaginons par ce con-
tour une calotte quelconque S qui rencontre la ligne L.
en un ou plusieurs points; Uintégrale 1 est égale a
I’excés du nombre des points de rencontre o la nor-
male extérieure a S et la demi-tangente positive a L
Jont entre elles un angle aigu sur le nombre de ces
points ou elles font un angle obtus.

Lorscue les surfaces représentées par les équations (1)
sont des cylindres paralléles 4 Oz et que le contour C
est tracé dans le plan des xy, on retrouve, en prenant
pour S la surface plane intérieure a C, le résuliat de

Kronecker et de M. Picard.

4. Nous terminerons par quelques remarques qui peu-
vent faciliter application de la proposition précédente.
Considérons sur la ligne L, une portion L, continue et
ne renfermant aucun point singulier, ¢’est-a-dire aucun
poiut pour lequel les déterminants fonctionnels Dy, D,
et Dy s’annulent simultanément; cette portion L, peut
avoir la forme d'un contour fermé, ou s’étendre a 'infini
dans un sens ou dans les deux sens; si 'on choisit sur
L, un certain sens de mouvement, qui sera par exemple
celui des arcs croissants, je dis que la demi-tangente po-
sitive sera Loujours dirigée de la méme maniére en tous
les points de L,, clest-a-dire sera toujours confonduc
avec la demi-tangente dans le sens du mouvement, ou
toujours avee la demi-tangente opposée.

Cela résulte immédiatement de ce que Dy, D, et Dy
ne s’annulent pas a la fois; si 'on prend comme va-
riable Parc s de L ct si Fon suppose que les coordon-
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nées des points de L, en sont des fonctions continues et
uniformes, on a constamment

dx dy dz

A _ ZS_ - f?s. B

D, D, D; ~ ~ /DixDiLDi
comme le radical ne s’annule pas et que les termes des
rapports sont des fonctions continues, le signe du radical
ne peut changer; il suffit par suite de le déterminer en
un point de L, pour I'avoir en tous les autres.

Une autre remarque est la suivante : Supposons que
Pon déforme les surfaces F, et I, et, par suite, laligne L,
mais sans rencontrer le contour C; imaginons pour cela
que les fonctions I, et Fy dépendent d'un paramétre 2.
ct que 'on fasse varier ce parameétre; je dis que I'inté-
grale I conserve la méme valeur tant que la ligne L ne
vient pas couper le contour d’intégration.

Considérons deux valeurs o et o ++ Az du paramétre,
ct les valeurs correspondantes 1 et I+ Al de l'intégrale
curviligne étendue au contour C; on a
—'~fd arctang l:‘g(x,y, 5,4 Aa) — d arc tang M
2w J, Fi(z, y, 3, « + Aa) SFi(x,y.3,a)

Fo(a+Aa)Fy(2) — Fy(x— Aa)Fy(a),

?

1
Toar [datctang Fi(a+Ax)Fi(a)+ Fa(a+—Aa)Fy(a)’

<G

la fraction qui entre sous le signe arc tang a un dénomi-
nateur qui difliére de '] + I'] d’une quantité s’annulant
avec Az; comme Fj + I n’est pas nul, on peut sup-
poser que Ax est assez pelit pour que le dénominateur
de la fraction reste positif pour les valeurs de x, y, z
correspondant a tous les points du contour d'intégra-
tion C; supposons qu'a lorigine de ce contour on
prenne pour valeur de P'intégrale indéfinie arc tang

. . ": ks .
celle qui est comprise entre — f) et 4+ ret quon suive
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la variation de cet arc tout le long de C; la tangente ne
devenant pas infinie, la valeur finale est comprise entre
les mémes limites que la valeur initiale et lui est iden-
tique; on a donc Al = 0. On peut ainsi, de proche en
proche, passer d’une premiére position de L & une autre
sans que [ cesse de garder la méme valeur, ce que nous
voulions démontrer.

3. Comme application de ces remarques, nous allons
considérer la ligne d’intersection d’un ellipsoide

P y2 g2
— 4t —1=0
a? b2 c

T
F,= 5

ct d'une sphére
Fo=22+ y24 32— R¥=o0;
nous supposons que Pon ait
a-R>b0>c,

de telle sorte que L soit constituée par deux parties fer-
mées entourant ’axe des x et situées de part et d’autre
du plan des yz; prenons comme contour C une portion
de I'axe des x allaut du point d’abscisse — a a celui
d'abscisse a, complétée par une demi-circonférence de
rayon @ dans un plan quelconque, que 'on peut sans
inconvénient supposer celui des xy. Je vais montier
que l'intégrale I est nulle, bien que toute calotte pas-
sant par le contour C coupe L en deux points au moins.

En appliquant la premiére remarque, on cst amené
chercher les signes des déterminauts Dy, Dy, D; en un
point de chacune des parties de L, par exemple en un
point situé dans le plan des x)-; on a alors, si xq, ¥, ©
sont les coordonnées de ce point

D,=o. D,= o, Dy = 70 )0 <__‘~_Lq>,

a2 b2
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de facon que D; est négatif si x, et ), sont positifs; on
en conclut que pour la portion de L, située du c61é des
x positifs, la demi-tangente positive est dirigée dans le
sens du mouvement qui va de la portion positive du
plan des xz a la portion positive du plan des xy; pour
Vautre partie de I, la demi-tangente positive a une di-
rection opposée. On en conclut facilement que Pinté-
grale I est nulle.

Cela résulte encore plus simplement de la deuxiéme
remarque; supposons que l'on fasse diminuer le rayon
de la sphére d’une maniére continue; la ligne L se dé-
forme, passe par une position ou elle se compose de
deux cercles, puis est formée de deux parties entou-
rant O z, et finit par disparaitre sans rencontrer e con-
tour C. L’intégrale I ne change pas, et comme clle est

nulle pour R < ¢, elle est nulle pour a <R < 5.



